
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ ÈÍÍÎÏÎËÈÑ

II îòáîðî÷íûé (çàî÷íûé) ýòàï ïî ìàòåìàòèêå, 16 äåêàáðÿ 2017ã.

9 êëàññ, âàðèàíò 1.

1. (5 áàëëîâ) Ñòî ÷åëîâåê îòâåòèëè íà âîïðîñ: ¾Áóäåò ëè íîâûé ïðåçèäåíò ëó÷øå ïðåæ-

íåãî?¿ Èç íèõ a ÷åëîâåê ñ÷èòàþò, ÷òî áóäåò ëó÷øå, b � ÷òî áóäåò òàêîé æå è c � ÷òî

áóäåò õóæå. Äðóãèõ îòâåòîâ íå áûëî. Ñîöèîëîãè ïîñòðîèëè äâà ïîêàçàòåëÿ ¾îïòèìèçìà¿

îïðîøåííûõ: m = a+b/2, n = a−c. Îêàçàëîñü, ÷òî m = 40. ×åìó ðàâíÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå

n?

Îòâåò: −20.

2. (5 áàëëîâ) Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 1010 + 1010
2
+ 1010

3
+ . . .+ 1010

11
íà 7.

Îòâåò: 2

3. (7 áàëëîâ) Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 15 ÷åëîâåê. Ðàçðåøàåòñÿ ëþáûõ äâîèõ ëþäåé, ñè-

äÿùèõ ðÿäîì, ïîìåíÿòü ìåñòàìè. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê íàäî

ñäåëàòü, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ëþáûå äâà ñîñåäà îñòàëèñü ñîñåäÿìè, íî ñèäåëè â îáðàòíîì

ïîðÿäêå?

Îòâåò: 49.

4. (7 áàëëîâ) Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ïîâîðà÷èâàþò îòíîñèòåëüíî öåíòðà íà 3◦, ïî-

òîì íà 9◦, íà 27◦, è ò.ä. (íà n-ì øàãå åãî ïîâîðà÷èâàþò íà (3n)◦). Ñêîëüêî âñåãî ðàçíûõ

ïîëîæåíèé áóäåò çàíèìàòü òðåóãîëüíèê â õîäå ýòîé äåÿòåëüíîñòè (âêëþ÷àÿ íà÷àëüíîå)?

Îòâåò: 4

5. (8 áàëëîâ) Ñêîëüêî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ èìååò óðàâíåíèå x2 · y3 = 612?

Îòâåò: 18

6. (8 áàëëîâ) Â êâàäðàòå ABCD ñî ñòîðîíîé 12 äèàãîíàëü BD ïåðåñåêàåò îòðåçêè CM è

CK â òî÷êàõ N è L ñîîòâåòñòâåííî (M è K � ñåðåäèíû ñòîðîí AB è AD ñîîòâåòñòâåííî).

×åìó ðàâíà ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà MNLK?

Îòâåò: 30

7. (10 áàëëîâ) Íàéäèòå a1 + a2 + . . .+ a624, ãäå an =
1

(n+ 1)
√
n+ n

√
n+ 1

.

Îòâåò: 0.96

8. (10 áàëëîâ) Êàæäîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ â áåñêîíå÷íîì êî-

ëè÷åñòâå ïîçèöèé â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
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Íàéäèòå íîìåð ïîçèöèè, â êîòîðîì ÷èñëî
1

2
âñòðå÷àåòñÿ 10-ûé ðàç.

Îòâåò: 426

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ðåøèòå ñ îáîñíîâàíèåì îòâåòà



9. (20 áàëëîâ) Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â ñåðåäèíå îñíîâàíèÿ BC êàñàåòñÿ áîêîâûõ ñòîðîí

ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Êàñàòåëüíàÿ ê ýòîé îêðóæíîñòè ïåðåñåêàåò ñòîðîíû

AB è AC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî

BP · CQ =
BC2

4
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. PM è QM ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ

BPQ è CQP ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî ∠BPM = ∠QPM = α è ∠CQM = ∠PQM =

β. Òàêæå ïî óñëîâèþ ∠ABC = ∠ACB = γ. Òîãäà ñóììà óëîâ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà BPQC

ðàâíà 2α + 2β + 2γ. Îòñþäà α + β + γ = 180◦. Ïîýòîìó ∠PMB = β è ∠QMC = α.

Òàêèì îáðàçîì, 4PMB ∼ 4MQC ïî òð¼ì óãëàì. Îòêóäà PB/MC = BM/CQ, òî åñòü

BP · CQ = BC2/4. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

10. (20 áàëëîâ) Äàíû ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c, d, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: a > d, ab = cd è a+b+c+d = ac. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷åòûð¼õ ÷èñåë.

Îòâåò: 12

Ðåøåíèå. Èç ñîîòíîøåíèé a > d è ab = cd èìååì íåðàâåíñòâî b < c.

Äîêàæåì, ÷òî îäíî èç ÷èñåë a, c íå ïðåâîñõîäèò 3. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà èìååì

íåðàâåíñòâà ac
2 > 2a > a + d è ac

2 > 2c > b + c. Ñëîæèâ èõ, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ

óñëîâèåì.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî a > 3. Ïîñêîëüêó a íàòóðàëüíîå, òî

a ∈ {1, 2, 3}. Êðîìå òîãî, d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå a, çíà÷èò, a 6= 1. Ðàçáåð¼ì äâà

ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. a = 3. Ñîîòíîøåíèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

3b = cd, 3 + b+ c+ d = 3c, 3 > d.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî (3, d) = 1. Çíà÷èò, 3 | c. Ïîñêîëüêó
âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû, c > 6. Òîãäà èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

3 + b+ c+ d < 6 + b+ c < 6 + 2c < 3c,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ñëó÷àé 2. a = 2. Èç íåðàâåíñòâà a > d ñëåäóåò, ÷òî d = 1. Ñîîòíîøåíèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ

â âèäå 2b = c, 3 + b = c. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïàðà

(b, c) = (3, 6). Íàõîäèì ðåøåíèå (2, 3, 6, 1), ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 12.


