
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ ÈÍÍÎÏÎËÈÑ

I îòáîðî÷íûé (çàî÷íûé) ýòàï ïî ìàòåìàòèêå, 3 äåêàáðÿ 2017ã.

11 êëàññ, âàðèàíò 1.

1. (5 áàëëîâ) Èãðàëüíûé êóáèê áðîñàëè 5 ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûïàâøèõ

î÷êîâ íàéäóòñÿ äâà îäèíàêîâûõ. Îòâåò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò: 0.91

2. (5 áàëëîâ) Íàéäèòå x31 + x32 + x33, ãäå x1, x2 è x3 êîðíè óðàâíåíèÿ

x3 + 3x2 − 10x− 10 = 0.

Îòâåò: −87.

3. (7 áàëëîâ) Ðåøèòå óðàâíåíèå 16x
2+y + 16y

2+x = 1. Â îòâåò çàïèøèòå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x.

Îòâåò: -0.5

4. (7 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå n òàêîå, ÷òî ÷èñëî 32n− 1 äåëèòñÿ íà 211.

Îòâåò: 256.

5. (8 áàëëîâ) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü 5 ÷èñåë èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 10} òàê, ÷òîáû
ñðåäè âûáðàííûõ íå áûëî òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë.

Îòâåò: 126

6. (8 áàëëîâ) Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC c êàòåòàìè AC = BC = 17. Íà ñòîðîíå AC

îòìå÷åíà òî÷êà D òàê, ÷òî CD = 7. Âïèøèòå â òðåóãîëüíèê ABC òðåóãîëüíèê DEF íàèìåíüøåãî

ïåðèìåòðà (E ëåæèò íà ñòîðîíå AB è F � íà BC). Â îòâåò íàïèøèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà

DEF .

Îòâåò: 26

7. (10 áàëëîâ) Íà ìåðîïðèÿòèå â Èííîïîëèñå ïðèåõàëè n øêîëüíèêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ó ëþáûõ äâóõ

íåçíàêîìûõ ìåæäó ñîáîé øêîëüíèêîâ ñðåäè ó÷àñòíèêîâ ìåðîïðèÿòèÿ èìååòñÿ ðîâíî äâà îáùèõ

çíàêîìûõ, à ó ëþáûõ äâóõ çíàêîìûõ íåò îáùèõ çíàêîìûõ. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå n,

åñëè èçâåñòíî äîïîëíèòåëüíî, ÷òî êîëè÷åñòâî øêîëüíèêîâ áîëüøå äþæèíû.

Îòâåò: 16

8. (10 áàëëîâ) Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé óñå÷åííîé ïèðàìèäå ABCDA1B1C1D1 ïðîâåäåíî

ñå÷åíèå ABC1D1. Íàéäèòå îòíîøåíèå îáúåìîâ ïîëó÷åííûõ ìíîãîãðàííèêîâ
VABCDD1C1

VA1B1C1D1AB
, åñëè

AB : A1B1 = 3. Îòâåò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò: 4.2.

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ðåøèòå ñ îáîñíîâàíèåì îòâåòà

9. (20 áàëëîâ) M è N ñåðåäèíû ðåáåð AB è CD òåòðàýäðà ABCD ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç òî÷êè M

è N ïðîâåäåíî ñå÷åíèå, ïåðåñåêàþùåå ðåáðà AC è BD â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,

÷òî

AP : AC = BQ : BD.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñå÷åíèå èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé BC ïî òî÷êå K. Èç òåîðåìû

Ìåíåëàÿ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ABC è DBC ïîëó÷àåì

AM

MB
· BK
KC

· CP
PA

= 1,

DQ

QB
· BK
KC

· CN
ND

= 1.

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî PC
AP = KC

BK = QD
BQ . Ïîýòîìó

AC
AP = 1+ PC

AP = 1+ QD
BQ = BD

BQ , òî åñòü
AP
AC = BQ

BD ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.



10. (20 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà c òàêîå, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {
8(x+ 7)4 + (y − 4)4 = c,

(x+ 4)4 + 8(y − 7)4 = c.

Îòâåò: c = 24.

Ðåøåíèå. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà èìååì

(1)

(
1

2
+ 1

)3 (
8(x+ α)4 + (y − β)4

)
>

>

((
1

2
+ 1

)(
2(x+ α)2 + (y − β)2

))2

>

> (|x+ α|+ |y − β|)4 ,

(2)

(
1 +

1

2

)3 (
8(x+ β)4 + (y − α)4

)
>

>

((
1 +

1

2

)(
2(x+ β)2 + (y − α)2

))2

>

> (|x+ β|+ |y − α|)4 .

À çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ (x, y) ñèñòåìû âûïîëíåíî

(3)
27

4
c > (|x+ α|+ |y − β|)4 + (|x+ β|+ |y − α|)4 >

> (α− β + x+ y)4 + (α− β − (x+ y))4 =

= 2(α− β)4 + 2(x+ y)4 + 12(α− β)2(x+ y)2 > 2(α− β)4.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè c < 8
27 (α− β)

4 ðåøåíèé ó ñèñòåìû íåò.

Åæåëè c = 8
27 (α − β)

4, òî âî âñåõ íåðàâåíñòâàõ (1)-(3) äîëæíî äîñòèãàòüñÿ ðàâåíñòâî. Ñëåäîâà-

òåëüíî x+ y = 0, ÷èñëà x+ α è x+ β äîëæíû áûòü ðàçíûõ çíàêîâ, à òàêæå

|x+ α|
|x+ β|

=
1

2
.

Èç ýòèõ óñëîâèé ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè c = 8
27 (α−β)

4 èìååòñÿ òîëüêî îäíî ðåøåíèå
(
− 2α+β

3 , 2α+β
3

)
.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ñðàçó çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî

ïðÿìîé y = −x (äâå çàìêíóòûå êðèâûå ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ (−α;β) è (−β;α)). Ðåøåíèå áóäåò
åäèíñòâåííî, åñëè îäíà èç ýòèõ êðèâûõ êàñàåòñÿ ýòîé ïðÿìîé. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè c = min f(x),

ãäå f(x) = 8(x + α)4 + (x + β)4. f ′(x) = 32(x + α)3 + 4(x + β)3 = 0 â òî÷êå x0 = − 2α+β
3 . Òîãäà

c = f(x0). https://ggbm.at/FVmUGS4Y


