
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ ÈÍÍÎÏÎËÈÑ

II îòáîðî÷íûé (çàî÷íûé) ýòàï ïî ìàòåìàòèêå, 16 äåêàáðÿ 2017ã.

10 êëàññ, âàðèàíò 1.

1. (5 áàëëîâ) ×èñëî n íàçûâàåòñÿ äóáëåì, åñëè åãî çàïèñü â ñåìåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëå-

íèÿ, áóäó÷è ïðî÷èòàíà êàê äåñÿòè÷íîå ÷èñëî, ðàâíà 2n. Íàïðèìåð, 51 = 1027. Íàéäèòå

íàèáîëüøèé äóáëü.

Îòâåò: 315

2. (5 áàëëîâ) Ïðè êàêîì a ìíîãî÷ëåíû x4 + ax2 + 7 è x3 + ax+ 7 èìåþò îáùèé êîðåíü?

Îòâåò: −8.

3. (7 áàëëîâ) Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàí ìíîãîóãîëüíèê, êîîðäèíàòû âåðøèí

êîòîðîãî íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñ êîîðäèíàòàìè (x; y) âûïîëíÿþò-

ñÿ óñëîâèÿ: (2x + 1)
... y è (2y + 1)

...x. Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü ìîæåò èìåòü ýòîò

ìíîãîóãîëüíèê?

Îòâåò: 20

4. (7 áàëëîâ) Â ïîëíîì ãðàôå íà 10 âåðøèíàõ óäàëèëè îäèí öèêë äëèíû òðè. Ñêîëüêî

öèêëîâ äëèíû òðè îñòàëîñü?

Îòâåò: 98

5. (8 áàëëîâ) Ïóñòü l � áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà C òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìàÿ, ïàðàë-

ëåëüíàÿ l è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó K ñòîðîíû AB, ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå E. Íàéòè

CE, åñëè AC = 7 è CB = 4.

Îòâåò: 5.5

6. (8 áàëëîâ) Îáîçíà÷èì ÷åðåç k(N) íàèáîëüøèé íå÷åòíûé äåëèòåëü ÷èñëà N . Íàéäèòå

ñóììó

k(1010) + k(1011) + . . .+ k(2018).

Îòâåò: 1018081

7. (10 áàëëîâ) Â ïðàâèëüíîì 19-óãîëüíèêå íàóãàä âûáèðàþò äâå òðîéêè ðàçëè÷íûõ âåðøèí.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâà òðåóãîëüíèêà, ñ âåðøèíàìè â âûáðàííûõ òðîéêàõ, íå

ïåðåñåêàþòñÿ?

Îòâåò: 0, 3

8. (10 áàëëîâ) Òðåóãîëüíèê ðàñïîëîæåí íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè òàê, ÷òî âñå åãî âåðøèíû

íàõîäÿòñÿ â óçëàõ. Äâå åãî ñòîðîíû ðàâíû
√
41 è

√
85. Êàêóþ íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ìîæåò

èìåòü òàêîé òðåóãîëüíèê? (Ñòîðîíà êëåòêè ðàâíà 1)

Îòâåò: 29, 5

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ðåøèòå ñ îáîñíîâàíèåì îòâåòà



9. (20 áàëëîâ) Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC, êàê íà îñíîâàíèÿõ, ïîñòðîåíû ïîäîáíûå

ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè APB, AQC è BRC. Òðåóãîëüíèêè APB è AQC ïîñòðîåíû

âî âíåøíþþ ñòîðîíó, à òðåóãîëüíèê BRC � ïî òó æå ñòîðîíó îò BC, ÷òî è òðåóãîëüíèê

ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê PAQR ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì.

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî AQ ‖ PR. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè BPR è BAC. Çàìåòèì, ÷òî

∠PBR = ∠ABC, à òàêæå BP/BR = AB/BC, èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ PAB è RCB.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè BPR è BAC ïîäîáíû è, áîëåå òîãî, îäèíàêîâî îðèåíòèðî-

âàíû. Òîãäà ∠(AC,PR) = ∠(BA,BP ) = ∠(AC,AQ) (âåçäå â ðàâåíñòâàõ ïîäðàçóìåâàþòñÿ

ðàâåíñòâà óãëîâ ìåæäó ïðÿìûìè). Çíà÷èò, PR ‖ AQ. Àíàëîãè÷íî, QR ‖ AP , òî åñòü

PAQR � ïàðàëëåëîãðàìì, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

10. (20 áàëëîâ) Íà ñêîëüêî íóëåé çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 45
6
+ 65

4
â äåñÿòè÷íîé çàïèñè?

Îòâåò: 5

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ÷èñëî 425 +6. Ïðîâåðèì, ÷òî îíî äåëèòñÿ íà 5 è íå äåëèòñÿ íà 25.

Èìååì

425 + 6 ≡ (−1)25 + 6 ≡ 0 (mod 5);

425 ≡ 10245 + 6 ≡ (−1)5 + 6 ≡ 5 (mod 25).

Áóäåì ïèñàòü 5t || c, åñëè 5t | c, 5t+1 - c. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ a, b, íå êðàòíûõ 5,

òàêèõ, ÷òî 5k || a− b, k > 0, äîêàæåì, ÷òî 5k+1 || a5 − b5.

Ïîëîæèì a− b = s, 5k || s. Èìååì

a5 − b5 = s
(
a4 + a3b+ a2b2 + ab3 + b4

)
=

= s
(
(b+ s)4 + (b+ s)3b+ (b+ s)2b2 + (b+ s)b3 + b4

)
.

Ðàñêðîåì ñêîáêè ïî áèíîìó Íüþòîíà è ðàññìîòðèì âûðàæåíèå(
(b+ s)4 + (b+ s)3b+ (b+ s)2b2 + (b+ s)b3 + b4

)
ïî ìîäóëþ 25. ßñíî, ÷òî îò êàæäîé

ñêîáêè îñòàþòñÿ ëèøü ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ s âîçâîäèòñÿ â ñòåïåíü íå áîëåå 1. Èòàê,

èìååì

(b+ s)4 + (b+ s)3b+ (b+ s)2b2 + (b+ s)b3 + b4 ≡

≡ 5b4 + (4 + 3 + 2 + 1)b3s ≡

≡ 5b4 + 10b3s ≡ 5b4 (mod 25).

Òàêèì îáðàçîì,

51 ||
(
a4 + a3b+ a2b2 + ab3 + b4

)
.

Çíà÷èò, 5k+1 || a5 − b5.

Èòàê, ïåðåéä¼ì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Èìååì

45
6
+ 65

4
= (10255)5

4 − (−6)54 .

Ïîëîæèì a = 10255, b = −6. Ïðèìåíèì äîêàçàííîå íàìè óòâåðæäåíèå. Ïîëó÷àåì, ÷òî

52 || (10255)5 − (−6)5.

Ïðèìåíèâ óòâåðæäåíèå åù¼ 3 ðàçà, ïîëó÷èì, ÷òî

55 || (10255)54 − (−6)54 .

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî èç óñëîâèÿ êðàòíî 25. Èòàê, ÷èñëî çàêàí÷èâàåòñÿ ðîâíî íà

5 íóëåé.

Çàìå÷àíèå. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé Ãåíçåëÿ, òî ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì.

Íî äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñëîæíåå, ÷åì ðåøèòü ýòó çàäà÷ó.


