
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ ÈÍÍÎÏÎËÈÑ

I îòáîðî÷íûé (çàî÷íûé) ýòàï ïî ìàòåìàòèêå, 3 äåêàáðÿ 2017ã.

Îòâåòû è ðåøåíèÿ

10 êëàññ, âàðèàíò 1.

1. (5 áàëëîâ) Íà äîñêå íàïèñàíû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 1000. Âàñÿ ñòåð âñå ÷èñëà êðàòíûå

2, ïîòîì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå êðàòíûå 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë Âàñÿ âûáðàë âñå

ñîñòàâíûå è íàøåë èõ ñóììó. ×òî çà ÷èñëî ïîëó÷èëîñü?

Îòâåò: 7393

2. (5 áàëëîâ)Íàéäèòå êîëè÷åñòâî äåñÿòèçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êðàòíûõ òðåì, è â äåñÿòè÷íîé

çàïèñè êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî öèôðû 5 èëè 6.

Îòâåò: 341

3. (7 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå a òàêîå, ÷òî ñðåäè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

x3 − 19x+ a = 0 èìååòñÿ äâà ñ ðàçíîñòüþ 1.

Îòâåò: −30.

4. (7 áàëëîâ) Ñòàâêà íàçûâàåòñÿ ÷åñòíîé, åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà ðàâíà íóëþ.

Íàïðèìåð, åñëè ñòàâêà 3 : 5, òî ïðè ïðîèãðûøå âû òåðÿåòå ñâîè 3, à ïðè âûèãðûøå ïîëó÷àåòå

5 îò îïïîíåíòà (âàøà ñòàâêà âîçâðàùàåòñÿ), íî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ÷åñòíûõ ñòàâîê íèêòî

íå âûèãðûâàåò è íå ïðîèãðûâàåò. ×åñòíûé áóêìåêåð ïðèíèìàåò òîëüêî ÷åñòíûå ñòàâêè. Â çàáåãå

ó÷àñòâóþò òðè ëîøàäè: Àëüôà, Áåòà è Ãàììà. ×åñòíûé áóêìåêåð ïðèíèìàåò ñòàâêè 2 : 1 íà òî,

÷òî ëîøàäü Àëüôà âûèãðàåò çàáåã, è 3 : 7 ÷òî Áåòà áóäåò ïåðâîé. Äèíàð ïîñòàâèë 1000 ðóáëåé ó

ýòîãî áóêìåêåðà íà òî, ÷òî ëîøàäü Ãàììà âûèãðàåò çàáåã. Ñêîëüêî îí ïîëó÷èò â ñëó÷àå âûèãðûøà

(êðîìå ñâîèõ äåíåã)?

Îòâåò: 29000.

5. (8 áàëëîâ) Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC c êàòåòàìè AC = BC = 17. Íà ñòîðîíå AC

îòìå÷åíà òî÷êà D òàê, ÷òî CD = 7. Âïèøèòå â òðåóãîëüíèê ABC òðåóãîëüíèê DEF íàèìåíüøåãî

ïåðèìåòðà (E ëåæèò íà ñòîðîíå AB è F � íà BC). Â îòâåò íàïèøèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà

DEF .

Îòâåò: 26

6. (8 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå n òàêîå, ÷òî ÷èñëî 32n− 1 äåëèòñÿ íà 211.

Îòâåò: 256.

7. (10 áàëëîâ) Íàéäèòå ñóììó

13 + 33 + 53 + . . .+ 2173.

Îòâåò: 282304441.

8. (10 áàëëîâ) Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå BC âçÿòà òî÷êà D, à íà ñòîðîíå AB � òî÷êà K

òàê, ÷òî AK : KB = 3 : 2 è CD : DB = 1 : 5. Îòðåçêè AD è CK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Íàéäèòå

îòíîøåíèå ïëîùàäåé
S4AOK
S4ABC

. Îòâåò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò: 0.45.

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ðåøèòå ñ îáîñíîâàíèåì îòâåòà



9. (20 áàëëîâ) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà AD. Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ BC â òî÷êå D,

ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êàõ M è N , à ñòîðîíó AC � â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî

AM +AN

AC
=
AP +AQ

AB
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì çà O öåíòð îêðóæíîñòè èç óñëîâèÿ çàäà÷è. Òîãäà O ëåæèò íà AD. Èç

òî÷êè O îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû OE è OF íà ñòîðîíû AB è AC ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òî÷êè

E è F ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ MN è PQ ñîîòâåòñòâåííî, à çíà÷èò AE = 1
2 (AM + AN) è

AF = 1
2 (AP + AQ). ∠OEB = ∠ODC = ∠OFA = 90◦, ñëåäîâàòåëüíî ÷åòûð¼õóãîëüíèêè BEOD è

CDOF âïèñàííûå. Ïóñòü S1 è S2 � èõ îïèñàííûå îêðóæíîñòè. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî òî÷êà A ëåæèò

íà ðàäèêàëüíîé îñè îêðóæíîñòåé S1 è S2, òî åñòü å¼ ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî S1 ðàâíà å¼ ñòåïåíè

îòíîñèòåëüíî S2. Òàêèì îáðàçîì, AE · AB = AF · AC, òî åñòü AB(AM + AN) = AC(AP + AQ),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

10. (20 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà c òàêîå, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {
2(x+ 7)2 + (y − 4)2 = c,

(x+ 4)2 + 2(y − 7)2 = c.

Îòâåò: c = 6.0.

Ðåøåíèå. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà èìååì

(1)

(
1

2
+ 1

)(
2(x+ α)2 + (y − β)2

)
> (|x+ α|+ |y − β|)2 ,

(2)

(
1 +

1

2

)(
(x+ β)2 + 2(y − α)2

)
> (|x+ β|+ |y − α|)2 .

À çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ (x, y) ñèñòåìû âûïîëíåíî

(3) 3c > (|x+ α|+ |y − β|)2 + (|x+ β|+ |y − α|)2 >

> (α− β + x+ y)2 + (α− β − (x+ y))2 =

= 2(α− β)2 + 2(x+ y)2 > 2(α− β)2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè c < 2
3 (α− β)

2 ðåøåíèé ó ñèñòåìû íåò.

Åæåëè c = 2
3 (α−β)

2, òî âî âñåõ íåðàâåíñòâàõ (1)-(3) äîëæíî äîñòèãàòüñÿ ðàâåíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî

x+ y = 0, ÷èñëà x+ α è x+ β äîëæíû áûòü ðàçíûõ çíàêîâ, à òàêæå

2(x+ α)2

(x+ β)2
=

1

2
.

Èç ýòèõ óñëîâèé ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè c = 2
3 (α− β)

2 èìååòñÿ òîëüêî îäíî ðåøåíèå
(
− 2α+β

3 , 2α+β
3

)
.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ñðàçó çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëü-

íî ïðÿìîé y = −x (äâà ýëëèïñà ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ (−α;β) è (−β;α)). Ðåøåíèå áóäåò

åäèíñòâåííî, åñëè îäèí èç ýëëèïñîâ êàñàåòñÿ ýòîé ïðÿìîé. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè óðàâíåíèå

2(x + α)2 + (x + β)2 = c èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïðèðàâíÿâ äèñêðèìèíàíò ê íóëþ íàõî-

äèì ðåøåíèå. https://ggbm.at/FVmUGS4Y


