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10 êëàññ

1. Âàñÿ íàïèñàë íà ñòðàíèöàõ 18-ëèñòîâîé òåòðàäè íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà. Íà êàæäîé ñòðàíèöå îí íàïèñàë íå ìåíåå 10 ðàç-
ëè÷íûõ ÷èñåë, à íà êàæäûõ èç òð¼õ ïîäðÿä èäóùèõ ñòðàíèö
íå áîëåå 20 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Âàñÿ ìîã íàïèñàòü íà ñòðàíèöàõ òåòðàäè?

(À. Õðàáðîâ)

Îòâåò: 190.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì èäóùèå ïîäðÿä äâå ñòðàíèöû, ñðåäè
êîòîðûõ íåò ïåðâîé. Ïóñòü ó íèõ íîìåðà n è n + 1. Òîãäà íà
ñòðàíèöå n−1 åñòü íå ìåíåå 10 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, à íà ñòðàíè-
öàõ n−1, n è n+1 íå áîëåå 20 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñòðàíèöû n è n + 1 äîáàâëÿþò ê ÷èñëàì íà ïðåäûäóùèõ
ñòðàíèöàõ íå áîëåå 10 íîâûõ ÷èñåë.
Íà ïåðâûõ òðåõ ñòðàíèöàõ âìåñòå Âàñÿ íàïèñàë íå áîëåå 20
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Íà ÷åòâåðòîé è ïÿòîé ñòðàíèöàõ íå áîëåå
10 íîâûõ ÷èñåë, íà øåñòîé è ñåäüìîé ñòðàíèöàõ íå áîëåå 10
íîâûõ ÷èñåë è ò.ä.. À íà ïîñëåäíèõ òðåõ ñòðàíèöàõ íå áîëåå 20
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Èòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî ó Âàñè â òåòðàäêå íå
áîëåå 20+15·10+20 = 190 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Ïðèâåäåì ïðèìåð,
ïîêàçûâàþùèé, ÷òî Âàñÿ ìîã íàïèñàòü 190 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.
Íà ïåðâîé ñòðàíèöå íàïèøåì ÷èñëà îò 1 äî 10, íà âòîðîé è
òðåòüåé ñòðàíèöàõ � ÷èñëà îò 11 äî 20, íà ÷åòâåðòîé è ïÿòîé
ñòðàíèöàõ � ÷èñëà îò 21 äî 30 è ò.ä.. Íà ñòðàíèöàõ ñ íîìåðàìè
2k è 2k + 1 íàïèøåì ÷èñëà îò 10k + 1 äî 10k + 10. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî íà ëþáûõ òðåõ ïîäðÿä èäóùèõ ñòðàíèöàõ íå áîëåå
20 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, à âñåãî íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 190.�

2. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëü-
íîå k, ÷òî ÷èñëî 2k2 + k + 2018 äåëèòñÿ íà n! (êàê îáû÷íî,
n! îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðå-
âîñõîäÿùèõ n, íàïðèìåð, 4! = 1 · 2 · 3 · 4)? (À. Õðàáðîâ)
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Îòâåò: n = 1, 2, 3, 4.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñëà 2k2 + k íà
5: 2 · 02 + 0 = 0 äàåò îñòàòîê 0, 2 · 12 + 1 = 3 äàåò îñòàòîê 3,
2 · 22 + 2 = 10 äàåò îñòàòîê 0, 2 · 32 + 3 = 21 äàåò îñòàòîê 1 è
2 · 42 + 4 = 36 äàåò îñòàòîê 1. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòîê ÷èñëà
2k2 + k îò äåëåíèÿ íà 5 íå ìîæåò áûòü ðàâåí 2. Ñòàëî áûòü,
2k2 + k + 2018 íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 5. Ïîñêîëüêó ïðè n > 5
÷èñëî n! äåëèòñÿ íà 5, ÷èñëà n > 5 çàâåäîìî íå ïîäõîäÿò.
Äëÿ îñòàëüíûõ íàòóðàëüíûõ n òàêîå k ïðåäúÿâèòü íåñëîæíî,
íàïðèìåð, ïîäîéäåò k = 14, òàê êàê 2 ·142+14+2018 = 2424 =
24 · 101 äåëèòñÿ íà 4!.�

3. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:
2x2 + 3y + 5 = 2

√
2z + 5,

2y2 + 3z + 5 = 2
√
2x + 5,

2z2 + 3x + 5 = 2
√
2y + 5.

(Ð. Àëèøåâ)

Îòâåò: x = y = z = −0, 5.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f (t) = 2t2+3t+5−2
√
2t + 5.

Îíà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó f (t) =
1

2
(2t+1)2+

1

2
(
√
2t + 5−2)2. Î÷å-

âèäíî, ÷òî f (t) > 0 è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â òî÷êå
t = −0, 5. Åñëè ñëîæèì ëåâûå è ïðàâûå ñòîðîíû íàøåé ñè-
ñòåìû, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå f (x) + f (y) + f (z) = 0, êîòîðàÿ
èìååò ðåøåíèå òîëüêî ïðè x = y = z = −0, 5. �

4. Ïóñòü h � äëèíà íàèáîëüøåé âûñîòû â òðåóãîëüíèêå, R �
ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè,ma,mb èmc � äëèíû ìåäèàí
òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâîma+mb+mc 6 3R+h.

(À. Õðàáðîâ)
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì ïðîâå-
ëè ìåäèàíû AA1, BB1 è CC1. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè íàè-
ìåíüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà � ñòîðîíàAB. Òîãäà h � âû-
ñîòà, îïóùåííàÿ íà AB. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà. Òîãäà îòðåçîêOA1 ïåðïåíäèêóëÿ-
ðåí ñòîðîíå BC, îòðåçîê OB1 ïåðïåíäèêóëÿðåí ñòîðîíå CA
è îòðåçîê OC1 ïåðïåíäèêóëÿðåí ñòîðîíå AB.

A

B

C

A1

B1

C1

O

Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà AA1 6 AO + OA1 = R + OA1.
Àíàëîãè÷íî BB1 6 R +OB1 è CC1 6 R +OC1. Ïîýòîìó

AA1 +BB1 + CC1 6 3R +OA1 +OB1 +OC1

è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òîOA1+OB1+OC1 6 h. Äîìíîæèì
äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî íà 1

2AB, ïîëó÷èì

1

2
h · AB = SABC = SOAB + SOBC + SOCA =

=
1

2
OC1 · AB +

1

2
OA1 ·BC +

1

2
OB1 · CA >

>
1

2
OC1 · AB +

1

2
OA1 · AB +

1

2
OB1 · AB =

=
1

2
AB · (OA1 +OB1 +OC1).�
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5. Íåñêîëüêî ÷åëîâåê ñûãðàëè îäíîêðóãîâîé òóðíèð ïî íà-
ñòîëüíîìó òåííèñó. Ïî îêîí÷àíèè òóðíèðà îêàçàëîñü, ÷òî
äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ ó÷àñòíèêîâ íàéäóòñÿ äâîå, íàáðàâøèå
ïîðîâíó î÷êîâ â èãðàõ ìåæäó ýòèìè ÷åòûðüìÿ ó÷àñòíèêà-
ìè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òåííèñèñòîâ ìîãëî ïðè-
íèìàòü ó÷àñòèå â ýòîì òóðíèðå? Â íàñòîëüíîì òåííèñå íå
áûâàåò íè÷üèõ, çà ïîáåäó äàåòñÿ îäíî î÷êî, çà ïîðàæåíèå �
íîëü î÷êîâ.

(èç ìàòåðèàëîâ çàðóáåæíûõ îëèìïèàä)

Îòâåò: 7 òåííèñèñòîâ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü â òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî n > 8 òåííèñèñòîâ.
Òîãäà âñåãî áûëî ñûãðàíî 1

2n(n−1) ïàðòèé è, çíà÷èò, îäåðæà-
íî 1

2n(n − 1) ïîáåä. Òîãäà íàéäåòñÿ ó÷àñòíèê, êîòîðûé îäåð-
æàë íå ìåíüøå, ÷åì n−1

2 ïîáåä. Ïîýòîìó êàêîé-òî ó÷àñòíèê
îäåðæàë õîòÿ áû 4 ïîáåäû.
Íàçîâåì åãî Àíäðååì. Ðàññìîòðèì òåõ, ó êîãî îí âûèãðàë.
Ïóñòü ýòî áóäóò Áîðÿ, Âàñÿ, Ãðèøà è Äèìà. Â ìàò÷àõ ìåæäó
íèìè áûëî ñûãðàíî 6 ïàðòèé, ïîýòîìó êòî-òî èç íèõ îäåðæàë
õîòÿ áû äâå ïîáåäû.
Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî áóäåò Áîðÿ è âûèãðàë îí ó Âàñè
è Ãðèøè. Òîãäà ðàññìîòðèì ÷åòâåðêó èãðîêîâ Àíäðåé, Áîðÿ,
Âàñÿ è Ãðèøà. Àíäðåé â ìàò÷àõ ìåæäó ýòèìè ÷åòûðüìÿ èã-
ðîêàìè âñå ìàò÷è âûèãðàë, ïîýòîìó íàáðàë òðè î÷êà, Áîðÿ
âûèãðàë ðîâíî äâà ìàò÷à, ïîýòîìó íàáðàë äâà î÷êà, ïîáåäè-
òåëü ìàò÷à Âàñè ñ Ãðèøåé íàáðàë îäíî, à ïðîèãðàâøèé î÷êîâ
íå íàáðàë.
Ïîýòîìó ó íèõ â ìàò÷àõ äðóã ñ äðóãîì íàáðàíî ðàçíîå êî-
ëè÷åñòâî î÷êîâ è, çíà÷èò, òàêàÿ ÷åòâåðêà íå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ çàäà÷è. Ñëåäîâàòåëüíî, èãðîêîâ íå áîëüøå ñåìè.
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Ïðèâåäåì ïðèìåð òóðíèðà ñ ñåìüþ ó÷àñòíèêàìè. Ïîáåäà îáî-
çíà÷åíà ïëþñîì, ïîðàæåíèå � ìèíóñîì.
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