
10 êëàññ.

1. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ÷èñëî x, ÷òî âñå òðè ÷èñëà x − 1

x
,
1

x
− 1

x2 + 1
è

1

x2 + 1
− 2x

ÿâëÿþòñÿ öåëûìè?

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî âñå ÷èñëà öåëûå. Òîãäà èõ ñóììà −x � òîæå öåëîå. Íî

äðîáè
1

x
è

1

x2 + 1
ïðè öåëûõ x îáå öåëûìè áûòü íå ìîãóò.

2. Ñòîðîíû âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà â êàêîì-òî ïîðÿäêå ðàâíû 6, 7, 8, 9. Èç-

âåñòíî, ÷òî â ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü è îêîëî íåãî ìîæíî

îïèñàòü îêðóæíîñòü. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Â âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà AB+CD = BC+AD. Ñëåäîâàòåëüíî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî AB = 6, BC = 8, CD = 9, AD = 7. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

BD2 = 62 + 72 − 2 · 6 · 7 · cosA, BD2 = 82 + 92 − 2 · 8 · 9 · cosC.

cosC = − cosA, òàê êàê ∠A+ ∠C = 180◦. Îòêóäà

85− 84 cosA = 145 + 144 cosA, cosA = − 5

19
.

Òîãäà sinA = sinC =

√
1− 25

361
=

4
√
21

19
.

SABCD =
1

2
(AB ·AD +BC · CD) sinA = 12

√
21.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå 1
2x

2 + y2 + 3
2z

2 + t2 + 1
3 = xy + yz + zt+ t.

Ðåøåíèå. Óìíîæèì âñå íà 2 è ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî â âèäå

(x2 − 2xy + y2) + (y2 − 2yz + z2) + (t2 − 2zt+ z2) + (t2 − 2t+ 1) + z2 =
1

3

èëè

(x− y)2 + (y − z)2 + (t− z)2 + (1− t)2 + z2 =
1

3
.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå íåðàâåíñòâî: a2 + b2 + c2 > 1
3(a+ b+ c)2, ïðè÷åì ðàâåíñòâî

èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè a = b = c. Äåéñòâèòåëüíî, îíî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

3a2 + 3b2 + 3c2 > a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2bc+ 2ca, èëè 2a2 + 2b2 + 2c2 > 2ab+ 2bc+ 2ca.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ñâîþ î÷åðåäü åñòü ñóììà òðåõ íåðàâåíñòâ Êîøè: a2+b2 > 2ab,

b2 + c2 > 2bc, c2 + a2 > 2ca. Ïðè÷åì äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû

a = b, b = c, c = a.

Çàìåòèì, ÷òî ïî äîêàçàííîìó íåðàâåíñòâó (t− z)2+(1− t)2+ z2 > 1
3 , òàê êàê (t− z)+

(1− t) + z = 1. Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî (x− y)2 + (y− z)2 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå

ðàâåíñòâî ìîæåò èìåòü ìåñòî òîëüêî ïðè x−y = y−z = 0 è t−z = z = 1− t (èìåííî â
òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîá ñóììà ðàâíÿëàñü 1). Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì x = y = z = 1/3,

t = 2/3.

4. Íåîáõîäèìî ñîåäèíèòü â îäíó ýëåêòðè÷åñêóþ ñåòü ÷åòûðå ñâåòèëüíèêà, íàõîäÿùèõ-

ñÿ â âåðøèíàõ êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 4 ìåòðà. Õâàòèò ëè íà ýòî 11 ìåòðîâ ïðîâîäà?

(Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè ñâÿçíûé ãðàô, ñîäåðæàùèé âåðøèíû êâàäðàòà ñî

ñòîðîíîé 4, ñóììà äëèí ðåáåð êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò 11?)

Ðåøåíèå. Äà, õâàòèò. Åñëè ñîåäèíèòü êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, AE + BE + CF +

DF + EF = 4 · 4√
3
+ 4− 4√

3
= 4 + 4

√
3 < 11.



5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà
a2x+ 2a

ax− 2 + a2
> 0,

ax+ a >
5

4
íå èìååò ðåøåíèé.

Îòâåò: a ∈ (−∞;−0, 5] ∪ {0}
Ðåøåíèå. Çíà÷åíèå a = 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Ïðè a 6= 0 äåëàåì çàìåíó

ïåðåìåííîé t = ax. Äëÿ êàæäîãî t ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé x =
t

a
.

at+ 2a

t− 2 + a2
> 0,

t+ a >
5

4

⇐⇒


a(t+ 2)

t− 2 + a2
> 0,

t+ a >
5

4
Ðåøàåì ãðàôè÷åñêè íà ïëîñêîñòèOta. Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü íà ðèñóíêå � ðåøåíèå

ñèñòåìû. Êîîðäèíàòû òî÷êè À íàõîäèì ðåøàÿ óðàâíåíèå a2 − a− 3

4
= 0.


