IlepBblii (3204HbIIT) OHJIANH-ITANl AKATEMUYECKOTI0 COPEBHOBAHUS

Ommmnuanpl WKOJILHUKOB «lar B Oyaymee» no npopuiao «KomnbroTepHoe MOJAeJIMPOBAHUE)
(MaTemaTuka), ocenb 2018 r.

11 xaace

Bapuant Ne 1

1. ®epmep nepBoHAYAIBHO PA3MECTHII CBOKO MPOIYKIHIO B SIIUKH BMECTUMOCTBIO IO 8 KT, HO
OJIUH SIIMK OKAa3aJICs 3arpyKEHHBIM HE IMOJIHOCTBIO. Toraa BCIO MPOAYKLUIO (epMep Meperokui B
SILIMKY BMECTUMOCTBIO 10 6 KT, OTHAKO IIOHA100MI0Ch Ha & SIIUKOB 0OJIbIIE, HO M B 3TOM CJ1y4ae OJ1H
AIIUK OKa3aJcs 3arpy>KEHHbIM He MOJIHOCThI0. Korna ke BCro MPOIyKIMI0 pa3MECTHIIN B ALIUKHU 110 5
KT, TO BCE ALIMKH OKA3aJUCh 3arPyKEHHBIMU IIOJHOCTHIO, HO ITPH 3TOM [10HA100UJI0CH JOTIOJHUTEIBHO
eme 5 saumKkoB. CKOJIBKO KWJIOTPaMMOB Becuiia Ipoaykius ¢pepmepa? OTBeT AaiiTe B BUje uucia 6e3
yKa3aHHsl Pa3MEPHOCTH. (5

0ayIoB)

2. Pemmre ypasnenue  8sin’(7X)—sin® X = cos® Xx—cos(47X). B oTeeTe ykakure Cymmy
KOpHE, MpUHATIekKAIHX oTpe3ky [—1;2]. (5

0anoB)

3. Haiimute HamMmeHbllee paccTosHUE OT Touku ¢ koopauHaTamu (10; 5; 10) mo Toukw,

. 1,1, 1
KOOP/MHATEl KOTOPO# IMOJIOKUTEIbHBI U YIOBICTBOPSIIOT HepaBeHCTBY (x + Y + z) (; + 5 + ;) =

91— (2x + y)2.
B oTBeT 3anummTe KBajgpat HaliZJIECHHOT'O PacCTOSTHUSI. (6

0aIoB)

4. B crpane Jlamaus, pa3BOAAIIEH SIWTHYIO TOPOMY JIOMIaJed, €KEerOoJHO MPOBOIAUTCS
(dhecTrBaIIb IO IPOBEPKE UX PE3BOCTH, B KOTOPOM MOT'YT Y4aCTBOBATh TOJIBKO OJTHOJICTHHE, IBYXJICTHHE,
TPEXJIETHUE U YETHIPEXJIETHUE CKAKyHBI. 3a KAyl JIOIIa/b, BHIOJIHUBIIYIO HOPMATHUB PE3BOCTH,
opranu3aTopsl  (eCTHUBAIS  BBIIUIAYMBAIOT KOHE3aBOAY, Ha KOTOPOM BBIpalleHa JIOLIab,
(UKCUPOBAHHYIO CYMMY JICHET: 32 OJHOJNETKY — | TaHAPUK, 3a ABYXJIETKY — 2 JTaHAPUKA, 32 TPEXJIETKY
— 3 nmaHIpUKa U 3a YETHIPeXJIeTKY — 4 nmanapuka. Kaxaplii KoHE3aBoJl, y9acTBYIOIHKA B (ecTUBAIIE,
BBICTABJISIET HA HMCIBITAHUE €KETOJHO YEThIPEX HOBBIX JIOmIaaei (JI000ro codeTaHusi BO3PACTOB IO
CBOEMY JKEJIaHUI0), paHEee HE YYAaCTBOBABIINE B UCIBITAHUIX, & TAKXKE NIEPCOHAIBHO BCEX JIOMAeH (He

CTaplle 4YeThIpeX JIET), KOTOphIe paHee B OoJiee MOJIOJOM BO3pAcTe Y4acTBOBAIHM B HCIBITAHHSIX U
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BBITNIOJHSUIM HOpMaTuB. Kakyio MakcUMalbHYIO CYMMY JIEHET MOKET 3apaboTaTh KOHE3aBO/I 3a MEPBbIE

IIECTh JIET CBOETO y4acTus B ecTrBaie? (12 6amnoB)

5. Yucno N 3anmmcaHo B BUJIE POU3BEACHUS MOCIEAOBATECIIBHBIX HATYPaIbHBIX uncen oT 2019
10 4036: N =2019-2020-2021-...-4034-4035-4036 . Onpenenure, B KaKOW CTENEHU OYyACT CTOSITh
JBOMKA B pasiiokeHuH urciaa N Ha IpoCcThie MHOKUTEH. (12
0aioB)

6. Kakylo HaMMEHBIIYIO IJIOMAAh MOXKET UMETh MPSIMOYTOJIbHBIA TPEYroJbHUK, TUIIOTCHY3a
KOTOPOTO JISKUT Ha KacaTeIbHOU K TpaduKy QYHKIIMK Y = VX — 3, KaTeT — Ha OCH Y, a OJTHa U3 BEPIIIHH
COBIIQJIAET C TOUYKON KacaHHs? (12

OaJIIoB)

7. B tpeyronsunke ABC nposenensi Boicotsl AD, BE, CF. Jlnuua croporst AC pasua 1 + /3.

PacCTosHMS OT LIEHTPa BHUCAHHOI B Tpeyronsuuk DEF okpyxnoctn 10 Touek A u C paBHbI V2 1 2,

cooTBeTcTBeHHO. Haiinure ninuny ctoponsl AB. (16 6amoB)

8. HaiiguTe Bce 3HaueHuUs mapaMeTpa a, Mpu KOTOPBIX cUcTeMa

-1
y=

|X +1| UMEeT eIMHCTBEHHOE pellleHne. B oTBeTe ykakuTe HauMEHbIIee CPeIu
4]x-15-a|+|y—-1-2a|=1.
BCEX IOJIy4CHHBIX 3HaYeHUE MapameTpa d. (16

0asioB)

9. [lana nmpaBwiibHas yetbipexyronbHas nupamuga TABCD ¢ ocnoBannem ABCD, nmpuuem AB
= 9/2. Ha ee BricoTe TO BBIOpana Touka T1 Tak, uto TT1 = TO/3. Touku Ay, B1, C1 u D1 nensar orpesku
OA, OB, OC u OD, coorserctBenHo, B oTHomeHun 1:2, cuurtas ot touku O. Haigure moomans
ceuenus: mupamuasl 17 A, B, Cy D, mnockocTeio, mapamienbHod mMeauane AK GokoBoit rpanu  TAB,

npoxoasuiei yepes cepenuny peopa TC wmTouky F orpeska TA Takyro, uro AF: FT = 1: 2, eciin

U3BECTHO, YTO pacCrosiHue oT Touku C 10 3TOH IUIOCKOCTH cedeHusi paBHO 4./2/13. Pesymbprar

OKPYTJIUTEC a0 COTBIX 1o IpaBHIaM OKPYTJICHUA.

(16 6annoB)
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IlepBblii (3204HbIIT) OHJIANH-ITANl AKATEMUYECKOTI0 COPEBHOBAHUS

Ommmnuanpl WKOJILHUKOB «lar B Oyaymee» no npopuiao «KomnbroTepHoe MOJAeJIMPOBAHUE)
(MaTemaTuka), ocenb 2018 r.

11 xaace

Bapuant Ne 2

1. Cocyn emkoctbto 10 71 HamomHeH BO3ayxoM, cojaepskamuM 24% xucinopoaa. U3 cocyna
OTKada v HEKOTOPBI 00bEeM BO3/1yXa U JOOABUIIH TAKOU K€ 00HEM aproHa, MOCIIe Yero OTKaYald TaKOU
e, KaK B TIEPBBIN pa3, 00bEM CMECH M OIATh JOTOTHUIM TaKUM K€ 00heMOM aproHa. B HOBoM cmecu
okazasiock 11,76% kucnopona. CKOJIBKO JUTPOB CMECH BBIMYCKAIOCh KaX/bli pa3 u3 cocyna? OtTeer
naiTe B BUJIE Ynciia 0e3 yKazaHus pa3MEpPHOCTH. (5

0ayIoB)

2 2
X . X
2. Pemmrte ypaBHenme COS(7X”)—COS° E +1+cos(zx* —4xx) =sin’ el B orsete

YKa)KUTC TpCTI/Iﬁ YJICH B03paCTaIOHleﬁ IIOCJICAOBATCIIbHOCTH BCEX ITOJIOXKHUTCIBHBIX KOpHeﬁ YpaBHCHUA.

(5 6amoB)

3. Haiimute HamMmeHbIllee paccTOsHUE OT TO4YkM ¢ koopauHaTamu (5; 10; 13) mo Toukw,

KOOPAWHATHBL KOTOpOfI IMOJIOKUTCIIBHBI U YIOBJICTBOPAIOT HCPABCHCTBY

1 1 1
C+y+) (o5t

y+z = z+x

)2 45Y1— @2y + 02

B oTBer 3anummTe KBagpaT HalAEHHOIO PacCTOSHUS. (6

0aJIIoB)

4. CKOJBKMMM croco0amMH MpsIMOYTOJBHYIO JOCKY pasMmepa 2X18 MOXKHO MOKpBITH
OJIMHAKOBBIMHM MPSMOYTOJIbHBIMU IUTUTKAaMH pazMepa 1 x2? [Tty 10IKHbI OBITH YI0KEHBI TaK, YTOOBI
OHH 1IEJTUKOM MTOMEIATHCh Ha IOCKE U HE IEPEKPHIBATIUCE. (12

OaJIIoB)

5. Onpenenute HauMeHbIIee HaTypanbHoe yncio N, cpean enuTeneil KOTOpOro UMEroTCs BCe
qucia Buga X+ Y, rie X UY sBISAIOTCA HaTypaJIbHBIMH PEIICHUSIMH YpaBHEHUS GXY — y2 ~5x*=7.
(12

0amioB)
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6. Kakoe Han6osblee 3HaUCHUE MOKET MPUHUMATh IUIOIIAAb IPSIMOYTOJIbHOIO TPEYroJIbHHKa,
O/lHA BEPIIMHA KOTOPOTO COBHAZAET C HAYaJIOM KOOPIMHAT, ApPyras JICKUT Ha KpuBod x2 + y? =
2(x + y), a BepuIMHa MPSIMOTO yIia PacHoJIOkKEeHA Ha OpsMoil Y = x? B oTBeT 3amuiimTe KBaapaT
HaWIeHHOH IUIOIIAIH. (12

OaJIIoB)

7. B tpeyronbanke ABC nposenenst BoicoTsl AD, BE, CF. Jimuna croporst AC paxa V6 + /2.
PaccTosHUS OT LEHTpa BIHCaHHOH B Tpeyroasuuk DEF okpyxHocTH 10 Touek A i C paBHb! 2 U 2v/2,
cooTBeTcTBeHHO. Halinute pannyc onucanHoil okoisio TpeyronbHuka DEF okpyxuocTu. (16

0ayIoB)

8. Haiinute Bce 3HaUSHHSI MapaMeTpa a, IPU KOTOPBIX CHCTEMA

_ x+1

1
|X| -1 HUMECT CAUHCTBCHHOC PCHICHUC. B otBeTe YKa)KUTC HAMMCHBIICC

X+ y|+|x—y—2a|=1.

Cpeau BCCX IOJYUCHHBIX 3HAUCHUC IIapaMCTpa da.

(16 6amnoB)

9. /lana npaBuiibHas yetbipexyronbHas nupamuga TABCD ¢ ocnoBanuem ABCD, npuuem AB
=9/2. Ha ee Beicote TO BbIOpana Touka T1 Tak, uto TT1 = TO/3. Touku Ay, B1, C1 u D1 nensar orpesku
OA, OB, OC u OD, coorBerctBenHo, B oTHomeHun 1:2, cuutas ot Touku O. Halimure miomanb
ceuenus: nupamuabl T;A,B;C;D; nmnockocteio, mapamiensHoit menuane AK OokoBoif rpanu  TAB,

npoxojsiiei yepes cepenuny pebpa TC mrtouky F otpeska TA Ttakyro, uto AF: FT = 1:2, eciu

U3BECTHO, YTO PAcCTOSHHE OT TOYKH B 10 3T0if 1mumockoctu ceuenus: paBHo 8,/5/13. Pesymbrar

OKPYTJIUTC a0 COTBIX o IpaBHJIaM OKPYTJICHUA.

(16 6amoB)
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IlepBblii (3204HbIIT) OHJIANH-ITANl AKATEMUYECKOTI0 COPEBHOBAHUS

Ommmnuanpl WKOJILHUKOB «lar B Oyaymee» no npopuiao «KomnbroTepHoe MOJAeJIMPOBAHUE)
(MaremaTuka), oceHb 2018 r.

11 xaace

Bapuant Ne 3
1. I3 myHkTa A KpyroBoii Tpacchl OJJHOBPEMEHHO H B OJJHOM HAIpaBJICHUH BbIEXaJ aBTOMOOIIb
¥ MOTOIIMKJI. ABTOMOOMJIb TIPOEXaJI JIBa Kpyra 0e3 OCTaHOBOK B OJTHOM HaIlpaBlieHHH. B TOT MOMEHT,
KOTJIa aBTOMOOMIIb JIOTHAI MOTOIUKJIMCTA, MOTOIIMKJIUCT TIOBEPHYJI 0OPaTHO M YBEIUYMI CKOPOCTh HA
16 xmlu, uepe3 3/8 u mocse pa3BopoTa OAHOBPEMEHHO ¢ aBTOMOOMJeM mpuObL1 B myHKT A. Haiiiure
BECH IYTh (B KM) MOTOLIMKIIUCTA, €CJIA 3TOT MyTh Ha 5,25 km Kopoue Bcero mocce. OTBET gaiiTe B BUJIE
yrcna 0e3 yKkazaHus pa3MEepHOCTH. (5

OaJIIoB)

2. Pemmte ypaBHEHUE |2|X—1|—3|X+2|+2|X+4|—|X—2||: X?+X+4,25. B OoTBET 3alMIIHATE

CYMMY KOpHEH ypaBHEHHUS. (5
OaJIIOB)

3. Haiinure HamMeHbIIee pacCTOSTHHAE OT TOYKH ¢ KoopauHaTamH (7; 3; 6) 10 TOYKH, KOOPIUHATEI
KOTOPOM MOJIOKUTEIBHBI U YJIOBJIETBOPSIIOT HEPABEHCTBY

2 2 (Lt = 2
(x“+y“+z%) +—+ >9.1—-(2z+y)>

Xy yzZ XxzZ
B otBer 3anuimTe KBaapaT HalJIEGHHOTO PACCTOSIHUA. (6
0aJIIoB)

4. Nanwl 2019 Hepa3muuuMbIX MO BUAY MOHET. Bce MOHETHI MMEIOT OJIMHAKOBYIO Maccy, 3a
UCKITIOYEHHEM OJIHOH, Oonee serkoil. 3a Kakoe HAUMEHbBIIEEe YHWCIO B3BEIIMBAHUN MOXKHO
rapaHTUPOBAHHO HAWTH OoJiee JIETKYI0 MOHETY TpU IMOMOIIM YaIlIeYHBIX BECOB 0e3 THpb?
(12 6annoB)

5. Haiimute cymmy Bcex uncen BUga X+ Y, Tae X WY SBISIOTCS HaTypalbHBIMU PEIICHUSIMHU
ypaBHeHus S5X+17y =307. (12

0amioB)

6. Kakyro HanMeHBITYI0 JUIMHY MOXKET HMETh 0Tpe30K AB, ecitn Touka A mpuHAIJICKUT KPUBOH
10(x% + y?) + 60x — 80y + 249 = 0, a Touka B — rpaduxy QpyHkiuu y = § |x|? B oTBeT 3anmmmuTe

KBaJpaT HAWJICHHOMN JUIUHBI. (12

OaJIoB)

69



7. B tpeyromsauke ABC mposenensl Boicotel AD, BE, CF. [Inuna ctoponsr BC pasHa 6.
PacCTosHMS OT LIEHTPA BIUCAHHOI B Tpeyronsiuk DEF  okpyxnocTs 10 Touek B u C pasbl 3v2 —

V6 u 26, coorsercrenno. Haiinute BoicoTy Tpeyroasuuka DEF, mposemenmyto k cropore DE.

(16 6asoB)
8. Haiinure Bce 3HaYeHHUs MapaMeTpa a, IPH KOTOPBIX CUCTEMA
_ x+1
=T 1 . H
|X| -1 MMeEeT €AMHCTBEHHOE pelleHne. B 0TBeTe yKa)KUTe HauMEHbIIIEe CPEIH BCEX
|x+y+a|+|x—y—a|=1.
IIOJIyYEHHBIX 3HAYEHUE MapaMeTpa d. (16

0ayIoB)

9. Jlana npaBwipHast yetbipexyronbHas mupamuaa TABCD c ocroBannem ABCD, mpuuem AB =
9/2. Ha ee Bricote TO BriOpana Touka T1 Tak, 4ro 111 = TO/3. Touku A1, B1, C1 u D1 mensar orpesku
OA, OB, OC u OD, coorBerctBenHo, B otHomenun 1:2, cumras or toukn O. Halimure mromann
ceuenust rnupamuabl T;A;B;C;D; mnockocteio, mapaiensHoil menuane AK OokoBoil rpanm  TAB,

npoxojsmiel uepe3 cepeauny peopa TC u touky F orpeska TA Ttakyro, uro AF:FT = 1:2, ecnm

M3BECTHO, YTO pacCTosiHue OT Touku C 10 9TOH IUIOCKOCTH cedeHus paBHO 4+/5/13. Pesymbrar

OKPYTJIMTC OO COTBIX IO IIpaBUJIaM OKPYTJICHUS.

(16 6annoB)

70



	СТРУКТУРА, СОДЕРЖАНИЕ И ПРАВИЛА ОЦЕНИВАНИЯ
	ОЛИМПИАДНЫХ ЗАДАНИЙ
	СОДЕРЖАНИЕ ВАРИАНТА ЗАДАНИЯ ОЛИМПИАДЫ ПО МАТЕМАТИКЕ
	КРИТЕРИИ ОЦЕНИВАНИЯ ОЛИМПИАДНЫХ РАБОТ  ПО МАТЕМАТИКЕ
	2. Решите уравнение  . В ответе укажите сумму корней, принадлежащих отрезку .                                                                                                      (5 баллов)
	Решение. Учитывая основное тригонометрическое тождество, получаем
	Следовательно,
	тогда корни уравнения, принадлежащие отрезку , будут равны
	2. Решите уравнение  . В ответе укажите третий член возрастающей последовательности всех положительных корней уравнения.
	(5 баллов)
	2. Решите уравнение  . В ответе укажите третий член возрастающей последовательности всех положительных корней уравнения.
	(5 баллов)
	Решение. Учитывая основное тригонометрическое тождество, получаем
	Следовательно,
	Решая первое уравнение, получим , и тогда последовательность положительных корней уравнения будет такова:
	2. Решите уравнение  . В ответ запишите сумму корней уравнения.                                                                                                                 (5 баллов)
	3. Найдите наименьшее расстояние от точки с координатами (7; 3; 6) до точки, координаты которой положительны и удовлетворяют неравенству
	5. Найдите сумму всех чисел вида   где являются натуральными решениями уравнения .                                                                                                               (12 баллов)
	2. Решите уравнение  . В ответ запишите сумму корней уравнения.                                                                                                                         (5 баллов)
	Решение. Если модули раскрываются с одинаковыми знаками, т.е. при  левая часть постоянна и равна 2. Максимальные значения будут приниматься на отрезке . Минимальное значение функции, стоящей в правой части, достигается в вершине параболы, в точке . Ра...
	Ответ: -1,5.
	Ответ: 164.
	2. Решите уравнение .             (12 баллов)
	Решение:
	1) , ,  или 2)
	,     ,  .
	Ответ:   , ,  ,  .
	Решение:  Имеем геометрическую прогрессию  причем  для любого номера  Таким образом,  и являются натуральными числами. По условию или   Натуральное число при любом есть нечетное число, следовательно, где
	1)  Если  то
	a) При получаем уравнение которое не имеет натуральных решений (дискриминант  равен 5 при , и равен 53 при
	c) При ,  получаем уравнение                         При этом
	2) Если  то
	a) При ,  получаем уравнение    При этом
	b) При ,  получаем уравнение  которое не имеет натуральных решений ().
	c) При ,  получаем уравнение                         При этом
	d) При ,  получаем уравнение                      При этом
	3) Если то  Для полученного биквадратного уравнения  вычислим дискриминант . Поскольку при число  делится на 3, то  не делится на 3, и  является иррациональным числом. Следовательно, уравнение  натуральных корней не имеет.
	Ответ: задача имеет четыре решения: 1) ; 2) ; 3) ; 4) .
	Решение:  Рассмотрим второе уравнение системы   Следовательно,
	Выясним, при каких значениях параметра a уравнение  (*) имеет два различных решения, если
	1) Выясним, при каких a точки  , ,  являются решениями уравнения (*).
	не является решением ни при каком a;
	является единственным решением уравнения (*) при , поскольку
	;
	является решением (*) при поскольку при подстановке  в уравнение (*) имеем   При  уравнение (*) имеет второе решение удовлетворяющее поставленным условиям. Следовательно, при  система имеет единственное решение.
	2) Пусть  и . При этом уравнение (*) будет иметь два различных решения, удовлетворяющих условию если  где . Имеем , , приходим к системе неравенств , и
	2. Найдите все натуральные значения , при которых  , и .                                                                                                                    (12 баллов)
	3. Найдите множество значений функции   где ,  для любого натурального числа n.                                             (16 баллов)
	Решение:  Проведем биссектрисы углов  и  углов  и  соответственно. Так как  ,  то треугольник  прямоугольный,  . Пусть  ─  точка пересечения  с основанием  . Тогда треугольник   равнобедренный, так как
	Средняя линия трапеции  равна . Пусть высота трапеции   равна  . По условию имеем    ,  .
	Пусть  и  ─ высоты трапеции . Тогда , .   Пусть , .  С другой стороны, . Имеем     .  Итак,
	,  , .
	Ответ:   .
	имеет два различных решения на отрезке . Укажите эти решения для каждого найденного .
	2. Решите неравенство                          (12 баллов)
	3. Найдите множество значений функции   где ,  для любого натурального числа n.                                             (16 баллов)
	4. В равнобедренном треугольнике с снованием , боковая сторонаравна 2, отрезок  является биссектрисой. Через точку  проведена касательная  к окружности, описанной около треугольника , точка  лежит на стороне . Найдите площадь треугольника , если .    ...
	Решение: Найдем сначала множество значений функции  Имеем    . Функция    принимает значения  . Рассмотрим функцию , определенную на полуинтервале . Графиком  этой функции  является гипербола с асимптотами   и . Функция   на промежутке  неограниченно ...
	Обозначим  Угол   Применим теорему синусов для треугольников  и :   Приходим к уравнению  Поскольку  то  Имеем  Тогда получаем
	Ответ: .
	имеет два различных решения на отрезке . Укажите эти решения для каждого найденного .
	4. Решите неравенство   (20 баллов)
	Решение:
	ОДЗ:        .
	Ответ: .
	Решение. Центры окружностей лежат на биссектрисах углов. Поэтому
	1. Найдите все целые решения системы уравнений                         (12 баллов)
	2. Решите неравенство                                          (12 баллов)
	3. Студент написал программу перекрашивания пикселя в один из 128 различных цветов. Эти цвета он занумеровал натуральными числами от 1 до 128, причем основные цвета получили следующие номера: белый цвет - номер 1, красный – 5, оранжевый – 13, желтый –...
	РЕКОМЕНДУЕМАЯ ЛИТЕРАТУРА ПО ПОДГОТОВКЕ К ОЛИМПИАДАМ ПО МАТЕМАТИКЕ
	MTBlankEqn


