
Âàðèàíò 17081 äëÿ 8 êëàññà

Çàäà÷à 1.

Åñëè íà ïåäñîâåòå Ìàðüÿ Èâàíîâíà ñèäèò ÂÊîíòàêòå, òî Èâàí Èëüè÷ è
Àëåêñàíäðà Âàðôîëîìååâíà òîæå ñèäÿò ÂÊîíòàêòå. Ýòîò ôàêò äèðåêòîð çíà-
åò äàâíî. Òàêæå åìó èçâåñòíî ñëåäóþùåå. Òîëüêî îäèí èç äâóõ � Àëåêñàíäðà
Âàðôîëîìååâíà èëè Ïåòð Ïåòðîâè÷ � ñèäèò ÂÊîíòàêòå. Õîòÿ áû îäèí èç
äâóõ äðóãèõ � Èâàíà Èëüè÷à è Ìàðüè Èâàíîâíû � ñèäèò ÂÊîíòàêòå. Òàêæå
èçâåñòíî, ÷òî Ïåòð Ïåòðîâè÷ è Èâàí Èëüè÷ ëèáî îáà ñèäÿò, ëèáî îáà íå ñè-
äÿò ÂÊîíòàêòå. Ïîëüçóÿñü òîëüêî ýòèìè ÷åòûðüìÿ âåðíûìè óòâåðæäåíèÿìè,
äèðåêòîð áåç òðóäà îïðåäåëÿåò, êòî íà ïåäñîâåòå ñèäèò ÂÊîíòàêòå. Ñìîæåòå
ëè Âû? Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü îäíîçíà÷íîñòü îòâåòà.

Ðåøåíèå.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðâûå áóêâû èìåí äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äåéñòâóþùèõ
ëèö.

Ïåðâîå óñëîâèå äîïóñêàåò äâà âàðèàíòà. Ðàçáåðåì èõ ïî î÷åðåäè.
1. Ïóñòü Ì ñèäèò. Òîãäà È è À òàêæå ñèäÿò. Òîãäà èç âòîðîãî ôàêòà ñëå-

äóåò, ÷òî Ï íå ñèäèò. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ÷åòâåðòûì ôàêòîì, ò.ê. Ï è
È íå ìîãóò âåñòè ñåáÿ ïî-ðàçíîìó.

2. Óáåäèìñÿ, ÷òî âòîðîé âàðèàíò ðåàëèçóåì.
Èòàê, Ì íå ñèäèò (ïåðâûé ôàêò òåïåðü íè÷åãî íå äàåò). Íî èç òðåòüåãî

ôàêòà âûòåêàåò, ÷òî È ñèäèò. Ñëåäîâàòåëüíî (÷åòâåðòûé ôàêò), Ï òàêæå ñè-
äèò. Íàêîíåö, âòîðîé ôàêò äàåò, ÷òî À íå ñèäèò. Âñå óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðåíû.
Ïðîòèâîðå÷èé íå âîçíèêëî.

Îòâåò. ÂÊîíòàêòå ñèäÿò Ïåòð Ïåòðîâè÷ è Èâàí Èëüè÷.

Çàäà÷à 2.

Êàêîé öèôðîé îêàí÷èâàåòñÿ çíà÷åíèå ñóììû 20192020 + 20202019 ?

Ðåøåíèå.

×èñëî 2019n äëÿ n ∈ N îêàí÷èâàåòñÿ íà 9, åñëè n � íå÷åòíî, è íà 1, åñëè
n � ÷åòíî. Òîãäà 20192020 îêàí÷èâàåòñÿ 1. ×èñëî 2020n îêàí÷èâàåòñÿ íà 0
äëÿ ëþáîãî n ∈ N, ïîýòîìó 20202019 îêàí÷èâàåòñÿ 0. Òîãäà ñóììà 20192020 +
20202019 îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 1.

Îòâåò. Öèôðîé 1.

Çàäà÷à 3.

Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè âûäåëåí êâàäðàò K ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
(0, 0) è (10, 10). Èçîáðàçèòå âíóòðè ýòîãî êâàäðàòà ìíîæåñòâîM òî÷åê (x, y),



êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

[x] < [y],

ãäå [a] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a (òî åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå
ïðåâîñõîäÿùåå a; íàïðèìåð, [10] = 10, [9, 93] = 9, [1/9] = 0, [−1,7] = −2).
Êàêóþ ÷àñòü ïëîùàäè êâàäðàòà K ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü ìíîæåñòâàM?

Ðåøåíèå. Ïóñòü n ≤ x < n + 1, ãäå n � öåëîå ÷èñëî îò 0 äî 9. Òîãäà
[x] = n è n < [y]. Ðåøåíèåì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ âñå y ≥ n+ 1.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáúåäèíåíèå ïîëîñ

{n ≤ x < n+ 1, n+ 1 ≤ y, n ∈ Z}.

Âíóòðü çàäàííîãî â óñëîâèè êâàäðàòà ïîïàäåò ÷àñòü äåâÿòè òàêèõ ïîëîñ. Åñëè
ðàçáèòü êâàäðàòK íà 100 åäèíè÷íûõ êâàäðàòèêîâ, òî èñêîìîå ìíîæåñòâîM
áóäåò ñîñòîÿòü èç 9+ 8+7+ . . .+1 = 45 òàêèõ êâàäðàòèêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

îòíîøåíèå ïëîùàäåé ðàâíî
SM

SK
=

45

100
.

Îòâåò ïðåäñòàâëåí òî÷å÷íîé øòðèõîâêîé íà ðèñóíêå íèæå (ãîðèçîíòàëü-
íûå ó÷àñòêè ãðàíèöû âêëþ÷åíû â M , âåðòèêàëüíûå � íåò). Ïëîùàäü ìíî-
æåñòâà M ñîñòàâëÿåò 45% ïëîùàäè êâàäðàòàK.
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Çàäà÷à 4.

Çà äâà äíÿ 50 ôèíàíñèñòîâ ñîáðàëè ñðåäñòâà äëÿ áîðüáû ñ íîâûì âèðóñîì.
Êàæäûé èç íèõ âíåñ îäíîêðàòíî öåëîå êîëè÷åñòâî òûñÿ÷ ðóáëåé, íå ïðåâîñ-
õîäÿùåå 100. Ïðè ýòîì êàæäûé âçíîñ â ïåðâûé äåíü íå ïðåâîñõîäèë 50 òûñÿ÷,
à âî âòîðîé áûë áîëüøå ýòîé âåëè÷èíû; è íèêàêàÿ ïàðà èç âñåõ 50 âçíîñîâ íå
îòëè÷àëàñü ðîâíî íà 50 òûñÿ÷. Êàêóþ ñóììó ñîáðàëè?



Ðåøåíèå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, áûëè ëè âñå âçíîñû ðàçëè÷íû èëè
ìîãëè ïîâòîðÿòüñÿ.

Ïóñòü, ñíà÷àëà, âñå âçíîñû ðàçëè÷íû. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëü-
øåå 50, íî íå ïðåâîñõîäÿùåå 100, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 50 + n, ãäå
n ∈ [1, 2, 3, . . . , 50]. Ïî óñëîâèþ íåò äâóõ ÷èñåë, îòëè÷àþùèõñÿ ðîâíî íà 50,
à çíà÷èò n ïðèíèìàåò âñå îñòàâøèåñÿ îò ïåðâûõ 25 ÷èñåë çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó
ñóììà âñåõ 50 ÷èñåë ðàâíà 1 + 2 + 3 + . . .+ 50 + 50 · 25 = 2525.

Åñëè âçíîñû ìîãëè ïîâòîðÿòüñÿ, òî îäíîçíà÷íîãî îòâåòà äàòü íåâîçìîæíî,
íî ìîæíî ïðîèçâåñòè îöåíêè. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî óñëîâèþ â êàæäûé äåíü
áûë õîòÿ áû îäèí âçíîñ. Íàèìåíüøàÿ ñóììà ïîëó÷èòñÿ, åñëè â ïåðâûé äåíü
áûëî 49 âçíîñîâ ïî 1, à âî âòîðîé äåíü � îäèí âçíîñ 52 (51 áûòü íå ìîæåò).
Ñóììàðíî ïîëó÷àåì 49 · 1 + 52 = 101. Íàèáîëüøàÿ ñóììà ïîëó÷èòñÿ, åñëè â
ïåðâûé äåíü áûë 1 âçíîñ, ðàâíûé 49, à âî âòîðîé äåíü � 49 âçíîñîâ ïî 100.
Ñóììàðíî ïîëó÷àåì 49 · 100 + 49 = 4949.

Îòâåò. Åñëè âñå âçíîñû ðàçëè÷íû, òî ñîáðàëè 2525 òûñÿ÷,
åñëè íåò, òî ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñóììà ðàâíà 101 òûñÿ÷, ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíàÿ � 4949 òûñÿ÷.

Çàäà÷à 5.

Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äîðîãó, âûìîùåííóþ æåëòûì êèðïè÷îì. Îíà ïðîé-
äåò â ìåñòíîñòè, ãäå åñòü ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê ëèíèè ýëåêòðîïåðåäà÷
(ËÝÏ) è êèðïè÷íûé çàâîä, íàõîäÿùèéñÿ íà ðàññòîÿíèè d îò ËÝÏ (d 6= 0).
Äëÿ ðèòìè÷íîé ðàáîòû òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà ñòðîÿùåéñÿ äîðîãè
áûëà îäèíàêîâî óäàëåíà îò çàâîäà è îò ËÝÏ. Ââåäèòå ñèñòåìó êîîðäèíàò
òàê, ÷òîáû êèðïè÷íûé çàâîä èìåë êîîðäèíàòû (0, 0), à ËÝÏ ïðîõîäèëà ÷åðåç
òî÷êó (0, d) ïàðàëëåëüíî îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé. Íàéäèòå êîîðäèíàòû
òî÷êè íà äîðîãå, óäàëåííîé îò çàâîäà íà ðàññòîÿíèå 5d.

Ðåøåíèå.

Ïóñòü ËÝÏ ïðîõîäèò ïàðàëëåëüíî êîîðäèíàòíîé îñè OX. Òîãäà åé áó-
äåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðÿìàÿ y = d. Çàìåòèì, ÷òî ñòðîÿùàÿñÿ äîðîãà áóäåò
íàõîäèòüñÿ íèæå ýòîé ïðÿìîé, (â ïîëóïëîñêîñòè y ≤ d).

ÅñëèM(x, y) � èñêîìàÿ òî÷êà ñòðîÿùåéñÿ äîðîãè, òî ðàññòîÿíèå äî çàâîäà
MO åñòü

√
x2 + y2. Ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êîé M è

ËÝÏ, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò |y − d|.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ, |y−d| = 5d. Èç äâóõ ðåøåíèé ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ

âûáèðàåì òî, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ y ≤ d. Òàêèì îáðàçîì, y = −4d.
Îñòàëîñü ðåøèòü óðàâíåíèå

√
x2 + (−4d)2 = 5d.

Îíî èìååò äâà ðåøåíèÿ x = ±3d.



Îòâåò. Äâå òî÷êè (−3d,−4d), (3d,−4d).
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