
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀÍÈÉ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17081 äëÿ 8 êëàññà

Çàäà÷à 1.

Â ðÿä âûïèñàíû 100 íåíóëåâûõ ÷èñåë. Êàæäîå ÷èñëî êðîìå ïåðâîãî è
ïîñëåäíåãî ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ñîñåäíèõ ñ íèì ÷èñåë. Ïåðâîå ÷èñëî
ðàâíî 2018. Íàéäèòå ïîñëåäíåå ÷èñëî â òàêîì ðÿäó.

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ñòî ÷èñåë a1, . . . , a100. Ñîãëàñíî óñëîâèþ,

a1 =
a2
a3
, a2 =

a3
a4
, . . . , a98 =

a99
a100

.

Ïåðåìíîæàÿ ïåðâîå è âòîðîå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

a1a2 =
a2a3
a3a4

⇒ a1 =
1

a4
.

Àíàëîãè÷íî a4 =
1

a7
. Ñëåäîâàòåëüíî, a1 = a7.

Ðàññóæäàÿ òàêèì æå îáðàçîì äàëåå, ïîëó÷àåì

a1 = a7 = . . . = a97 = 2018.

Òåïåðü a100 =
1

a97
=

1

2018
.

Îòâåò: a100 =
1

2018
.

Çàäà÷à 2.

Â ôóòáîëüíîì òóðíèðå êàæäàÿ êîìàíäà äîëæíà ñûãðàòü ïî îäíîìó ìàò÷ó
ñ êàæäîé èç îñòàëüíûõ. Íî â õîäå òóðíèðà ïîëîâèíà âñåõ êîìàíä áûëà äèñ-
êâàëèôèöèðîâàíà è âûáûëà èç äàëüíåéøåãî ó÷àñòèÿ. Â ðåçóëüòàòå îêàçàëîñü
ñûãðàíî 77 ìàò÷åé, à âûáûâøèå êîìàíäû óñïåëè ñûãðàòü âñå ìàò÷è ìåæäó
ñîáîé, ïðè÷åì ÷èñëî âñåõ ìàò÷åé, ñûãðàííîå êàæäîé âûáûâøåé êîìàíäîé,
îäèíàêîâî. Ñêîëüêî êîìàíä áûëî â íà÷àëå òóðíèðà?

Ðåøåíèå.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ ñòàðòîâàëî ÷åòíîå êîëè÷åñòâî êîìàíä 2n, èç êîòîðûõ

n äèñêâàëèôèöèðîâàíî. Âûáûâøèå êîìàíäû ñûãðàëè ìåæäó ñîáîé
n(n− 1)

2
ìàò÷åé. Òàêîå æå êîëè÷åñòâî ìàò÷åé ñûãðàëè îñòàâøèåñÿ â òóðíèðå êîìàíäû.



Ïóñòü êàæäàÿ èç âûáûâøèõ êîìàíä ñûãðàëà ñk êîìàíäàìè èç ÷èñëà îñòàâ-
øèõñÿ (k < n). Òîãäà

n(n− 1) + k n = 77.

Ïî óñëîâèþ n > 1. Î÷åâèäíî, ÷òî k = 1 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, ïîýòîìó
n+ k − 1 > n. Ðàçëàãàÿ íà ìíîæèòåëè 77 = 7 · 11, ïîëó÷àåì

n = 7, n+ k − 1 = 11,

îòêóäà k = 5.

Îòâåò: 14 êîìàíä.

Çàäà÷à 3.

×èñëî b ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ÷èñåë a è c. Íàéäèòå âñå óïî-
ðÿäî÷åííûå òðîéêè (a, b, c) òàêèõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë
1/a, 1/b, 1/c ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì äâóõ äðóãèõ.

Ðåøåíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî a, b, c íå äîëæíû áûòü ðàâíû 0. Êàê óêàçàíî,

2b = a+ c

è äîëæíî áûòü âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

2

b
=

1

a
+

1

c
èëè

2

a
=

1

b
+

1

c
èëè

2

c
=

1

a
+

1

b
.

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé 
2b = a+ c;

2

b
=

1

a
+

1

c
,

ïîëó÷àåì, ÷òî a = b = c(= x).

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé 
2b = a+ c;

2

a
=

1

b
+

1

c
,

ïîëó÷àåì ëèáî a = b = c (ýòîò ñëó÷àé óæå ðàçîáðàí), ëèáî a = 4b, c = −2b(=
2x), ÷òî äà¼ò òðîéêó (−4x,−x, 2x).

Îòâåò: Ýòî ëèáî òðîéêà (x, x, x), ãäå x 6= 0, ëèáî òðîéêà (−4x,−x, 2x),
ãäå x 6= 0.



Çàäà÷à 4.

Â 9 ÷àñîâ óòðà èç ïîðòà O â ïîðò E âûøëè êîðàáëè "Àíèí" è "Âàíèí".
Â òîò æå ìîìåíò èç ïîðòà E â ïîðò O îòïðàâèëñÿ êîðàáëü "Ñàíèí". Âñå òðè
ñóäíà èäóò îäíèì êóðñîì ("Ñàíèí" íàâñòðå÷ó "Àíèíó" è "Âàíèíó") ñ ïîñòî-
ÿííûìè, íî ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè. Â 10 ÷àñîâ óòðà "Âàíèí" íàõîäèëñÿ íà
îäíîì ðàññòîÿíèè îò "Àíèíà" è "Ñàíèíà". Â 10 ÷àñîâ 30 ìèíóò "Ñàíèí" íà-
õîäèëñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò "Àíèíà" è "Âàíèíà". Â êàêîé ìîìåíò
"Àíèí" îêàæåòñÿ ïîñåðåäèíå ìåæäó "Âàíèíûì" è "Ñàíèíûì"?

Ðåøåíèå.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîðòàìè ïðèìåì çà 1. Ïóñòüx � ñêîðîñòü
�Àíèíà�, y � ñêîðîñòü �Âàíèíà�, à z � ñêîðîñòü �Ñàíèíà�. Òîãäà â 10 ÷àñîâ (ò.å.
÷åðåç ÷àñ ïîñëå îòïðàâëåíèÿ)

2y = x+ 1− z, (1)

à ÷åðåç ïîëòîðà ÷àñà ïîñëå îòïðàâëåíèÿ

2(1− 1.5z) = 1.5x+ 1.5y. (2)

×åðåç âðåìÿ t ïîñëå îòïðàâëåíèÿ äîëæíî âûïîëíèòñÿ óñëîâèå

2x t = 1− t z + t y,

îòêóäà
t (2x+ z − y) = 1. (3)

Èç (1) è (2)
3z + 1.5x+ 1.5y = 4y + 2z − 2x

èëè z = 2.5y − 3.5x Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (1), ïîëó÷àåì, ÷òî
y − x = 2/9 Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç (1) èìååì y + z + y − x = y + z + 2/9. Çíà÷èò,
t+ z = 7/9. Ïîýòîìó èç (3) ïîëó÷àåì

t (2x+ z − y) = t (z + y − 2x+ 2y) = 1,

t (7/9− 4/9) = 1,

îòêóäà t = 3.

Îòâåò: â 12 ÷ äíÿ.



Çàäà÷à 5.

×èñëà a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a21 + a22 + · · ·+ a2n = 20182, b21 + b22 + · · ·+ b2n = 20172,

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn = 2017 · 2018.
Íàéäèòå îòíîøåíèÿ a1/b1, a2/b2, . . . , an/bn.

Ðåøåíèå.

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ.

(2017a1 − 2018b1)
2 + (2017a2 − 2018b2)

2 + . . .+ (2017an − 2018bn)
2 =

= 20172 (a21 + a22 + . . .+ a2n) + 20182 (b21 + b22 + . . .+ b2n)−
− 2 · 2017 · 2018 (a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn) =

= 20172 · 20182 + 20182 · 20172 − 2 · 20172 · 20182 = 0.

Ïîñêîëüêó ñóììà êâàäðàòîâ ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êàæäîå ñëàãàåìîå íóëåâîå, òî

2017ak − 2018bk = 0, k = 1, . . . , n.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

Îòâåò: a1/b1 = a1/b1 = . . . = an/bn = 2018/2017.
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