
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀÍÈÉ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17071 äëÿ 7 êëàññà

Çàäà÷à 1.

Àâòîïàðê íåêîòîðîãî ïðåäïðèÿòèÿ ñîñòîèò èç 5 ðàçëè÷íûõ ìàøèí. Ïîä-
ãîòîâêà îäíîãî âîäèòåëÿ äëÿ ðàáîòû íà êîíêðåòíîì òèïå ìàøèíû îáõîäèòñÿ
â 10 000 ðóáëåé. Äèðåêòîð àâòîïàðêà õî÷åò îáó÷èòü 8 âîäèòåëåé òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ëþáûõ 3 âîäèòåëåé âñå ìàøèíû ìîæíî áû áûëî
èñïîëüçîâàòü â ðàáîòå. Êàê îðãàíèçîâàòü îáó÷åíèå ñ íàèìåíüøèìè çàòðàòà-
ìè? Êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ äîñòàòî÷íàÿ äëÿ îáó÷åíèÿ ñóììà?

Ðåøåíèå

ßñíî, ÷òî íà êàæäîé ìàøèíå äîëæíû óìåòü ðàáîòàòü êàê ìèíèìóì 4 âî-
äèòåëÿ (èíà÷å ìîãóò çàáîëåòü âñå òðîå, êòî óìåþò ñ íåé ðàáîòàòü). Ïîýòîìó
íà îáó÷åíèå ðàáîòå ñ êàæäîé ìàøèíîé íóæíî ïîòðàòèòü êàê ìèíèìóì 40 000
ðóáëåé, à âñåãî íà îáó÷åíèå óéäåò íå ìåíåå 200 000 ðóáëåé.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòîé ñóììîé ìîæíî îáîéòèñü. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî îáó-
÷èòü 3 âîäèòåëåé ðàáîòå ñî âñåìè ìàøèíàìè, à îñòàâøèõñÿ 5 îáó÷èòü ðàáîòå
ïî îäíîìó íà êàæäîì òèïå ìàøèíû.

Îòâåò: 40 000 ðóáëåé (íà êàæäóþ ìàøèíó).

Çàäà÷à 2.

Ñàøà, Ïàøà è Àðêàøà � âèðòóàëüíûå áèçíåñìåíû. Ñàøà ïåðåâåë Ïàøå
â òî÷íîñòè òàêîå ÷èñëî áèòêîèíîâ, êîòîðîå ó Ïàøè áûëî. Ïîñëå ýòîãî Ñàøà
ïåðåâåë Àðêàøå òî÷íî òàêîå ÷èñëî áèòêîèíîâ, êîòîðîå áûëî ó Àðêàøè. Çàòåì
Ïàøà ïåðåâåë è Ñàøå, è Àðêàøå ïî òàêîìó êîëè÷åñòâó áèòêîèíîâ, êîòîðîå ó
êàæäîãî èç íèõ áûëî äî ýòîé îïåðàöèè. Íàêîíåö, Àðêàøà ïåðåâåë è Ñàøå, è
Ïàøå ïî òàêîìó ÷èñëó áèòêîèíîâ, êîòîðîå ó êàæäîãî èç íèõ áûëî â ðåçóëüòàòå
ïðåäûäóùèõ äåéñòâèé. Ïîñëå âñåõ ýòèõ âûïëàò ó êàæäîãî îêàçàëîñü ïî 8
áèòêîèíîâ. Íàéäèòå ïåðâîíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî áèòêîèíîâ ó êàæäîãî.

Ðåøåíèå

Òàê êàê ó Ñàøè è Ïàøè ñòàëî ïî 8 áèòêîèíîâ, òî ïåðåä ïîñëåäíåé ïåðå-
äà÷åé ó Ñàøè è Ïàøè áûëî ïî 4 áèòêîèíà. Çíà÷èò, ïåðåä âòîðûì îáìåíîì ó
Ñàøè áûëî 2 áèòêîèíà, à ó Àðêàøè 8. Ïîýòîìó ó Ïàøè áûëî 14 áèòêîèíîâ



(4+2+8 = 14). Ñëåäîâàòåëüíî, ó Ïàøè ïåðâîíà÷àëüíî áûëî 7 áèòêîèíîâ, ó
Àðêàøè áûëî 4 áèòêîèíà è ó Ñàøè 13 áèòêîèíîâ.

Îòâåò: Ó Ïàøè 7, ó Àðêàøè 4, ó Ñàøè 13.

Çàäà÷à 3.

Äëÿ íóìåðàöèè äîìîâ íà ïðîñïåêòå Ñòîëåòèÿ Ðåâîëþöèè èñïîëüçîâàíî
1917 òàáëè÷åê ñ öèôðàìè. Êàæäàÿ òàáëè÷êà ñîäåðæèò îäíó öèôðó; íîìåð
äîìà ìîæåò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî öèôð; äîìà íóìåðîâàëèñü áåç ïðîïóñêîâ,
íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû. Ñêîëüêî äîìîâ íà ïðîñïåêòå?

Åñëè çàïèñàòü êàæäûé íîìåð íà îäíîé äðóãîé òàáëè÷êå ñòàíäàðòíîãî ðàç-
ìåðà, òî ìîæíî ëè ñëîæèòü âñå ñòàíäàðòíûå òàáëè÷êè â íåñêîëüêî (áîëüøå
1) ñòîïîê îäèíàêîâîé âûñîòû? Åñëè ýòî âîçìîæíî, òî êàêîâû ìèíèìàëüíîå
÷èñëî ñòîïîê è ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà êàæäîé ñòîïêè?

Ðåøåíèå.

1. Åñëè áû äîìîâ áûëî 9, òî ïîòðåáîâàëîñü áû 9 òàáëè÷åê. Åñëè áû äîìîâ
áûëî 99, òî ïîòðåáîâàëîñü áû 9 òàáëè÷åê äëÿ îäíîçíà÷íûõ íîìåðîâ è 90 · 2
äëÿ äâóçíà÷íûõ íîìåðîâ, ÷òî âñå âìåñòå äàåò 189 òàáëè÷åê.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå íîìåðà íå áîëåå, ÷åì òðåõçíà÷íû. Òîãäà êîëè÷åñòâî
x òðåõçíà÷íûõ íîìåðîâ ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ

189 + x · 3 = 1917

Îíî äàåò x = 576. Âìåñòå ñ 9-þ îäíîçíà÷íûìè è 90-à äâóçíà÷íûìè íîìå-
ðàìè ïîëó÷àåì 675 íîìåðîâ. Äîìîâ, î÷åâèäíî, ñòîëüêî æå.

2. Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè 675 = 33 · 52. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå
(áîëüøåå 1) êîëè÷åñòâî ñòîïîê ðàâíî 3, èõ âûñîòà ðàâíà 32 · 52 = 225.

Îòâåò: 675 äîìîâ, 3 ñòîïêè âûñîòîé â 225 òàáëè÷åê.

Çàäà÷à 4.

Âñå ÷èñëà 1, 2, 3, . . . , n2 ðàñïîëàãàþò â âèäå êâàäðàòíîé n × n-òàáëèöû.
Íàéäèòå âñå n, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñëåäóþùåé ñòðîêå òàêîé
òàáëèöû íà 1 áîëüøå ñóììû ÷èñåë ïðåäûäóùåé ñòðîêè.

Ðåøåíèå.

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî n íå ìîæåò áûòü ÷åòíûì. Ðàññóæäàåì îò
ïðîòèâíîãî. Ïóñòü n = 2k(k ∈ N) è S � ñóììà ÷èñåë â ïåðâîé ñòðîêå. Ïîä-
ñ÷èòûâàåì ñóììó âñåõ ÷èñåë òàáëèöû äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé � ñêëàäûâàÿ



âñå ÷èñëà îò 1 äî 4k2 âêëþ÷èòåëüíî, à âòîðîé � ïðîèçâîäÿ ñóììèðîâàíèå ïî
ñòðîêàì. Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

1 + 2 + ... + 4k2 = S + (S + 1) + ... + (S + 2k − 1),

òî åñòü
(1 + 4k2) · 2k2 = 2kS + (2k − 1)k,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 8k4 = k(2S − 1) è 8k3 = 2S − 1 � ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì
îáðàçîì, ÷èñëî n äîëæíî áûòü íå÷¼òíûì.

Äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ÷èñëà n, íà÷èíàÿ ñ 3, óêàæåì òðåáóåìóþ ðàññòàíîâ-
êó ÷èñåë â òàáëèöó n×n. Íèæå íà ðèñóíêå ïðèìåð ïðèâåä¼í äëÿ n = 5. Ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòàíîâêà ¾çìåéêîé¿ ïðîèçâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

1 10 11 20 21 Σ1 = 63
2 9 12 19 22 Σ2 = 64
3 8 13 18 23 Σ3 = 65
4 7 14 16 24 Σ4 = 66
5 6 15 16 25 Σ5 = 67

Îòâåò: âñå íå÷åòíûå íàòóðàëüíûå n.

Çàäà÷à 5.

Äàíû ÷èñëà x1, x2, x3, . . . , x2018. Èçâåñòíî, ÷òî x1 = 1/2 è

xn =
xn−1

2nxn−1 + 1
äëÿ n = 2, . . . , 2018.

Íàéäèòå ñóììó x1 + x2 + · · ·+ x2018.

Ðåøåíèå.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn = 1/xn. Äëÿ íåå ðåêóððåíò-
íîå ñîîòíîøåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

yn = yn−1 + 2n.

Çíà÷èò,
yn = 2 + 4 + ... + 2n = n(n + 1),

îòêóäà

xn =
1

n(n + 1)
=

1

n
− 1

n + 1
.

Ñêëàäûâàÿ òàêèå ÷èñëà ïî âñåì n îò 1 äî 2018 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà ðàâíà

1− 1

2019
=

2018

2019
.

Îòâåò:
2018

2019
.
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