
Âàðèàíò 17081 äëÿ 8 êëàññà

Çàäà÷à 1
Íàéäèòå ÷èñëà x, y, z èç óðàâíåíèé

1 + x+ y = xy

2 + y + z = yz

5 + z + x = zx

Ðåøåíèå.
Ðàñêëàäûâàÿ íà ìíîæèòåëè, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó

(x− 1)(y − 1) = 2

(y − 1)(z − 1) = 3

(z − 1)(x− 1) = 6

Ïåðåìíîæàÿ âñå óðàâíåíèÿ, èìååì

(x− 1)2(y − 1)2(z − 1)2 = 36.

ßñíî, ÷òî òðîéêà ÷èñåë x = 1, y = 1, z = 1 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïîýòîìó
ðàçäåëèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà êâàäðàò ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîëó÷èì

(z − 1)2 = 9,

îòêóäà z = 4 èëè z = −2.
Ïåðâîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþò x = 3 è y = 2; âòîðîìó � x = −1 è y = 0

Îòâåò. {x, y, z} = {−1, 0,−2} èëè {3, 2, 4}.

Çàäà÷à 2

×èñëî x íåèçâåñòíî, íî èçâåñòíî ÷èñëî A = x+
1

x
.

a) Âûðàçèòå ÷åðåç A ÷èñëà Bk = xk +
1

xk
äëÿ k = 2, 3, 4, 8.

b) Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ A è x âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
B2 = B4 = B8.

Ðåøåíèå. 1. Âîçâîäÿ A â ñòåïåíè 2, 3, . . . , íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðà-
âåäëèâîñòè ôîðìóë

B2 =

(
x+

1

x

)2

− 2 = A2 − 2,

B4 =

(
x2 +

1

x2

)2

− 2 = B2
2 − 2 = (A2 − 2)2 − 2,



B8 =

(
x4 +

1

x4

)2

− 2 = B2
4 − 2 = ((A2 − 2)2 − 2)2 − 2,

B3 = B2 · A−B1 = (A2 − 2)A− A = A(A2 − 3).

2. Ïóñòü B2 = B4, òîãäà B2 = B2
2 − 2, îòêóäà

B2
2 −B2 − 2 = (B2 + 1)(B2 − 2) = 0.

Åñëè B2 = A2−2 = −1 òî A = ±1. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ A = x+1/x = 1
íåâîçìîæíû. Åñëè x > 0, òî x+ 1/x ≥ 2. Åñëè æå x < 0, òî x+ 1/x < 0.

Åñëè B2 = A2 − 2 = 2, òî A = ±2. Ýòèì çíà÷åíèÿì A ñîîòâåòñòâóþò
x = ±1.

Îòâåò. 1. B2 = A2 − 2, B3 = A(A2 − 3), B4 = (A2 − 2)2 − 2,
B8 = ((A2 − 2)2 − 2)2 − 2.

2. A = 2, x = 1 èëè A = −2, x = −1.

Çàäà÷à 3
Íà çàâîä ïðèâåçëè íåñêîëüêî ýíåðãîñáåðåãàþùèõ ïðèáîðîâ ñóììàðíûì âå-

ñîì 120 êã. Èçâåñòíî, ÷òî îáùèé âåñ òð¼õ ñàìûõ ë¼ãêèõ ïðèáîðîâ ñîñòàâèë
31 êã, à òð¼õ ñàìûõ òÿæ¼ëûõ � 41 êã. Ñêîëüêî ýíåðãîñáåðåãàþùèõ ïðèáîðîâ
ïðèâåçëè íà çàâîä, åñëè âåñà ëþáûõ äâóõ ïðèáîðîâ ðàçëè÷íû?

Ðåøåíèå.
Îáùèé âåñ âñåõ ïðèáîðîâ, çà èñêëþ÷åíèåì òð¼õ ñàìûõ ë¼ãêèõ è òð¼õ ñà-

ìûõ òÿæ¼ëûõ, ðàâåí 120 − 31 − 41 = 48 êã. Ïóñòü ýòèõ ïðèáîðîâ n øòóê.
Âåñ êàæäîãî èç íèõ áîëüøå âåñà ñàìîãî òÿæ¼ëîãî ïðèáîðà ñðåäè òð¼õ ñàìûõ
ë¼ãêèõ, à îí (ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå) áîëüøå, ÷åì 31/3 êã.

Àíàëîãè÷íî, âåñ êàæäîãî èç n ïðèáîðîâ ìåíüøå âåñà ñàìîãî ë¼ãêîãî ïðè-
áîðà èç òð¼õ ñàìûõ òÿæ¼ëûõ, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ìåíüøå, ÷åì 41/3
êã.

Èìååì äâîéíîå íåðàâåíñòâî

31

3
n < 48 <

41

3
n,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
144

41
< n <

144

31
.

Åäèíñòâåííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â ïîëó÷åííîì ïðîìåæóòêå � ýòî ÷èñëî 4.
Çíà÷èò, n = 4, à âñåãî çàâåçëè 3 + 3 + 4 = 10 ïðèáîðîâ.

Ïðèìåð íà 10 ïðèáîðîâ ëåãêî ñòðîèòñÿ: íàïðèìåð, âåñà ïðèáîðîâ â êã (â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ) òàêîâû:

29/3, 31/3, 33/3, 34/3, 35/3, 36/3, 39/3, 40/3, 41/3, 42/3.



Îòâåò. 10 ïðèáîðîâ.

Çàäà÷à 4
Äâà áðàòà ïîëó÷èëè â íàñëåäñòâî ïîêîñ â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà, êàòåòû êîòîðîãî ñîîòíîñÿòñÿ êàê 3 : 4. ×òîáû ðàçäåëèòü åãî, îíè âû-
õîäÿò èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà (êàæäûé ïî ñâîåìó êàòåòó) è èäóò ïî êðàþ
ïîêîñà (ïî ïåðèìåòðó) ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ äî âñòðå÷è äðóã ñ äðóãîì.
Òî÷êó âñòðå÷è ñîåäèíÿþò ñ íà÷àëîì èõ ïóòè è ïîëó÷àþò äâå òðåóãîëüíûå
÷àñòè.
À) Ïîëó÷èëèñü ëè ó áðàòüåâ ÷àñòè îäèíàêîâîé ïëîùàäè?
Á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ äðóãèì
ñîîòíîøåíèåì êàòåòîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåííûå óêàçàííûì ñïîñîáîì ÷àñòè
áóäóò ðàâíû ïî ïëîùàäè?

Ðåøåíèå.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ, äàíà òî÷êà íà ãèïîòåíóçå, êîòîðàÿ äåëèò ïåðèìåòð íà

äâå ðàâíûå ÷àñòè (ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà).
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè êàòåòû íå ðàâíû äðóã äðóãó, òî ýòà òî÷êà äåëèò ãèïî-

òåíóçó íà äâå íåðàâíûå ÷àñòè.
Ïðè âû÷èñëåíèè ïëîùàäåé äâóõ ïîëó÷åííûõ ðàçáèåíèåì òðåóãîëüíèêîâ

ýòè íåðàâíûå ÷àñòè ãèïîòåíóçû ñëåäóåò óìíîæàòü íà îäíó è òó æå âûñî-
òó (îïóùåííóþ èç ïðÿìîãî óãëà íà ãèïîòåíóçó). Ïîýòîìó ïëîùàäè íå áóäóò
ðàâíû.

Îòâåò íà âîïðîñ Á) òåïåðü î÷åâèäåí.

Îòâåò À) íåò. Á) Òîëüêî îäèí (ïî ôîðìå) � ðàâíîáåäðåííûé.

Çàäà÷à 5
Ðàíî óòðîì âêëþ÷èëè íàñîñ è íà÷àëè çàïîëíÿòü ðåçåðâóàð äëÿ ãîðþ÷åãî.

Â 10 ÷ óòðà âêëþ÷èëè âòîðîé íàñîñ, êîòîðûé íà÷àë îòêà÷èâàòü ãîðþ÷åå. Â
12 ÷ â ðåçåðâóàð áûë çàïîëíåí íàïîëîâèíó, à â 14 ÷ ðåçåðâóàð çàïîëíèëñÿ íà
2/3. Êàêèì ìîæåò áûòü âðåìÿ ñàìîãî ðàííåãî âêëþ÷åíèÿ ïåðâîãî íàñîñà?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü äî ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ âòîðîãî íàñîñà ïåðâûé ïðîðàáîòàë x ÷àñîâ.

Ïóñòü y � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïåðâîãî íàñîñà, à z � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âòî-
ðîãî íàñîñà. Òîãäà

(x+ 2)y − 2z = 1/2,

(x+ 4)y − 4z = 2/3



èëè

xy + 2y − 2z = 1/2,

xy + 4y − 4z = 2/3.

Ýòî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îòíîñèòàëüíî íåèçâåñòíûõ (xy) è (y− z). Ðåøàÿ åå,
ïîëó÷àåì

y − z = 1/12 è xy = 1/3.

Ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå y = 1/12. Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå x = 4.

Îòâåò: 6÷ óòðà.
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