
9 êëàññ.

Çàäà÷à 1. Ìàëü÷èêè è äåâî÷êè îáðàçîâàëè õîðîâîä òàêèì îáðàçîì, ÷òî
÷èñëî äåòåé, ó êîòîðûõ ñîñåä ñïðàâà � òîãî æå ïîëà, ðàâíî ÷èñëó äåòåé, ó
êîòîðûõ ñîñåä ñïðàâà � äðóãîãî ïîëà. Êàêîâî ìîæåò áûòü ÷èñëî âñåõ äåòåé
â õîðîâîäå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî äåòåé, ñïðàâà îò êîòîðûõ ñòîèò ðåáåíîê äðó-
ãîãî ïîëà, à m � ÷èñëî äåòåé, ñïðàâà îò êîòîðûõ ñòîèò ðåáåíîê òîãî æå ïîëà.
Èçíà÷àëüíî n = m, ò.å. îáùåå êîëè÷åñòâî äåòåé (n + m) ÷åòíî. Áóäåì ìåíÿòü
ìåñòàìè äâóõ ðÿäîì ñòîÿùèõ äåòåé òàê, ÷òîáû ìàëü÷èêè ñîáðàëèñü âñå ïîä-
ðÿä ñ îäíîé ñòîðîíû õîðîâîäà, à äåâî÷êè ñ äðóãîé. Òîãäà n ñòàíåò ðàâíî 2.
Ïðè êàæäîé òàêîé ïåðåñòàíîâêå äåòåé ÷èñëà n è m ëèáî íå ìåíÿþòñÿ, ëèáî
îäíî èç íèõ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2, à âòîðîå óìåíüøàåòñÿ íà 2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðàçíîñòè (m˘n) íà 4 íå ìåíÿåòñÿ.

Èçíà÷àëüíî ýòîò îñòàòîê áûë ðàâåí 0.
Åñëè âñåãî äåòåé 2k, n = 2, òî m = 2k˘2. Òîãäà m˘n = 2k˘4.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îñòàòîê îò äåëåíèÿm˘n íà 4 áûë ðàâåí íóëþ, íàäî, ÷òîáû

k äåëèëîñü íà 2. Òî åñòü îáùåå ÷èñëî äåòåé äîëæíî áûòü êðàòíî 4.

Îòâåò. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êðàòíîå ÷åòûðåì.
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Задача 2.   На каждой стороне правильного треугольника взято по точке. 

Каждая сторона треугольника с вершинами в этих точках перпендикулярна 

какой-либо стороне исходного треугольника. В каком отношении каждая из 

взятых точек делит сторону исходного треугольника?  Каково отношение 

площадей  исходного и образованного треугольников? 

Решение.  Пусть точки K, L, M лежат соответственно на сторонах AB, BC 

и AC правильного треугольника ABC, причем KL   BC, LM   AC, MK   AB. 

1) Тогда MKL = 180° – AKM – LKB = 180° – 90° – 30° = 60°. Так же

можно показать, что KML = 60° , значит, треугольник  KLM 

равносторонний. Прямоугольные треугольники AKM, BLK и CML равны по 

катету  и острому углу, а так как CM = AK = 1/2AM (как катет, лежащий 

против угла 30º), то CM : AM = 1 : 2.  Аналогично,   AK : KB = 1 : 2,  BL : LC = 

1 : 2. 

2) Пусть CM = AK = BL = a. Тогда сторона исходного треугольника равна

3a, а сторона вписанного 𝑎 3 , т.е. в  3 раз меньше. Поскольку площади  

равносторонних треугольников относятся друг к другу, как квадраты сторон, 

то площадь вписанного будет в 3 раза меньше. 

Ответ:  1)  1 : 2.   2)  3 : 1. 



Çàäà÷à 3. ÌíîæåñòâîM ñîñòîèò èç n ÷èñåë, n íå÷åòíî, n > 1. Îíî òàêîâî,
÷òî ïðè çàìåíå ëþáîãî åãî ýëåìåíòà íà ñóììó îñòàëüíûõ n − 1 ýëåìåíòîâ
èç M ñóììà âñåõ n ýëåìåíòîâ íå èçìåíÿåòñÿ. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ n

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M .

Ðåøåíèå. Ïóñòü

M = {x1, . . . , xn}, x1 + · · ·+ xn = S.

Çàìåíèì ýëåìåíò x1 íà ñóììó îñòàëüíûõ. Òîãäà

S = (S − x1) + x2 + x3 + · · ·+ xn = (S − x1) + (S − x1).

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî

2xk = S, k = 1 . . . n.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ðàâíû äðóã äðóãó. Ïîñêîëüêó ïðè
çàìåíå îäíîãî ñëàãàåìîãî ñóììà íå èçìåíÿåòñÿ, òî ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü
ðàâíî òîìó, íà ÷òî îíî çàìåíÿåòñÿ, ò.å.

x1 = x2 + x3 + · · ·+ xn.

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåì x1 = (n − 1)x1, ñëåäîâàòåëüíî,
x1 = 0. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë ìíîæåñòâàM ðàâíî 0.

Îòâåò: 0.

Çàäà÷à 4. Äàí êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí g(x), èìåþùèé ðîâíî îäèí êîðåíü.
Íàéäèòå ýòîò êîðåíü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî è ìíîãî÷ëåí g(ax + b) + g(cx + d)
(a 6= c) èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü.

Ðåøåíèå.Ïóñòü x0 � åäèíñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà g(x). Òîãäà ôóíê-
öèÿ g(x) ñîõðàíÿåò çíàê âî âñåõ òî÷êàõ x 6= x0 è òîëüêî g(x0) = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) = g(ax+b)+g(cx+d) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òàêàÿ
òî÷êà x1, ÷òî ax1 + b = cx1 + d = x0. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

(a− c)x1 = (d− b).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ a 6= c, òî x1 = (d− b)/(a− c),

x0 = a(d− b)/(a− c) + b = (ad− bc)/(a− c).

Îòâåò. x0 = −11.

Çàäà÷à 5. Èìååòñÿ 4 ÷èñëà, íå âñå èç êîòîðûõ îäèíàêîâû. Åñëè âçÿòü
ëþáûå äâà èç íèõ, òî îòíîøåíèå ñóììû ýòèõ äâóõ ÷èñåë ê ñóììå äâóõ äðóãèõ



÷èñåë áóäåò ðàâíî îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ k. Íàéäèòå çíà÷åíèå k. Óêà-
æèòå õîòÿ áû îäíó ÷åòâåðêó ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ. Îïèøèòå âñå
âîçìîæíûå ÷åòâåðêè òàêèõ ÷èñåë è âûÿñíèòå, ñêîëüêî èõ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x1, x2, x3, x4 � òàêèå ÷èñëà. Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
ñóìì äâóõ ÷èñåë ïàðàìè:

x1 + x2
x3 + x4

=
x3 + x4
x1 + x2

= k, (2)

x1 + x3
x2 + x4

=
x2 + x4
x1 + x3

= k, (3)

x1 + x4
x2 + x3

=
x2 + x3
x1 + x4

= k. (4)

Ïîëîæèì A = x1 + x2, B = x3 + x4. Òîãäà èç (2) ïîëó÷èì A = kB, B =
kA, AB 6= 0, îòêóäà (k2 − 1)A = 0, k = ±1. Òàêèå æå çíà÷åíèÿ ïîëó÷èì,
àíàëèçèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3) è (4).

Åñëè k = 1, òî óðàâíåíèÿ (2)�(4) ïðèíèìàþò âèäx1+x2 = x3+x4, x1+x3 =
x2 + x4, x1 + x4 = x2 + x3, îòêóäà íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå x1 = x2 = x3 =
x4 = C 6= 0. Ýòîò ñëó÷àé íå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ (âñå ÷èñëà ïîëó÷èëèñü
ðàâíûìè).

Åñëè k = −1, òî êàæäîå èç óðàâíåíèé (2)�(4) ïðèíèìàåò âèä x1+x2+x3+
x4 = 0, è îáùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

x1 = A, x2 = B, x3 = C, x4 = −A−B −C, (A+B)(A+C)(B +C) 6= 0.

Îòâåò: k = −1.
x1 = A, x2 = B, x3 = C, x4 = −A−B −C, (A+B)(A+C)(B +C) 6= 0.
Ìíîæåñòâî íàáîðîâ (x1, x2, x3, x4) áåñêîíå÷íî.
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