
8 êëàññ.

Çàäà÷à 1. Óñòàíîâîê 3 òèïîâ âñåãî íå áîëåå 200. Óñòàíîâîê òèïà 2 â 4 ðàçà
áîëüøå, ÷åì òèïà 1, ÷èñëî óñòàíîâîê òèïà 3 êðàòíî ÷èñëó óñòàíîâîê òèïà 1.
Åñëè áû óñòàíîâîê òèïà 3 áûëî â 5 ðàç áîëüøå, òî èõ áûëî áû íà 99 áîëüøå,
÷åì óñòàíîâîê òèïà 2. Íàéäèòå ÷èñëî óñòàíîâîê êàæäîãî òèïà.

Ðåøåíèå. Åñëè x1, x2, x3 � êîëè÷åñòâà óñòàíîâîê òèïîâ 1,2,3, òî óñëîâèÿ
ïðåäñòàâëÿþòñ÷ÿ ñîîòíîøåíèÿìè

x1 + x2 + x3 ≤ 200, (1)

x2 = 4x1, (2)

x3 = kx1, (3)

5x3 = x2 + 99, (4)

k, x1, x2, x3 ∈ N.

Èç (2)-(4) ïîëó÷àåì (5k − 4)x1 = 99, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 5k − 4 è x1 �
íàòóðàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà 99, ò. å. ýòè âåëè÷èíû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
{1, 3, 9, 11, 33, 99}.

Åñëè x1 = 1, òî 5k = 99 + 4, ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê k öåëîå.
Åñëè x1 = 3, òî 5k = 33 + 4, ýòî íåâîçìîæíî.
Åñëè x1 = 9, òî 5k = 11 + 4, k = 3, x2 = 36, x3 = 27, âñå óñëîâèÿ

âûïîëíÿþòñÿ.
Åñëè x1 = 11, òî 5k = 9 + 4, ýòî íåâîçìîæíî.
Åñëè x1 = 33, òî 5k = 3 + 4, ýòî íåâîçìîæíî.
Åñëè x1 = 99, òî 5k = 1 + 4, k = 1, x3 = 99, x2 = 4 · 99, íå âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (1).

Îòâåò: 9, 36, 27.
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Задача 2.  На стороне  AB треугольника  ABC взята точка M. Она 

начинает двигаться параллельно BC до пересечения с AC, затем она движется 

параллельно AB до пересечения с  BC  и так далее. Верно ли, что через 

некоторое число таких шагов точка M вернется в исходное положение? Если 

это верно, то каково минимальное число шагов, достаточное для возврата?   

Решение.  Примем длину стороны AB за 1, и пусть точка M отстоит  на a  

от точки B. Из свойств параллелограмма следует равенство маленьких 

треугольников, поэтому через 3 шага точка M  окажется  на расстоянии a  от 

точки  A, то есть на расстоянии 1 – a  от точки  B. Еще через 3 шага точка  

окажется  на расстоянии 1 – (1 – a) =  a от точки  B, то есть вернется в 

исходное положение. 

Особый случай – при  a = 1/2.  Тогда 1 – a = a, и возврат произойдет уже 

через 3 шага.   

Ответ: Верно.  

Достаточно  3 шагов, если точка M  делит сторону AB пополам, 

  6 шагов в остальных случаях. 



Çàäà÷à 3. ÌíîæåñòâîM ñîñòîèò èç n ÷èñåë, n íå÷åòíî, n > 1. Îíî òàêîâî,
÷òî ïðè çàìåíå ëþáîãî åãî ýëåìåíòà íà ñóììó îñòàëüíûõ n − 1 ýëåìåíòîâ
èç M ñóììà âñåõ n ýëåìåíòîâ íå èçìåíÿåòñÿ. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ n

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M .

Ðåøåíèå. Ïóñòü

M = {x1, . . . , xn}, x1 + · · ·+ xn = S.

Çàìåíèì ýëåìåíò x1 íà ñóììó îñòàëüíûõ. Òîãäà

S = (S − x1) + x2 + x3 + · · ·+ xn = (S − x1) + (S − x1).

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî

2xk = S, k = 1 . . . n.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ðàâíû äðóã äðóãó. Ïîñêîëüêó ïðè
çàìåíå îäíîãî ñëàãàåìîãî ñóììà íå èçìåíÿåòñÿ, òî ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü
ðàâíî òîìó, íà ÷òî îíî çàìåíÿåòñÿ, ò.å.

x1 = x2 + x3 + · · ·+ xn.

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåì x1 = (n − 1)x1, ñëåäîâàòåëüíî,
x1 = 0. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë ìíîæåñòâàM ðàâíî 0.

Îòâåò: 0.

Çàäà÷à 4. ×èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî îòíîøåíèÿ

x+ y

z
,

x+ z

y
,

y + z

x

ïðèíèìàþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå. Íàéäèòå åãî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü k � çíà÷åíèå òàêîãî îòíîøåíèÿ. Òîãäà

x+ y

z
=

x+ z

y
=

y + z

x
= k,

îòêóäà xyz 6= 0 è

x+ y = kz, x+ z = ky, y + z = kx.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

2(x+ y + z) = k(x+ y + z).

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
x+ y + z = 0 (1)



èëè
x+ y + z 6= 0, k = 2. (2)

Â ñëó÷àå (1) ïîëó÷àåì z = −(x+ y),

k =
x+ y

−(x+ y)
= −1,

âñåì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ÷èñëà

x = y = 1, z = −2.

Â ñëó÷àå (2) âñåì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ÷èñëà

x = y = z = 1.

Îòâåò: −1 èëè 2.

Çàäà÷à 5. Ìàøà, ãîòîâÿñü ïðèíÿòü ãîñòåé, ðàçëîæèëà 13 àïåëüñèíîâ è 3
ÿáëîêà â 4 âàçû, ïî 4 ôðóêòà â êàæäóþ. Çàòåì åå ñåñòðà Ñàøà ðåøèëà èçìå-
íèòü ñîñòàâ ôðóêòîâ â âàçàõ. Îíà çàáèðàëà îäíîâðåìåííî ïî îäíîìó ôðóêòó
èç êàæäîé âàçû è çàìåíÿëà êàæäûé ôðóêò íà ïðîòèâîïîëîæíûé: ÿáëîêî íà
àïåëüñèí, à àïåëüñèí � íà ÿáëîêî. Èëè æå îíà çàìåíÿëà íà ïðîòèâîïîëîæíûå
âñå ÷åòûðå ôðóêòà èç îäíîé âàçû. Ìîãëà ëè Ñàøà ïîëó÷èòü âî âñåõ 4 âàçàõ
îäíîâðåìåííî îäèíàêîâûå ôðóêòû: òîëüêî ÿáëîêè èëè òîëüêî àïåëüñèíû?

Ðåøåíèå. Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü âàçû è ôðóêòû â âàçàõ êàê òàáëèöó
4õ4, êàæäîìó àïåëüñèíó ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå +1, à ÿáëîêó -1, òî çàìåíà
Ñàøåé ôðóêòîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå ðàâíîñèëüíà ñìåíå çíàêà â òàáëèöå ó
âñåõ ÷èñåë â îäíîé ñòðîêå èëè â îäíîì ñòîëáöå. Ïðè ýòîì çíàê ïðîèçâåäåíèÿ
âñåõ ÷èñåë ñòðîêè èëè ñòîëáöà ìåíÿòüñÿ íå áóäåò, à, ñëåäîâàòåëüíî, è çíàê
ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë â òàáëèöå. Èçíà÷àëüíî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî -1. À åñëè âñå
ôðóêòû áóäóò îäèíàêîâûå, òî ïðîèçâåäåíèå áóäåò ðàâíî 1. À ýòî íåâîçìîæíî.

Îòâåò. Íå ñìîæåò.
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