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Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Çâåçäà¿

Çàäà÷è ïî ìàòåìàòèêå

6 ìàðòà 2016 ã.

Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

11 êëàññ

Âàðèàíò 1

1. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

x2 + y2 + z2 = 4(x+ y + z).

Îòâåò: 48π.
Ðåøåíèå. Åñëè ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå â âèäå

(x− 2)2 + (y − 2)2 + (z − 2)2 = 12,

ëåãêî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îíî çàäà¼ò ñôåðó, êâàäðàò ðàäèóñà êî-
òîðîé ðàâåí 12.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 10 áàëëîâ. Åñëè íàéäåíî, ÷òî
ïîâåðõíîñòü � ñôåðà ðàäèóñîì 2

√
3, íî îøèáêà èç-çà íåçíàíèÿ

ôîðìóëû ïëîùàäè ñôåðû, 5 áàëëîâ.
2. Â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = 20x2−16x+1

5x−2
ñ

îñüþ Ox ïðîâåëè êàñàòåëüíûå ê ýòîìó ãðàôèêó. Íàéäèòå óãëû
íàêëîíà ýòèõ ïðÿìûõ ê îñè Ox.

Îòâåò: arctg 8.

Ðåøåíèå. Ãðàôèê ôóíêöèè y =
20x2 − 16x+ 1

5x− 2
ïåðåñåêàåò îñü

àáñöèññ â äâóõ òî÷êàõ x1 è x2. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè â
ýòèõ òî÷êàõ:

y′(xi) =
8(5xi − 2)2 − 5(20x2

i − 16xi + 1)

(5xi − 2)2
= 8,

ïîñêîëüêó 20x2
i − 16xi + 1 = 0.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ. Åñëè âåðíî íàéäå-
íû ïðîèçâîäíàÿ è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Ox, íî åñòü
îøèáêè â àðèôìåòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ, 6 áàëëîâ.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2x3 = (2x2 + x− 1)
√
x2 − x+ 1.

Îòâåò: 1; −1−
√
13

6
.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü t =
√
x2 − x+ 1. Òîãäà x−1 = x2−t2,

à èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 2x3 = (3x2 − t2)t.
Î÷åâèäíî, x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïî-
äåëèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà x3. Îòíîñèòåëüíî íîâîé ïåðåìåí-
íîé y = t

x
ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå y3 − 3y + 2 = 0. Çàìåòèì, ÷òî



y3 − 3y + 2 = (y − 1)2(y + 2). Ïîýòîìó y = 1 èëè y = −2. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ïîëó÷àåì

√
x2 − x+ 1 = x, îòêóäà x = 1. Âî âòîðîì ñëó÷àå

âîçíèêàåò óðàâíåíèå
√
x2 − x+ 1 = −2x, ðàâíîñèëüíîå âûïîëíå-

íèþ äâóõ ñîîòíîøåíèé:

3x2 + x− 1 = 0; x 6 0.

Ïîýòîìó íóæíî âûáðàòü îòðèöàòåëüíûé êîðåíü ïîëó÷åííîãî êâàä-
ðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü x > 0. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ íà x3. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå

√
x2 = x, ïîëó÷èì

2 = (2 +
1

x
− 1

x2
)

√
1− 1

x
+

1

x2
.

Çàìåíà t =
√

1− 1
x
+ 1

x2 (çàìåòèì, ÷òî t > 0) äà¼ò óðàâíåíèå

2 = (3− t2)t, åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êîòîðîãî t = 1.
Âîçðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé x, íàõîäèì ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü èñ-
õîäíîãî óðàâíåíèÿ x = 1.

Ïóñòü òåïåðü x < 0. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
íà x3. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå

√
x2 = −x, ïîëó÷èì

2 = −(2 +
1

x
− 1

x2
)

√
1− 1

x
+

1

x2
.

Çàìåíà t =
√

1− 1
x
+ 1

x2 (çàìåòèì, ÷òî t > 0) äà¼ò óðàâíåíèå

2 = −(3 − t2)t, åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êîòîðîãî
t = 2. Âîçðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé x, íàõîäèì îòðèöàòåëüíûé êî-
ðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ. Åñëè ïðîñòî óãà-
äàí êîðåíü x = 1, 1 áàëë. Åñëè íàéäåí êîðåíü x = 1 (òàê, êàê ýòî
ïîêàçàíî âî 2-ì ñïîñîáå ðåøåíèÿ) è ïîòåðÿí îòðèöàòåëüíûé êî-
ðåíü (èç-çà òîãî, ÷òî íåÿâíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî x > 0), 4 áàëëà.

4. 20 øàðèêîâ îäèíàêîâîé ìàññû ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè
äâèãàþòñÿ ïî æ¼ëîáó ïî íàïðàâëåíèþ ê ìåòàëëè÷åñêîé ñòåíêå. Íà-
âñòðå÷ó èì ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ äâèãàþòñÿ 16 øàðèêîâ òîé æå
ìàññû. Ïðè ñòîëêíîâåíèè äâóõ øàðèêîâ îíè ðàçëåòàþòñÿ ñ òîé æå
ñêîðîñòüþ. Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñî ñòåíêîé øàðèê îòñêàêèâàåò îò
íå¼ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ. (Øàðèêè äâèãàþòñÿ òîëüêî ïî æ¼ëîáó).
Ñêîëüêî áóäåò ñîóäàðåíèé øàðèêîâ ìåæäó ñîáîé?

Îòâåò: 510.
Ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçíà÷àëüíî ó êàæäîãî øàðèêà,

äâèãàþùåãîñÿ ê ñòåíêå, êðàñíûé ôëàæîê, à ó îñòàëüíûõ øàðèêîâ
ñèíèå ôëàæêè. Ïðåäñòàâèì, ÷òî ïðè ñòîëêíîâåíèè øàðèêè îáìå-
íèâàþòñÿ ôëàæêàìè. Òîãäà êàæäûé ñèíèé ôëàæîê äâèãàåòñÿ ñ



ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ â îäíîì íàïðàâëåíèè (îò ñòåíêè), à êàæäûé
êðàñíûé äîëåòàåò äî ñòåíêè, ïîñëå ÷åãî ëåòèò â ïðîòèâîïîëîæíîì
íàïðàâëåíèè. Êîëè÷åñòâî ñîóäàðåíèé øàðèêîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó
îáìåíîâ ôëàæêàìè. Êàæäûé êðàñíûé ôëàæîê îäèí ðàç ïîìåíÿ-
åòñÿ ñ êàæäûì ñèíèì. Ëþáûå äâà êðàñíûõ ôëàæêà òàêæå åäè-
íîæäû ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî îáìåíîâ ðàâíî
20 · 16 + 20·19

2
= 510.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ.



Многопрофильная инженерная олимпиада «Звезда» 

«Естественные науки» 

Задачи по физике. 

2015/16уч.г. 

Задача №1 (10 баллов) 

Камень брошен с поверхности Земли под углом О60  к горизонту с начальной скоростью 

смv /10
0
 . Определить радиус кривизны траектории в конечной точке полета. 

Ускорение свободного падения 2/10 смg  . 

Решение: 

Конечная скорость камня равна его начальной скорости:    (3 балла) 

 

Центростремительное ускорение в конечной точке полета: 

2/560cos смga О

Ц
          (4 балла) 

Радиус кривизны траектории в конечной точке полета: 

м
a

v
R

Ц

20
5

1022

           (3 балла) 

 

Задача №2 (10 баллов) 

В вертикальном сосуде с прямыми стенками закрытом поршнем находится вода. Её 

высота ммh 2 . Воздуха в сосуде нет. На какую высоту необходимо поднять поршень, 

для того чтобы вся вода испарилась. Плотность воды 3/1000 мкг , молярная масса 

водяного пара молькгM /018,0 , давление насыщенного водяного пара при 



температуре CT 050  равно Паp 12300 . Температура воды и пара поддерживается 

постоянной. 

Решение: 

Масса воды в сосуде: 

Shm  , где S  – площадь основания сосуда.      (2 балла) 

Уравнение состояния идеального газа для водяного пара: 

RT
M

m
pV  ,           (2 балла) 

где объем занимаемый паром )( xhSV  .      (2 балла) 

В результате получаем: 

RT
M

Sh
xhpS


 )(           (2 балла) 

Окончательный ответ: 

мh
Mp

hRT
x 2,24002,0

12300018,0

32331,8002,01000








     (2 балла) 

 

Задача №3 (15 баллов) 

Имеется источник тока с внутренним сопротивлением Омr 20 . Какое внешнее 

сопротивление нужно подключить к источнику, чтобы мощность, выделяющаяся на 

внешнем сопротивлении, отличалась от максимально возможной на %25 ? 

Решение: 

Мощность тока: 

R
rR

RIP

2

2













          (2 балла) 

Она будет максимальной при rR  , т.е.: 

80
20

2020

222
























 R

rR
P

MAX
       (5 баллов) 

Мощность, о которой идет речь, отличается на %25 , т.е. 
80

75,0
2

P .  (2 балла) 

Получаем: 



R
R

22

2080
75,0 













          (3 балла) 

Получили квадратное уравнение, корнями которого являются: 

ОмR 7,6
1
  

ОмR 60
2
             (3 балла) 

 

Задача №4 (15 баллов) 

Прямоугольный равнобедренный треугольник располагается недалеко от собирающей 

линзы таким образом, что вершина прямого угла совпадает с двойным фокусом линзы, а 

один из катетов перпендикулярен главной оптической оси. Известно, что площадь 

треугольника 28 см , а площадь изображения ровно в два раза меньше. Определить 

фокусное расстояние линзы. 

Решение: 

Площадь треугольника: 

ACABS 
2

1
, отсюда смBCAB 4        (3 балла) 

Можно сделать вывод, что исходный треугольник, его изображение и линза 

располагаются следующим образом:       (3 балла) 

 

Точка A  в двойном фокусе, следовательно, смACCA 4
11

    (2 балла) 

Площадь треугольника 111 CBA : 

1111
2

1
2

1
4

2

1
CABAсмSS   

Получаем, что смBA 211           (2 балла) 

Формула тонкой линзы для точки B  и её изображения: 

22

1

42

11







FFF
          (3 балла) 



Решая это уравнение, получаем, что: смF 4       (2 балла) 

 

!!!Если задача решена правильно, то за отсутствие рисунка баллы не снижать!!! 






