
Þæíî-Óðàëüñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
ïî ìàòåìàòèêå

11 êëàññ

19 ôåâðàëÿ 2012 ã.

1. Çà 18 äíåé áðóñîê ìûëà óìåíüøèëñÿ íà 50% ïî âûñîòå, íà 30% ïî äëèíå
è íà 20% ïî øèðèíå. Íà ñêîëüêî åù¼ äíåé åãî õâàòèò, åñëè êàæäûé äåíü ðàñ-
õîäóåòñÿ îäèí è òîò æå îáú¼ì ìûëà?

Îòâåò: íà 7 äíåé.
Ðåøåíèå. Çà 18 äíåé îò áðóñêà ìûëà îñòàíåòñÿ 0,5 · 0,7 · 0,8 · 100% = 28%.

Çíà÷èò, âñåãî èçðàñõîäóåòñÿ 72%, à çà îäèí äåíü òðàòèòñÿ 4% îò èñõîäíîãî
áðóñêà. Îòñþäà è ïîëó÷àåòñÿ îòâåò.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 10 á.

2. Äâà âåëîñèïåäèñòà â ïîëäåíü âûåõàëè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó èç ïóíêòîâ A
è B è âñòðåòèëèñü ÷åðåç ÷àñ. Ïðèáûâ â B è A ñîîòâåòñòâåííî, îíè ñðàçó æå ïî-
âåðíóëè íàçàä, ïîñëå ÷åãî âñòðåòèëèñü âíîâü. Êîãäà ýòî ïðîèçîøëî? (Êàæäûé
èç âåëîñèïåäèñòîâ äâèãàëñÿ ñî ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ).

Îòâåò: â 15.00.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóíêòàìè ðàâíî s, òîãäà ê ìîìåíòó

ïåðâîé âñòðå÷è âåëîñèïåäèñòû ñîâìåñòíî ïðîåõàëè ðàññòîÿíèå s, à ê ìîìåíòó
âòîðîé âñòðå÷è � ðàññòîÿíèå 3s. Ïîýòîìó ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò ïîëäíÿ äî
âòîðîé âñòðå÷è âòðîå äëèííåå ïðîìåæóòêà âðåìåíè îò ïîëäíÿ äî ïåðâîé âñòðå-
÷è.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 11 á.

3. Îòëè÷íèöà Àíÿ âû÷èñëèëà ïðîèçâåäåíèå 1 · 2 · 3 · . . . · 30 · 31 è çàïèñàëà
ðåçóëüòàò íà äîñêå. Õóëèãàí Âàñÿ ñò¼ð äâå öèôðû. Ïîëó÷èëàñü çàïèñü (â íåé
ñò¼ðòûå öèôðû çàìåíåíû çâ¼çäî÷êàìè): 822283865417∗92281772556288∗000000.
Âîññòàíîâèòå ýòè öèôðû.

Îòâåò: 7 è 0.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó â ÷èñëå 31! åñòü ìíîæèòåëè 5, 10, 15, 20, 25 è 30, ýòî

÷èñëî äåëèòñÿ íà 57. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî äåëèòñÿ è íà 27. Çíà÷èò, íàøå ÷èñëî
äåëèòñÿ íà 107 è îêàí÷èâàåòñÿ íà 7 íóëåé. Èòàê, âòîðàÿ èç ñò¼ðòûõ öèôð �
íîëü. Îñòàâøóþñÿ ñò¼ðòóþ öèôðó ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ïðèçíàê äåëèìîñòè
íà 9 (èëè íà 11).

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 12 á.
Åñëè íàéäåí òîëüêî íîëü � 6 á.
Åñëè íàéäåí íîëü è èñïîëüçîâàí ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 9 (èëè 11), íî â

ðåçóëüòàòå àðèôìåòè÷åñêèõ îøèáîê ïîëó÷åíà íåâåðíàÿ âòîðàÿ öèôðà, òî 9 á.
Åñëè ñôîðìóëèðîâàí ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 9, è íàéäåíà ñóììà ñò¼ðòûõ

öèôð, òî 3 á.
Åñëè êòî-òî èç ó÷àñòíèêîâ íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèò 31!, ïðèâåäÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ â ðàáîòå, è íèãäå íå îøèá¼òñÿ, òî çà òàêîé ïîäâèã îí òàêæå çàñëóæèâàåò
12 á.
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4. Èìååòñÿ 10 ãèðü. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììàðíûé âåñ ëþáûõ ÷åòûð¼õ ãèðü áîëü-
øå ñóììàðíîãî âåñà ëþáûõ òð¼õ èç îñòàâøèõñÿ ãèðü. Âåðíî ëè, ÷òî ñóììàðíûé
âåñ ëþáûõ òð¼õ ãèðü áîëüøå ñóììàðíîãî âåñà ëþáûõ äâóõ èç îñòàâøèõñÿ ãèðü?

Îòâåò: âåðíî.
Ðåøåíèå. Ïóñòü âåñà ãèðü x1 6 x2 6 . . . 6 x10. Ïî óñëîâèþ,

x1 + x2 + x3 + x4 > x8 + x9 + x10. (1)

Äîêàæåì, ÷òî x1 + x2 + x3 > x9 + x10. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, ò. å.
x1 + x2 + x3 6 x9 + x10, òî ñëîæèâ ýòî íåðàâåíñòâî ñ íåðàâåíñòâîì x4 6 x8,
ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì (1).

Èòàê, ñóììàðíûé âåñ òð¼õ ñàìûõ ë¼ãêèõ ãèðü áîëüøå ñóììàðíîãî âåñà äâóõ
ñàìûõ òÿæ¼ëûõ ãèðü. Çíà÷èò, ñóììàðíûé âåñ ëþáûõ òð¼õ ãèðü áîëüøå ñóììàð-
íîãî âåñà ëþáûõ äâóõ èç îñòàâøèõñÿ ãèðü.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 13 á.

5. Ïî ïðîèçâîëüíîìó òðåóãîëüíèêó KLM ïîñòðîèëè øåñòü êâàäðàòîâ (A,
B, C, D, E, F ) òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé êâàäðàòîâ A, B è C â òðè ðàçà áîëüøå ñóììû
ïëîùàäåé êâàäðàòîâ D, E è F .

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíû êâàäðàòîâ A, B, C, D, E, F ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
a, b, c, d, e, f ; ∠LKM = α, ∠KML = β, ∠MLK = γ.

Ïðèìåíèì òåîðåìó êîñèíóñîâ êî âñåì òðåóãîëüíèêàì íà ðèñ., ïðè÷¼ì ê òðå-
óãîëüíèêó KLM òðèæäû (ïðè ýòîì ó÷èòûâàåì, ÷òî cos(180◦ − α) = − cosα):

a2 = f 2 + e2 + 2fe cosα, b2 = e2 + d2 + 2ed cos β, c2 = d2 + f 2 + 2df cos γ,

d2 = f 2 + e2 − 2fe cosα, f 2 = e2 + d2 − 2ed cos β, e2 = d2 + f 2 − 2df cos γ.

Ïîñëå ñëîæåíèÿ øåñòè ðàâåíñòâ è î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

a2 + b2 + c2 = 3(d2 + e2 + f 2),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 14 á.
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6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî (x− 4)8 + (x− 2)8 6 256.
Îòâåò: [2; 4].
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f = (x−4)8+(x−2)8. Ñ ïîìîùüþ

ïðîèçâîäíîé íàéä¼ì ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ýòîé ôóíêöèè.

f ′(x) = 8(x−4)7+8(x−2)7 = 0 ⇐⇒ (x−4)7 = −(x−2)7 ⇐⇒ x−4 = 2−x ⇐⇒ x = 3.

f ′(x) > 0 ⇐⇒ x > 3; f ′(x) < 0 ⇐⇒ x < 3.

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå (−∞; 3] è âîçðàñòàåò íà ïðîìå-
æóòêå [3; +∞). Çàìåòèâ, ÷òî f(2) = f(4) = 256, ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî íà îòðåçêå
[2; 4] íåðàâåíñòâî f(x) 6 256 âûïîëíÿåòñÿ, à âíå ýòîãî îòðåçêà f(x) > 256.

Ìîæíî áûëî òàêæå èñïîëüçîâàòü âûïóêëîñòü ôóíêöèè f(x).
Âòîðîå ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå(

x− 4

2

)8

+

(
x− 2

2

)8

6 1. (1)

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ∣∣∣∣x− 4

2

∣∣∣∣ 6 1;

∣∣∣∣x− 2

2

∣∣∣∣ 6 1. (2)

Ðåøèâ ñîâìåñòíî ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

2 6 x 6 4. (3)

Èòàê, óñëîâèå (3) íåîáõîäèìî äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (1). Ïîêàæåì, ÷òî
îíî è äîñòàòî÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (2) è (3) èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ(

x− 4

2

)8

+

(
x− 2

2

)8

6
∣∣∣∣x− 4

2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣x− 2

2

∣∣∣∣ = 4− x

2
+

x− 2

2
= 1.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 13 á. Åñëè ëèøü ïîêàçàíî, ÷òî íåðàâåíñòâî
íå âûïîëíÿåòñÿ âíå îòðåçêà [2; 4], òî 3 á.

7. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
2x + 2y = 5− 2x;
2x+y = x2 − 5x+ 4.

Îòâåò: x = 0, y = 2.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî 5 − 2x > 0 è x2 − 5x + 4 > 0.

Îòñþäà x < 1. Îáîçíà÷èì a = 2x, b = 2y. Òîãäà

a+ b = 5− 2x; ab = x2 − 5x+ 4;

a(5− 2x− a) = x2 − 5x+ 4; a2 + 2ax− 5a+ x2 − 5x+ 4 = 0;(
a+ x− 5

2

)2

=
9

4
. (∗)
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Ïîñêîëüêó x < 1, èìååì a < 2 è a + x − 5
2
< 1

2
. Ïîýòîìó èç (∗) ïîëó÷àåì

2x + x− 5
2
= −3

2
, èëè

2x + x = 1.

ßñíî, ÷òî 0 � êîðåíü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, à äðóãèõ êîðíåé íåò èç-çà òîãî,
÷òî ôóíêöèÿ, çàïèñàííàÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé.

Äàëåå íàõîäèì a = 1, b = 4, y = 2.
Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 13 á.
Åñëè ó÷àñòíèê îëèìïèàäû ñâ¼ë çàäà÷ó ê òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâíåíèþ îò

îäíîé ïåðåìåííîé, â êîòîðîì óãàäàë êîðåíü, íî ïðè ýòîì íå îáîñíîâàë îòñóò-
ñòâèå äðóãèõ êîðíåé (ññûëêîé íà ìîíîòîííîñòü èëè ãðàôèêè), òî 9 á.

Ïðîñòî óãàäàí îòâåò � 2 á.

8. ×åòûðå ñôåðû ðàäèóñîì a âïèñàíû âî âñå òð¼õãðàííûå óãëû òåòðàýäðà
è êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì îäíîé è òîé æå ñôåðû ðàäèóñîì b. Íàéäèòå ðà-
äèóñ ñôåðû, îïèñàííîé âîêðóã òåòðàýäðà, åñëè ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî ñôåðû
ðàâåí r.

Îòâåò:
(a+ b)r

r − a
.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òåòðàýäð T ñ âåðøèíàìè â öåíòðàõ ÷åòûð¼õ ñôåð.
Îí ïîäîáåí èñõîäíîìó òåòðàýäðó (òàê êàê èõ ãðàíè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàë-

ëåëüíû), à öåíòðû âïèñàííûõ â íèõ ñôåð ñîâïàäàþò (ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ãðàíÿìè ýòèõ òåòðàýäðîâ ðàâíû îäíîé è òîé æå âåëè-
÷èíå a, è òî÷êà, ðàâíîóäàë¼ííàÿ îò ãðàíåé èñõîäíîãî òåòðàýäðà, áóäåò íàõîäèòü-
ñÿ íà îäèíàêîâûõ ðàññòîÿíèÿõ è îò ãðàíåé òåòðàýäðà T ). Ðàäèóñ âïèñàííîé â
T ñôåðû ðàâåí r − a, à îïèñàííîé � a + b (öåíòð ñôåðû ðàäèóñîì b íàõîäèò-
ñÿ íà ðàññòîÿíèè a + b îò êàæäîé âåðøèíû òåòðàýäðà T ). Èç ïîäîáèÿ èìååì:
R

a+ b
=

r

r − a
, ãäå R � èñêîìûé ðàäèóñ îïèñàííîé ñôåðû.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 14 á.
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