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9 класс. Первый вариант

1. В компании «Арксинус» 225 акционеров. Акции между ними распределены так,
что любые 140 акционеров вместе владеют по крайней мере половиной всех акций. Какой
наибольший процент акций может иметь один акционер?

Ответ: 20%.

Решение. Обозначим за x процент акций у самого крупного акционера. Тогда у остав-
шихся акционеров 100−x процентов акций. Выберем среди них 140 акционеров, имеющих
наименьшие количество акций. Тогда у них вместе будет не более чем (100−x)140

224
= 5(100−x)

8

процентов акций. По условию это не меньше 50%. Следовательно, 5(100−x)
8

> 50 и, значит,
x 6 20.

Если у одного акционера 20% акций, а у оставшихся 224 акционеров поровну акций
(т. е. по 5

14
% акций), то у любых 140 акционеров, очевидно, будет хотя бы половина акций.

2. Найдите все вещественные числа a, для которых оба корня уравнения a2x2 − ax +
1 − 7a2 = 0 являются целыми числами.

Ответ: ±1, ±1/2, ±1/3.

Решение. Если a = 0, то уравнение не имеет корней. Пусть a = 1/k, где k — ненулевое
вещественное число. Домножим уравнение на k2, оно примет вид x2−kx+(k2−7) = 0. По
теореме Виета k является суммой корней уравнения, и, значит, должно быть целым чис-
лом. Кроме того, дискриминант k2 −4(k2 −7) = 28−3k2 должен быть точным квадратом.
Он неотрицателен только при k = ±1, ±2 и ±3. Несложно видеть, что для таких k он бу-
дет точным квадратом. Поскольку дискриминант и число k одной четности, из формулы
для корней квадратного уравнения видно, что в указанных случаях корни будут целыми
числами (что, впрочем, несложно проверить и непосредственным вычислением).

3. Докажите, что при всех натуральных n > 3 имеет место неравенство
22n+1(n!)2 < (2n + 1)!. (Как обычно, n! обозначает произведение всех натуральных чи-
сел, не превосходящих n. Например, 4! = 1 · 2 · 3 · 4.)

Первое решение. Заметим, что

(2n + 1)! = 1 · 3 · 5 · 7 · . . . · (2n + 1) · 2 · 4 · 6 · . . . · (2n) =

= 1 · 3 · 5 · 7 · . . . · (2n + 1) · 2n · 1 · 2 · 3 · . . . · n =

= 2nn! · 1 · 3 · 5 · 7 · . . . · (2n + 1).

Таким образом, осталось доказать, что

2n+1n! < 1 · 3 · 5 · 7 · . . . · (2n + 1).

Это следует из цепочки неравенств

1 · 3 · 5 · 7 · 9 · 11 · . . . · (2n + 1) = 105 · 9 · 11 · . . . · (2n + 1) >

> 105 · 8 · 10 · . . . · (2n) = 105 · 2n−3 · 4 · 5 · . . . · n >

> 96 · 2n−3 · 4 · 5 · . . . · n = 2n+1n!.

Второе решение. Докажем неравенство по индукции. База n = 3:

27(3!)2 = 4608 < 5040 = 7!.
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Переход от n к n + 1. Заметим, что

22(n+1)+1
(

(n + 1)!
)2

= 22n+3(n + 1)2(n!)2 = (2n + 2)222n+1(n!)2.

Последнее по индукционному предположению меньше, чем

(2n + 2)2(2n + 1)! < (2n + 3)(2n + 2)(2n + 1)! = (2n + 3)!.

4. На стороне AB выпуклого четырехугольника ABCD построен квадрат ABEF так,
что точки C, D, E и F лежат по одну сторону от прямой AB. Известно, что AB =
BC, AD = DC и ∠ADC = 90◦. Докажите, что точки C, D и E лежат на одной прямой.

A B

C

D

EF
Первое решение. Треугольники ADB и CDB равны по трем

сторонам. Следовательно, ∠ADB = ∠CDB = 45◦. Таким образом,
в четырехугольнике ADEB углы ∠ADB и ∠AEB равны, поэтому
он вписанный. Тогда сумма его противоположных углов равна 180◦.
Стало быть, ∠ADE = 180◦ − ∠ABE = 90◦. Следовательно, ∠ADE =
90◦ = ∠ADC и, значит, точки C, D и E лежат на одной прямой.

A B

C

D

E

F K
Второе решение. Пусть K — точка пересечения прямых CD

и BE. Заметим, что ∠BKC = 180◦ − ∠DKE = ∠DAB, поскольку
∠ABK = ∠ADK = 90◦. Треугольники ADB и CDB равны по трем
сторонам, поэтому ∠DCB = ∠DAB = ∠BKC. Следовательно, тре-
угольник CBK равнобедренный, откуда BK = BC = AB = BE, а
знаичт точки K и E совпадают.

5. В клетках таблицы 12×12 так расставлены числа от 1 до 144, что отличающиеся
на 1 числа расположены в клетках, имеющих общую сторону. Какова наименьшая воз-
можная сумма чисел, стоящих на диагонали таблицы, идущей из левого верхнего угла
в правый нижний?

Ответ: 204.

Решение. Раскрасим доску в черный и белый цвета в шахматном порядке так, что
интересующая нас диагональ будет черного цвета. Если мы поставим фишку на клетку с
единицей, а затем будем передвигать ее с клетки с номером k на клетку с номером k+1, то
мы получим обход доски, где каждый ход фишка перемещается на соседнюю по стороне
клетку, причем на каждой клетке она побывает ровно один раз.

Рассмотрим самое больше число, стоящее на диагонали. Клетка, в которой оно распо-
ложено, будет последним пересечением фишки с диагональю и, значит, к этому моменту
фишка уже обойдет все клетки с одной стороны от диагонали (не умаляя общности —
под диагональю). Тогда над диагональю останутся непосещенными не более 61 клетки.
Действительно, цвета клеток, посещенных фишкой, чередуются, а над диагональю всего
72−12

2
= 30 черных клеток, значит, там останется не более 31 непосещенной белой клетки.

Следовательно, самое большое число на диагонали не меньше 144 − 61 = 83. Остальные
числа на диагонали одной четности и, значит, их сумма не меньше 1+3+5+7+. . .+21 = 121.
Таким образом, сумма всех чисел на диагонали по крайней мере 83 + 121 = 204.

Покажем, что сумма 204 возможна. Обход доски фишкой показан на рисунке пунктир-
ной линией.
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6. Натуральные числа a и b таковы, что a > b > 1. Число 6ab + 1 делится на a + b, а
число 6ab − 1 делится на a − b. Докажите, что 5a2 < 11b2.

Решение. Если d — наибольший общий делитель чисел a и b, то число 6ab+1 делится
на d, ибо оно делится на a + b. Но поскольку 6ab также делится на d, мы получаем, что
d = 1 и, значит, числа a и b взаимно просты.

Пусть d1 — наибольший общий делитель чисел a + b и a − b. Тогда d1 нечетно, так
как нечетное число 6ab + 1 делится на a + b, а значит, и на d1. Заметим далее, что 2a =
(a + b) + (a− b) делится на d1 и 2b = (a + b)− (a− b) делится на d1. Поскольку d1 нечетно,
взаимно простые числа a и b делятся на d1. Стало быть, d1 = 1, и числа a+ b и a− b также
взаимно просты.

Из условия следует, что 6b2 − 1 = 6b(a + b) − (6ab + 1) делится на a + b и 6b2 − 1 =
(6ab − 1) − 6b(a − b) делится на a − b. Следовательно, 6b2 − 1 делится и на a2 − b2. Тогда
6b2−1 = k(a2− b2). Случай k = 1 невозможен, поскольку тогда a2 +1 = 7b2 делится на 7, а
квадраты не могут давать остаток 6 при делении на 7 (проверяется перебором остатков).
Случаи k = 2, k = 3 и k = 4 невозможны, поскольку 6b2 − 1 не делится ни на 2, ни на 3.
Стало быть, k > 5. Таким образом, 6b2 − 1 > 5(a2 − b2) и, значит, 11b2 > 5a2 + 1 > 5a2.
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9 класс. Второй вариант

1. В компании «Котангенс» 325 акционеров. Акции между ними распределены так,
что любые 145 акционеров вместе владеют не более чем половиной всех акций. Какой
наибольший процент акций может иметь один акционер?

Ответ: 10%.

Решение. Обозначим за x процент акций у самого крупного акционера. Тогда у остав-
шихся акционеров 100−x процентов акций. Выберем среди них 144 акционера, у которых
наибольшее количество акций. Тогда вместе они имеют не менее (100 − x)144

324
= 4(100−x)

9

процентов акций, а вместе с самым крупным акционером у них будет 4(100−x)
9

+x процентов
акций. По условию это составляет не более 50% от общего количества акций. Следователь-
но, 4(100−x)

9
+ x 6 50 и, значит, x 6 10.

Если у одного акционера 10% акций, а у оставшихся 324 акционеров поровну акций
(т. е. по 4

9
% акций), то у любых 145 акционеров, очевидно, будет не более половины акций.

2. Найдите все вещественные числа a, для которых оба корня уравнения a2x2 + ax +
1 − 13a2 = 0 являются целыми числами.

Ответ: ±1, ±1/3, ±1/4.

Решение. Если a = 0, то уравнение не имеет корней. Пусть a = 1/k, где k — ненулевое
вещественное число. Домножим уравнение на k2, оно примет вид x2+kx+(k2−13) = 0. По
теореме Виета k является суммой корней уравнения, и, значит, должно быть целым чис-
лом. Кроме того, дискриминант k2−4(k2−13) = 52−3k2 должен быть точным квадратом.
Он неотрицателен только при k = ±1, ±2, ±3 и ±4. Несложно видеть, что для k = ±1,
±3 и ±4 он будет точным квадратом. Поскольку дискриминант и k одной четности, из
формулы для корней квадратного уравнения видно, что в указанных случаях корни будут
целыми числами (что, впрочем, несложно проверить и непосредственным вычислением).

3. Докажите, что при всех натуральных n имеет место неравенство 33n+1(n!)3 <
(3n+2)!. (Как обычно, n! обозначает произведение всех натуральных чисел, не превосхо-
дящих n. Например, 4! = 1 · 2 · 3 · 4.)

Первое решение. Заметим, что

(3n + 1)! = 1 · 2 · 4 · 5 · 7 · 8 · . . . · (3n + 2) · 3 · 6 · 9 · . . . · (3n) =

= 1 · 2 · 4 · 5 · 7 · 8 · . . . · (3n + 2) · 3n · 1 · 2 · 3 · . . . · n =

= 3nn! · 1 · 2 · 4 · 5 · 7 · 8 · . . . · (3n + 2).

Таким образом, осталось доказать, что

32n+1(n!)2 < 1 · 2 · 4 · 5 · 7 · 8 · . . . · (3n + 2).

Это следует из цепочки неравенств

1 · 2 · 4 · 5 · 7 · 8 · . . . · (3n + 2) = 40 · 7 · 8 · 10 · 11 · . . . · (3n + 2) >

> 40 · 62 · 92 · . . . · (3n)2 = 40 · 32n−2(n!)2 >

> 27 · 32n−2(n!)2 = 32n+1(n!)2.

Второе решение. Докажем неравенство по индукции. База n = 1:

34(1!)3 = 81 < 120 = 5!.
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Переход от n к n + 1. Заметим, что

33(n+1)+1
(

(n + 1)!
)3

= 33n+4(n + 1)3(n!)3 = (3n + 3)333n+1(n!)3.

Последнее по индукционному предположению меньше, чем

(3n + 3)3(3n + 2)! < (3n + 5)(3n + 4)(3n + 3)(3n + 2)! = (3n + 5)!.

4. В прямоугольном треугольнике ABC на гипотенузу BC опущена высота AH. В
треугольники ABH и ACH вписаны окружности с центрами P и Q соответственно.
Докажите, что четырёхугольник BPQC вписанный.

A B

C

H

P

Q

ββ

Решение. Поскольку центр вписанной окружности треугольни-
ка является точкой пересечения биссектрис, ∠BHP = ∠PHA =
∠QHA = ∠CHQ = 45◦. Пусть ∠ABC = 2β. С помощью элемен-
тарного подсчета углов установим, что ∠CAH = 90◦ − ∠ACB =
∠ABC = 2β и, значит, ∠PBC = ∠QAH = β и ∠QCH = 45◦ − β. За-
метим, что треугольники AQH и BPH подобны по двум углам. Сле-
довательно, QH

PH
= AH

BH
. Тогда треугольники QPH и ABH подобны по

прямому углу и отношению сторон. Поэтому ∠HPQ = ∠HBA = 2β.
Таким образом,

∠BPQ = ∠BPH + ∠HPQ =

= (180◦ − ∠HBP − ∠PHB) + ∠HPQ =

= (180◦ − β − 45◦) + 2β = 135◦ + β.

Стало быть, ∠BPQ+∠BCQ = (135◦ +β)+(45◦−β) = 180◦ и, значит, четырехугольник
BPQC вписанный.

5. В клетках таблицы 10×10 так расставлены числа от 1 до 100, что отличающиеся
на 1 числа расположены в клетках, имеющих общую сторону. Какова наибольшая воз-
можная сумма чисел, стоящих на диагонали таблицы, идущей из левого верхнего угла
в правый нижний?

Ответ: 860.

Решение. Раскрасим доску в черный и белый цвета в шахматном порядке так, что
интересующая нас диагональ будет черного цвета. Если мы поставим фишку на клетку с
сотней, а затем будем передвигать ее с клетки с номером k на клетку с номером k − 1, то
мы получим обход доски, где каждый ход фишка перемещается на соседнюю по стороне
клетку, причем на каждой клетке она побывает ровно один раз.

Рассмотрим самое маленькое число, стоящее на диагонали. Клетка, в которой оно рас-
положено, будет последним пересечением фишки с диагональю и, значит, к этому момен-
ту фишка уже обойдет все клетки с одной стороны от диагонали (не умаляя общности
— под диагональю). Тогда над диагональю останутся непосещенными не более 41 клетки.
Действительно, цвета клеток, посещенных фишкой, чередуются, а над диагональю всего
50−10

2
= 20 черных клеток, значит, там останется не более 21 непосещенной белой клетки.

Следовательно, наименьшее число на диагонали не больше 42. Остальные числа на диа-
гонали одной четности и, значит, их сумма не больше 100 + 98 + 96 + 94 + . . . + 84 = 828.
Таким образом, сумма всех чисел на диагонали не превосходит 42 + 828 = 860.
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Покажем, что сумма 860 возможна. Обход доски фишкой показан на рисунке пунктир-
ной линией.
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6. Натуральные числа a и b таковы, что a > b > 1. Число 4ab + 1 делится на a + b, а
число 4ab − 1 делится на a − b. Докажите, что a2 < 5b2.

Решение. Если d — наибольший общий делитель чисел a и b, то число 4ab+1 делится
на d, ибо оно делится на a + b. Но поскольку 4ab также делится на d, мы получаем, что
d = 1 и, значит, числа a и b взаимно просты.

Пусть d1 — наибольший общий делитель чисел a + b и a − b. Тогда d1 нечетно, так
как нечетное число 4ab + 1 делится на a + b, а значит, и на d1. Заметим далее, что 2a =
(a + b) + (a− b) делится на d1 и 2b = (a + b)− (a− b) делится на d1. Поскольку d1 нечетно,
взаимно простые числа a и b делятся на d1. Стало быть, d1 = 1, и числа a+ b и a− b также
взаимно просты.

Из условия следует, что 4b2 − 1 = 4b(a + b) − (4ab + 1) делится на a + b и 4b2 − 1 =
(4ab − 1) − 4b(a − b) делится на a − b. Следовательно, 4b2 − 1 делится и на a2 − b2. Тогда
4b2 − 1 > a2 − b2 и, значит, 5b2 > a2 + 1 > a2.
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9 класс. Третий вариант

1. В однокруговом турнире по настольному теннису двое участников были дисква-
лифицированы после того, как каждый из них сыграл четыре матча. В результате в
турнире было проведено всего 85 матчей (включая игры дисквалифицированных участни-
ков). Сколько теннисистов, включая дисквалифицированных игроков, играло в турнире?

Ответ: 15.

Решение. Пусть в турнире играли n + 2 теннисиста. Тогда n из них сыграли между
собой 1

2
n(n − 1) матчей. Кроме того, в 7 или 8 матчах принимали участие дисквалифи-

цированные теннисисты (в зависимости от того, успели они сыграть между собой или
нет). Следовательно, либо 1

2
n(n − 1) + 7 = 85, либо 1

2
n(n − 1) + 8 = 85. Таким образом,

n2 −n−156 = 0 или n2 −n−154 = 0. Второе уравнение не имеет целочисленных решений,
а первое имеет решения n = 13 и n = −12. Значит, в турнире участвовало 13 + 2 = 15
теннисистов.

2. Решите уравнение

∣

∣|x − 1| − |x − 2|
∣

∣ +
∣

∣|x − 3| − |x − 4|
∣

∣ = 2
∣

∣|x − 5| − |x − 6|
∣

∣. (∗)

Ответ: x ∈ (−∞, 1] ∪ [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ [6,∞).

Первое решение. Пусть a < b. Рассмотрим выражение

f(x) =
∣

∣|x − a| − |x − b|
∣

∣.

Заметим, что

f(x) =











|(a − x) − (b − x)| = |a − b| = b − a при x 6 a,

|(a − x) − (x − b)| = |a + b − 2x| при a < x < b,

|(x − a) − (x − b)| = |b − a| = b − a при x > b.

Отметим еще, что выражение a+b−2x при a < x < b меньше b−a и больше a−b. Поэтому
|a + b − 2x| < b − a.

При x, не принадлежащем множеству (1, 2)∪(3, 4)∪(5, 6), левая часть (∗) равна (2−1)+
(3− 2) = 2, а правая равна 2(6− 5) = 2, то есть равенство верно. Если x ∈ (1, 2), то левая
часть (∗) равна |1+2−2x|+(3−2) = |3−x|+1 < 2, а правая равна 2(6−5) = 2, и равенство
неверно. Если x ∈ (3, 4), то левая часть (∗) равна (2 − 1) + |3 + 4 − 2x| = |7 − x| + 1 < 2, а
правая равна 2(6−5) = 2, и равенство неверно. Наконец, если x ∈ (5, 6), то левая часть (∗)
равна (2 − 1) + (4 − 3) = 2, а правая равна 2|5 + 6 − 2x| < 2, и равенство снова неверно.

Второе решение. Как и в первом решении установим формулу для f(x). Рассмотрим
далее выражение

ga(x) =
∣

∣|x − a| − |x − (a + 1)|
∣

∣− 1.

График функции ga(x) имеет вид

0

1 2 3 4 5

−1
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Поэтому графики функции g1(x) + g3(x) и 2g5(x) имеют вид

0

1 2 3 4 5 6

−1

−2

0

1 2 3 4 5 6

−1

−2

Сравним их и получиим ответ.

3. Для любых положительных чисел x и y докажите неравенство

1

(1 + x)2
+

1

(1 + y)2
>

2

x2 + y2 + 2
.

Решение. Воспользуемся неравенством 1
a

+ 1
b

> 4
a+b

, которое легко проверяется с по-
мощью домножения на знаменатели. При a = (1 + x)2 и b = (1 + y)2 мы получим

1

(1 + x)2
+

1

(1 + y)2
>

4

(1 + x)2 + (1 + y)2
=

4

2 + 2x + 2y + x2 + y2
>

>
2

4 + 2x2 + 2y2
=

2

x2 + y2 + 2
.

А последнем неравенстве мы воспользовались тем, что 2x 6 1 + x2 и 2y 6 1 + y2.

4. На стороне AC равнобедренного треугольника ABC (AB = AC) отмечена такая
точка D, что BD = BC. На стороне AB отмечена такая точка E, что EB = ED, а
на продолжении отрезка DE за точку E — такая точка F , что FD = BC. Точка G
— основание перпендикуляра, опущенного из точки F на сторону AB. Оказалось, что
GB = GF . Найдите угол ∠BAC.

Ответ: 40◦.

A

BC

D
E F

G

Решение. По условию треугольник BGF равнобедренный и прямо-
угольный. Следовательно, ∠BFG = ∠FBG = 45◦. Пусть ∠BAC = 2α.
Из равнобедренности треугольника ABC имеем ∠ABC = ∠ACB = 90◦−
α, а из равнобедренности треугольника CBD имеем ∠CDB = ∠ACB =
90◦−α. Стало быть, ∠CBD = 2α и, значит, ∠DBA = 90◦− 3α. Наконец,
из равнобедренности треугольника BED получим, что ∠BED = 6α. А
из равнобедренности треугольника BDF , что

∠DFG = ∠DFB − ∠GFB = ∠DFB − 45◦ =

= ∠DBA + ∠GBF − 45◦ = ∠DBA = 90◦ − 3α.

Поскольку угол ∠BED является внешним в треугольнике GEF имеем равенство,

6α = ∠BED = ∠EGF + ∠DFG = 90◦ + (90◦ − 3α).

Таким образом, 9α = 180◦ и, значит, α = 20◦. Стало быть, ∠BAC = 2α = 40◦.

5. Можно ли разрезать прямоугольник 750 × 2014 на составленные из 6
квадратиков 1× 1 фигурки вида, показанного на рисунке? (Фигурки можно по-
ворачивать и переворачивать.)

Ответ: нельзя.
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Решение. Разобьем прямоугольник на 375 × 1007 квадратов 2 × 2 и покрасим эти
квадраты в черный и белый цвета в шахматном порядке. Заметим, что каждая из фигурок
содержит поровну клеток черного и белого цветов. Если бы доску можно было разрезать
на такие фигурки, то на доске было бы поровну клеток черного и белого цветов. Но это
не так. Значит, требуемым способом разрезать доску нельзя.

6. a, b и c — попарно различные натуральные числа, b + c + bc делится на a, c + a + ca
делится на b, a + b + ab делится на c. Докажите, что хотя бы одно из чисел a, b, c —
не простое.

Решение. По условию b + c + bc + 1 = (b + 1)(c + 1) ≡ 1 (mod a). Поэтому

(a + 1)(b + 1)(c + 1) ≡ 1 (mod a).

Аналогичное сравнение справедливо и по модулям b и c. Следовательно,

(a + 1)(b + 1)(c + 1) − 1 = abc + ab + bc + ac + a + b + c

делится на a, b и c. Если все три эти числа простые, то abc+ab+ bc+ac+a+ b+ c делится
на abc, то есть ab+ bc+ac+a+ b+ c также делится на abc. Пусть a < b < c. Среди чисел a,
b, c нет двойки (если a = 2, то 2 является делителем нечётного числа b + c + bc), и потому
a > 3, b > 5, c > 7. Тогда

bc 6
abc

3
, ac 6

abc

5
, ab 6

abc

7
, c 6

abc

15
, b 6

abc

21
, a 6

abc

35
.

Сложим эти шесть неравенств, мы получим

ab + bc + ac + a + b + c 6 abc
(1

3
+

1

5
+

1

7
+

1

15
+

1

21
+

1

35

)

< abc,

что противоречит делимости левой части на abc.
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9 класс. Четвертый вариант

1. Имеется неограниченное число фишек шести цветов. Какое наименьшее число фи-
шек нужно расположить в ряд, чтобы для любых двух различных цветов в ряду нашлись
две соседние фишки этих цветов?

Ответ: 18 фишек.

Решение. По условию для каждого фиксированного цвета a фишка этого цвета долж-
на встретиться в паре с фишкой каждого из остальных пяти цветов. Поскольку каждая
фишка имеет не более двух соседей, фишка цвета a должна встретиться не менее трех раз.
То же самое верно и для других цветов. Стало быть, всего должно быть не менее 3 ·6 = 18
фишек. Примеров такого расположения много, приведем один из них: 123456135142645263
(цифрами обозначены цвета).

2. Пусть D — дискриминант приведенного квадратного трехчлена x2 +ax+b. Найди-
те корни трехчлена, если известно, что они различны и один из них равен D, а другой
равен 3D.

Ответ: 1/4 и 3/4.

Первое решение. Заметим, что D > 0, в противном случае трехчлен не имеет двух
различных корней. Значит, D < 3D. Тогда по формуле для корней квадратного уравнения

D =
−a −

√
D

2
и 3D =

−a +
√

D

2
.

Следовательно,

2D = 3D − D =
−a +

√
D

2
− −a −

√
D

2
=

√
D.

Таким образом, D = 1
4

и искомые корни 1
4

и 3
4
.

Несложно проверить, что трехчлен x2 − x + 3
16

имеет корни 1
4

и 3
4

и дискриминант 1
4
.

Второе решение. Заметим, что D > 0, в противном случае трехчлен не имеет двух
различных корней. По теореме Виета −a = D +3D = 4D и b = D · 3D = 3D2. По формуле
для дискриминанта имеем D = a2 − 4b = (4D)2 − 4 · 3D2 = 4D2. Таким образом, D = 1

4
и

искомые корни 1
4

и 3
4
.

Несложно проверить, что трехчлен x2 − x + 3
16

имеет корни 1
4

и 3
4

и дискриминант 1
4
.

3. Вещественные числа x и y таковы, что x2 + xy + y2 = x + y. Найдите наибольшее
возможное значение выражения x2 + y2.

Ответ: 1.

Первое решение. Действительно,

x2 + y2 = 2(x + y) − (x + y)2 = 1 − (x + y − 1)2 6 1.

Равенство реализуется, например, при x = 1 и y = 0.

Второе решение. Можно считать, что x > y. Пусть x > 1, тогда x2 +xy = x(x + y) >

x + y и, значит, x2 + xy + y2 > x + y, что противоречит условию задачи. Следовательно,
1 > x > y. Таким образом,

x2 + y2 = x + y − xy = 1 − (1 − x)(1 − y) 6 1.

Осталось заметить, что числа x = 1 и y = 0 удовлетворяют условию задачи и для них
x2 + y2 = 1.
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4. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD, в котором ∠DAC = ∠BDC = 36◦,
∠CBD = 18◦ и ∠BAC = 72◦, пересекаются в точке P . Найдите ∠APD.

Ответ: 108.

A

B

C

DK

P

Решение. Обозначим через K точку пересечения луча AC с опи-
санной окружностью треугольника ABD. В силу равенства вписан-
ных углов, опирающихся на одну дугу, ∠KBD = ∠KAD = 36◦ и
∠KDB = ∠KAB = 72◦. Поэтому прямые DC и BC содержат бис-
сектрисы треугольника KBD. Тогда и прямая KA содержит биссек-
трису угла BKD, откуда

∠AKD =
1

2
∠BKD =

1

2
(180◦ − ∠BAK − ∠KAD) = 36◦ и

∠APD = ∠KDP + ∠PKD = 72◦ + 36◦ = 108◦.

5. Каждая клетка доски 13 × 13 может быть покрашена в черный или белый цвет.
Изначально все клетки белые. Разрешается перекрасить все клетки любого прямоуголь-
ника 1× 5 (вертикально или горизонтально расположенного) в противоположный цвет
(белые – в черный, черные – в белый). Можно ли несколькими такими операциями пере-
красить в чёрный цвет все клетки?

1 2 3 4 5 1 . . .
2 3 4 5 1 2 . . .
3 4 5 1 2 3 . . .
4 5 1 2 3 4 . . .
5 1 2 3 4 5 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ответ: нельзя.

Решение. Пронумеруем клетки квадрата пятью цифрами так, чтобы клетки каждой
диагонали, идущей слева-снизу направо-вверх, были занумерованы одинаково как показа-
но на рисунке. При перекрашивании всех клеток прямоугольника 1 × 5 перекрашивается
ровно по одной клетке каждого из пяти номеров. Но клеток с номером 1 — 33 штуки,
а клеток с номером 2 — 34 штуки. Поэтому чтобы перекрасить все клетки с номером 1,
нужно перекрасить нечётное число прямоугольников, а чтобы перекрасить все клетки с
номером 2 — чётное. Стало быть, одновременно перекрасить их все не удастся.

6. Натуральные числа a и b взаимно просты и a > b > 1. Для некоторого натураль-
ного n число an − bn−1 кратно a − b. Докажите, что a 6 2b − 1.

Решение. По условию числа a и b взаимно просты, а значит, взаимно простыми будут
числа a и a − b. Заметим, что число

an−1(a − 1) = an − an−1 = (an − bn−1) − (an−1 − bn−1)

делится на a − b, поскольку на a − b делится каждая из скобок. Но тогда и число a − 1
делится на a−b. Таким образом, a−1 = k(a−b) для некоторого натурального k. Поскольку
b > 1, случай k = 1 невозможен. Поэтому k > 2 и, значит, a − 1 = k(a − b) > 2(a − b).
Следовательно, 2b − 1 > a.
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9 класс. Пятый вариант

1. В однокруговом турнире по бадминтону двое участников
были дисквалифицированы после того, как каждый из них сыг-
рал пять матчей. В результате в турнире было проведено всего
64 матчей (включая игры дисквалифицированных участников).
Сколько бадминтонистов, включая дисквалифицированных иг-
роков, играло в турнире?

Ответ: 13.
2. Решите уравнение∣∣|x−2|−2

∣∣ = ∣∣|x−3|−3
∣∣ = ∣∣|x−4|−4

∣∣ = . . . =
∣∣|x−2014|−2014

∣∣.
Ответ: x 6 2.
3. Для любых положительных чисел x и y докажите нера-

венство
1

(1 + 2x)2
+

1

(1 + 2y)2
>

1

2x2 + 2y2 + 1
.

4. На диагонали AC прямоугольника ABCD выбраны точки
K и L такие, что AK = AB и AL = AD. Точки M и N — ос-
нования перпендикуляров, опущенных на сторону AB из точек
K и L соответственно. Докажите, что AM + LN = AC.

5. Каждая клетка доски 15 × 15 может быть покрашена в
черный или белый цвет. Изначально все клетки белые. Разре-
шается перекрасить все клетки любого прямоугольника 1 × 7
(вертикально или горизонтально расположенного) в противо-
положный цвет (белые – в черный, черные – в белый). Можно
ли несколькими такими операциями перекрасить в чёрный цвет
все клетки?

Ответ: нельзя.
6. Даны натуральные числа a > b > 1. Известно, что наи-

больший общий делитель чисел a и b равен наибольшему обще-
му делителю чисел a+1 и b+1. А для некоторого натурального
n число an+2 − bn кратно a− b. Докажите, что a 6 2b− 1.
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