
�«¨¬¯¨ ¤  èª®«ì¨ª®¢ �Ǳ¡�� ¯® ¬ â¥¬ â¨ª¥.

� ª«îç¨â¥«ìë© íâ ¯. 2016/2017 ãç¥¡ë© £®¤. 10 { 11 ª« ááë.

� à¨ â 1

1. ��¥à¥«ì¥ á®áâ®¨â ¨§ 30 á¨¨å ¨ ¥ª®â®à®£® ª®«¨ç¥áâ¢  ªà áëå ¡ãá¨®ª. �§¢¥áâ®, çâ® á ¤¢ãå áâ®-

à® ®â ª �¤®© á¨¥© ¡ãá¨ª¨  å®¤ïâáï à §®æ¢¥âë¥ ¡ãá¨ª¨,   ç¥à¥§ ®¤ã ®â ª �¤®© ªà á®© |

â ª�¥ à §®æ¢¥âë¥ ¡ãá¨ª¨. �ª®«ìª® ªà áëå ¡ãá¨®ª ¬®�¥â ¡ëâì ¢ íâ®¬ ®�¥à¥«ì¥? (�ãá¨ª¨

¢ ®�¥à¥«ì¥ à á¯®«®�¥ë æ¨ª«¨ç¥áª¨, â® ¥áâì ¯®á«¥¤ïï á®á¥¤áâ¢ã¥â á ¯¥à¢®©.)

�â¢¥â: 60.

�¥è¥¨¥. �ç¥¢¨¤®, çâ® á¨¨¥ ¡ãá¨ª¨ ¢áâà¥ç îâáï ¢ ®�¥à¥«ì¥ ¯ à ¬¨, à §¤¥«¥ë¬¨ ¯® ªà ©¥©

¬¥à¥ ®¤®© ªà á®© ¡ãá¨ª®©. Ǳãáâì ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï ¡«¨� ©è¨¬¨ ¯ à ¬¨ á¨¨å ¡ãá¨®ª  å®¤¨âáï n

ªà áëå ¡ãá¨®ª. �®ª �¥¬, çâ® n = 4. �á®, çâ® n 6 4, ¯®áª®«ìªã áà¥¤ïï ¨§ ¯ïâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå

ªà áëå ¡ãá¨®ª ¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î § ¤ ç¨. Ǳà¨ n < 4 ¢®§¬®�ë âà¨ á¨âã æ¨¨:

�������, ������, �����.

� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ãá«®¢¨î ¥ ã¤®¢«¥¢®àï¥â áà¥¤ïï ªà á ï ¡ãá¨ª , ¢ ®áâ «ìëå | ¢á¥ ªà áë¥ ¡ãá¨ª¨.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯ àë á¨¨å ¡ãá¨®ª ¤®«�ë à §¤¥«ïâìáï ç¥âëàì¬ï ªà áë¬¨. �á®, çâ® â ª®¥ ®�¥-

à¥«ì¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î § ¤ ç¨. � ¥¬ ªà áëå ¡ãá¨®ª ¢¤¢®¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ á¨¨å, â® ¥áâì ¨å 60. �

2. �  âãà «ì®£® ç¨á« , ®ª ç¨¢ îé¥£®áï ¥   ®«ì, áâ¥à«¨ ®¤ã æ¨äàã. � à¥§ã«ìâ â¥ ç¨á«® ã¬¥ì-

è¨«®áì ¢ 6 à §. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ç¨á« , ¤«ï ª®â®àëå íâ® ¢®§¬®�®.

�â¢¥â: 108 ¨«¨ 12a ¯à¨ a = 1, 2, 3, 4.

�¥è¥¨¥. Ǳà¥¤áâ ¢¨¬ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® ¢ ¢¨¤¥ m+10

ka+10

k+1n, £¤¥ a | ¤¥áïâ¨ç ï æ¨äà , k,m, n |

¥®âà¨æ â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ¯à¨ç¥¬ m < 10

k
. �â¥à¥¢ æ¨äàã a, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ç¨á«® m + 10

kn. Ǳ®

ãá«®¢¨î

m+ 10

ka+ 10

k+1n = 6

(

m+ 10

kn
)

⇐⇒ 5m = 10

k
(a+ 4n).

� ¬¥â¨¬, çâ® k > 0, ¨ ç¥ m = 0 ¨ n = a = 0. �®£¤  à ¢¥áâ¢® ¯à¨¬¥â ¢¨¤ m = 10

k−1

(2a + 8n). � á¨«ã

ãá«®¢¨ï ç¨á«® m ®ª ç¨¢ ¥âáï ¥   0 ¨ ¯®â®¬ã ¥ ¤¥«¨âáï   10. � ç¨â, k = 1 ¨ m = 2a + 8n, ¯à¨ç¥¬

m < 10. Ǳ®íâ®¬ã ¢®§¬®�ë ¤¢  á«ãç ï.

1) n = 0. �®£¤  m = 2a,   ¨áå®¤®¥ ç¨á«® à ¢® 12a, £¤¥ a ∈ {1, 2, 3, 4}.
2) n = 1. �®£¤  a = 0, m = 8,   ¨áå®¤®¥ ç¨á«® à ¢® 108. �

3. � ë ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ ç¨á«  x
1

, . . . , xn. � ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï
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sinx
1

+ . . .+ sinxn

)
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osx
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+ . . .+ osxn
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.

�â¢¥â:

n2

2

.

�¥è¥¨¥. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ «î¡ëå a
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, . . . , an
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∑

k=1
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)

2

6 n

n
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a2k.

�âáî¤  ¢ á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  �®è¨
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∑
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∑
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n
∑
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2

.

� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ x
1

= . . . = xn =

π
4

. �



4. �  ®âà¥§ª¥ AB ¤«¨ë 10 ª ª   ¤¨ ¬¥âà¥ ¯®áâà®¥  ®ªàã�®áâì ω. �¥à¥§ â®çªã A ¯à®¢¥¤¥ 

ª á â¥«ì ï ª ω,   ª®â®à®© ¢ë¡à   â®çª  K. �¥à¥§ â®çªã K ¯à®¢¥¤¥  ¯àï¬ ï, ®â«¨ç ï ®â AK,

ª á îé ïáï ®ªàã�®áâ¨ ω ¢ â®çª¥ C. �ëá®â  CH âà¥ã£®«ì¨ª  ABC ¯¥à¥á¥ª ¥â ®âà¥§®ª BK ¢

â®çª¥ L. � ©¤¨â¥ ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì¨ª  CKL, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® BH : AH = 1 : 4.

�â¢¥â: 8.

O

A

B

C

K

H L

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì O | æ¥âà ω. � ¬¥â¨¬, çâ®

BH =

1

5

AB = 2, AH = 8, OH =

1

2

AB −BH = 3, CH =

√

OC2 −OH2

= 4.

Ǳàï¬®ã£®«ìë¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ BHC ¨ OAK ¯®¤®¡ë, ¯®áª®«ìªã

∠ABC =

1

2

∠AOC =

1

2

(

180

◦ − ∠AKC
)

= 90

◦ − ∠AKO = ∠AOK.

�®£¤ 

AB

AK
= 2 · AO

OK
= 2 · BH

CH
= 1,

®âªã¤  ∠ABK = 45

◦
¨ LH = BH = 2. Ǳ®íâ®¬ã

SCKL =

1

2

· CL ·AH =

1

2

· (CH − LH) ·AH =

1

2

· 2 · 8 = 8. �

5. � ª �¤®© ª«¥âª¥ è å¬ â®© ¤®áª¨ áâ®¨â ª®ì. � ª®¥  ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«® ª®¥© ¬®�® ã¡à âì á

¤®áª¨ â ª, çâ®¡ë   ¤®áª¥ ¥ ®áâ «®áì ¨ ®¤®£® ª®ï, ¡ìîé¥£® à®¢® âà¥å ¤àã£¨å ª®¥©? (�®ì ¡ì¥â

ª«¥âª¨, ®âáâ®ïé¨¥ ®â ¥£®   ®¤ã ª«¥âªã ¯® £®à¨§®â «¨ ¨ ¤¢¥ ¯® ¢¥àâ¨ª «¨ ¨«¨  ®¡®à®â.)

�â¢¥â: 8 ª®¥©.

�¥è¥¨¥ 1. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ª®ì ª®âà®«¨àã¥â ª«¥âªã ¤®áª¨, ¥á«¨ ® ¡ì¥â íâã ª«¥âªã ¨«¨ áâ®¨â

  ¥©. �®ª �¥¬ ¢ ç «¥, çâ® ¬¥¥¥ 8 ª®¥© ã¡à âì ¥ ã¤ áâáï. � ¬ ¤®áâ â®ç® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® á ª �¤®©

¯®«®¢¨ë ¤®áª¨ ¯à¨¤¥âáï áïâì ¥ ¬¥¥¥ 4 ª®¥©. � áá¬®âà¨¬ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ ¢¥àåîî ¯®«®¢¨ã ¨

®â¬¥â¨¬   ¥© è¥áâì ª®¥© â ª, ª ª ¯®ª § ®   à¨áãª¥:

n

n

m

m

NMZ Z

Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z Z Z

⊙ ⊙

(¤«ï ã¤®¡áâ¢  ®¨ ¢ë¤¥«¥ë à §ë¬ æ¢¥â®¬). � §®¢¥¬ ª«¥âª¨, ®â¬¥ç¥ë¥   à¨áãª¥ ªàã�®çª®¬, ªà â-

ë¬¨,   ®áâ «ìë¥ ª«¥âª¨ | ¯à®áâë¬¨. � §®¡ì¥¬ à¨áã®ª   ¤¢  ª¢ ¤à â  4×4 ¨ § ä¨ªá¨àã¥¬ ®¤¨ ¨§

¨å. �â®ïé¨¥ ¢ ª¢ ¤à â¥ ç¥àë¥ ª®¨ ¡ìîâ à®¢® ¯® âà¨ ª«¥âª¨. Ǳ®íâ®¬ã ¥®¡å®¤¨¬® á®¢¥àè¨âì ®¤®

¨§ ¤¢ãå ¤¥©áâ¢¨©.

1) �¡à âì ¤¢ãå ª®¥©, áâ®ïé¨å   ¯à®áâëå ª«¥âª å, ª®âà®«¨àã¥¬ëå ç¥àë¬¨ ª®ï¬¨ (¨¬¨ ¬®£ãâ ¡ëâì

¨ á ¬¨ ç¥àë¥ ª®¨).



2) �¡à âì ª®ï, áâ®ïé¥£®   ªà â®© ª«¥âª¥. � à¥§ã«ìâ â¥ ¡¥«ë© ª®ì ¨§ íâ®£® ª¢ ¤à â  ¡ã¤¥â ¡¨âì

à®¢® âà¥å ¤àã£¨å ª®¥©. � ç¨â, ¯à¨¤¥âáï ¥é¥ ã¡à âì ª®ï á ¯à®áâ®© ª«¥âª¨, ª®âà®«¨àã¥¬®© ¡¥«ë¬

ª®¥¬ (¢®§¬®�®, á ¬®£® ¡¥«®£® ª®ï).

�¥ �¥ ¤¥©áâ¢¨ï ¥®¡å®¤¨¬® ¯à®¤¥« âì ¨ ¤«ï ¤àã£®£® ª¢ ¤à â . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª �¤ë© ª¢ ¤à â ®¯à¥-

¤¥«ï¥â ¯ àã ª«¥â®ª ¢ ¢¥àå¥© ¯®«®¢¨¥ ¤®áª¨, á ª®â®àëå ã�® ã¡à âì ª®¥©. �â¨ ¯ àë ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï,

¯®áª®«ìªã ¨ª ª¨¥ ¤¢  ®â¬¥ç¥ëå ª®ï ¨§ à §ëå ª¢ ¤à â®¢ ¥ ª®âà®«¨àãîâ ®¡é¨å ª«¥â®ª. �ë¬¨

á«®¢ ¬¨, ¤¥©áâ¢¨ï á ª¢ ¤à â ¬¨ ¯à®¨§¢®¤ïâáï ¥§ ¢¨á¨¬® ¤àã£ ®â ¤àã£ . Ǳ®íâ®¬ã á ¢¥àå¥© ¯®«®¢¨ë

¤®áª¨ ¯à¨¤¥âáï ã¡à âì ¥ ¬¥¥¥ ç¥âëà¥å ª®¥©.

Ǳà¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à, ¯®ª §ë¢ îé¨©, çâ® 8 ª®¥© ¤®áâ â®ç®. �  à¨áãª¥ ®â¬¥ç¥ë ª®¨, ª®â®àëå ã�®

áïâì á ¤®áª¨. �

n n

n n

n n

n n

�¥è¥¨¥ 2. Ǳ®ª �¥¬ ¢ ç «¥, çâ® ®¡ï§ â¥«ì® ¯à¨¤¥âáï ã¡à âì ¥ ¬¥¥¥ 8 ª®¥©. �â¬¥â¨¬   ¤®áª¥

12 ª®¥© â ª, ª ª ¯®ª § ®   «¥¢®¬ à¨áãª¥:

n

n

n

n

m

m

m

m

N

N

M

M

Z Z

Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z Z

Z Z Z

⊙ ⊙

⊙ ⊙

n n

n n

n n

n n

(¤«ï ã¤®¡áâ¢  ®¨ ¢ë¤¥«¥ë à §ë¬ æ¢¥â®¬). � §®¢¥¬ ª«¥âªã ¯®«¥§®©, ¥á«¨ ®  § ïâ  ¨«¨ ¡ì¥âáï å®âï

¡ë ®¤¨¬ ç¥àë¬ ª®¥¬, ¨ ¡¥á¯®«¥§®© ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥. �á«¨ ª«¥âª  ¡ì¥âáï áà §ã ¤¢ã¬ï ç¥àë¬¨

ª®ï¬¨, ®   §ë¢ ¥âáï ª«îç¥¢®© (  «¥¢®¬ à¨áãª¥ ª«îç¥¢ë¥ ª«¥âª¨ ®â¬¥ç¥ë ªàã�®çª ¬¨). � §®¡ì¥¬

¤®áªã   ç¥âëà¥ ª¢ ¤à â  4 × 4. Ǳ®áª®«ìªã ç¥àë¥ ª®¨ ¡ìîâ à®¢® âà¨ ª«¥âª¨   ¤®áª¥, á¯à ¢¥¤«¨¢ë

¤¢  ä ªâ .

1) � ª �¤®¬ ª¢ ¤à â¥ ¥®¡å®¤¨¬® ®ç¨áâ¨âì å®âï ¡ë ®¤ã ¯®«¥§ãî ª«¥âªã.

2) �á«¨ ¢ ª ª®¬-â® ª¢ ¤à â¥ ®á¢®¡®�¤ ¥âáï à®¢® ®¤  ¯®«¥§ ï ª«¥âª , â® ®  ®¡ï§ â¥«ì® ª«îç¥¢ ï.

Ǳà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® á ¤®áª¨ ¬®�® ã¡à âì ¥ ¡®«¥¥ 7 ª®¥©. �®£¤  ¢ ª ª®¬-â® ª¢ ¤à â¥ ¡ã¤¥â áïâ à®¢®

®¤¨ ª®ì. Ǳãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ íâ® «¥¢ë© ¢¥àå¨© ª¢ ¤à â. � á¨«ã 2) ª®ì ¤®«�¥ ¡ëâì áïâ

á ª«îç¥¢®© ª«¥âª¨, ¯®á«¥ ç¥£® ¡¥«ë¥ ª®¨ ¨§ íâ®£® ª¢ ¤à â  ¡ã¤ãâ ¡¨âì à®¢® ¯® 3 ª®ï. � ç¨â, ¤«ï

ª �¤®£® ¡¥«®£® ª®ï ¯à¨¤¥âáï ®ç¨áâ¨âì ¥é¥ ¯® ®¤®© ª«¥âª¥. Ǳ® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î íâ¨ ª«¥âª¨ ¥ «¥� â

¢ «¥¢®¬ ¢¥àå¥¬ ª¢ ¤à â¥ (¨, â¥¬ á ¬ë¬, ®¨ à §«¨çë). � ç¨â, ®¤  ¨§ ª«¥â®ª ¡ã¤¥â «¥� âì ¢ «¥¢®¬

¨�¥¬ ª¢ ¤à â¥, ¤àã£ ï | ¢ ¯à ¢®¬ ¢¥àå¥¬. �ç¥¢¨¤®, çâ® ®¡¥ ®¨ ¡¥á¯®«¥§ë¥.

� á¨«ã 1) ¢ «¥¢®¬ ¢¥àå¥¬ ¨ ¢ ¯à ¢®¬ ¨�¥¬ ª¢ ¤à â å ¥áâì å®âï ¡ë ¯® ®¤®© ®ç¨é¥®© ª«¥âª¥.

Ǳ®íâ®¬ã ¢ ¯à ¢®¬ ¢¥àå¥¬ ¨ ¢ «¥¢®¬ ¨�¥¬ ª¢ ¤à â å ¡ã¤¥â ¢á¥£® ®á¢®¡®�¤¥® ¥ ¡®«¥¥ ¯ïâ¨ ª«¥â®ª.

�®£¤  ¢ ª ª®¬-â® ¨§ ª¢ ¤à â®¢ ( ¯à¨¬¥à, ¯à ¢®¬ ¢¥àå¥¬) ®ç¨é¥® ¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå ª«¥â®ª. �¤  ¨§ ¨å,

ª ª ¯®ª § ® ¢ëè¥, ¡¥á¯®«¥§ ï. � ç¨â, ¢ á¨«ã 1) ¨ 2) ¡ã¤¥â ®á¢®¡®�¤¥  ¨ ¤àã£ ï ª«¥âª , ¯à¨ç¥¬

ª«îç¥¢ ï. Ǳ®á«¥ íâ®£® ¤«ï ¡¥«ëå ª®¥©, áâ®ïé¨å ¢ ¯à ¢®¬ ¢¥àå¥¬ ª¢ ¤à â¥, ¯à¨¤¥âáï ®ç¨áâ¨âì ¥é¥ ¤¢¥

¡¥á¯®«¥§ë¥ ª«¥âª¨ | ®¤ã ¢ «¥¢®¬ ¢¥àå¥¬ ª¢ ¤à â¥, ¤àã£ãî ¢ ¯à ¢®¬ ¨�¥¬. � ¨â®£¥ ¬ë ®á¢®¡®¤¨¬

4 ¡¥á¯®«¥§ë¥ ª«¥âª¨ (®¨ à §«¨çë, ¯®áª®«ìªã «¥� â ¢ à §ëå ª¢ ¤à â å),   â ª�¥ ¢ á¨«ã 1) ¥ ¬¥¥¥

4 ¯®«¥§ëå. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥£® ¡ã¤¥â ã¤ «¥® ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ 8 ª®¥©, çâ® ¥¢®§¬®�®.

Ǳà¨¢¥¤¥¬ â¥¯¥àì ¯à¨¬¥à, ¯®ª §ë¢ îé¨©, çâ® 8 ª®¥© ¤®áâ â®ç®. �  ¯à ¢®¬ à¨áãª¥ ®â¬¥ç¥ë ª®¨,

ª®â®àëå ã�® áïâì á ¤®áª¨. �



6. �  áâ®«¥ áâ®ïâ   ®á®¢ ¨ïå âà¨ ª®ãá , ª á ïáì ¤àã£ ¤àã£ . � ¤¨ãáë ¨å ®á®¢ ¨© à ¢ë 1, 4 ¨ 4,

  ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨¥ | 4 artg

1

3

, 4 artg

9

11

¨ 4 artg

9

11

á®®â¢¥âáâ¢¥® (ã£«®¬ ¯à¨ ¢¥àè¨¥ ª®ãá 

 §ë¢ ¥âáï ã£®« ¬¥�¤ã ¥£® ®¡à §ãîé¨¬¨ ¢ ®á¥¢®¬ á¥ç¥¨¨). �  áâ®« ¯®«®�¨«¨ è à, ª á îé¨©áï

¢á¥å ª®ãá®¢. � ©¤¨â¥ à ¤¨ãá è à .

�â¢¥â:

5

3

.

P

O1 B C

O

E R

R

α

O1

O2 O3A

B
C

D

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì O
1

, O
2

, O
3

| æ¥âàë ®á®¢ ¨© ª®ãá®¢, O | æ¥âà è à , R | à ¤¨ãá è à , C |

â®çª  ª á ¨ï è à  á® áâ®«®¬, 2α ¨ 2β | ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨¥ ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® ª®ãá®¢. �  «¥¢®¬

à¨áãª¥ ¯®ª § ® á¥ç¥¨¥ ¯¥à¢®£® ª®ãá  ¯«®áª®áâìî COO
1

. � á ¨¥ è à  á ¯¥à¢ë¬ ª®ãá®¬ ®§ ç ¥â,

çâ® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà OE, ®¯ãé¥ë© ¨§ â®çª¨ O   ®¡à §ãîéãî PB, à ¢¥ R. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬

á«ãç ¥ è à ¨ ª®ãá ª á îâáï ¯«®áª®áâ¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ®¡à §ãîéãî PB ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® á¥ç¥¨î,

¨ «¥� â ¯® à §ë¥ áâ®à®ë ®â ¥¥. Ǳ®íâ®¬ã è à ª á ¥âáï ¯àï¬ëå BC ¨ BE ¢ â®çª å C ¨ E, ®âªã¤ 

OC = OE = R, BC = BE ¨ ∠BOC =

1

2

∠EOC =

π
4

− α
2

.

Ǳãáâì B ¨ D | â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ®âà¥§ª®¢ CO
1

¨ CO
2

á ®á®¢ ¨ï¬¨ ª®ãá®¢. �®£¤ 

BC = R · tg
(

π
4

− α
2

)

= R · 1− tg

α
2

1 + tg

α
2

= R · 1−
1

3

1 +

1

3

=

R

2

, CD = R · tg
(

π
4

− β
2

)

= R · 1− tg

β
2

1 + tg

β
2

=

R

10

.

�  ¯à ¢®¬ à¨áãª¥ ¯®ª § ® á¥ç¥¨¥ ª®ãá®¢ ¯«®áª®áâìî áâ®« . � ¬¥â¨¬, çâ® AO
1

= 3 ¨

(

4 +

1

10

R
)

2

= CO2

2

= AO2

2

+AC2

= AO2

2

+

(

AO
1

−BO
1

−BC
)

2

= 16 +

(

2− 1

2

R
)

2 ⇐⇒ 3R2 − 35R+ 50 = 0,

®âªã¤  R =

5

3

¨«¨ R = 10. �¥®¡å®¤¨¬®, çâ®¡ë è à ª á «áï ®¡à §ãîé¨å ª®ãá®¢,   ¥ ¨å ¯à®¤®«�¥¨© § 

¢¥àè¨ã. �â® ®§ ç ¥â, çâ® R osα 6 CO
1

¨ R osβ 6 CO
2

. Ǳ¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥ íª¢¨¢ «¥â®

R osα 6 BO
1

+BC ⇐⇒ 4

5

R 6 1 +

1

2

R ⇐⇒ R 6 10

3

,

¨ ¥¬ã ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â®«ìª® R =

5

3

. �â®à®¥ ãá«®¢¨¥ ¯à¨¢®¤¨âáï ª ¥à ¢¥áâ¢ã

20

101

R 6 4 +

1

10

R, ª®â®à®¥

¢¥à® ¤«ï R =

5

3

. �



� à¨ â 2

1. ��¥à¥«ì¥ á®áâ®¨â ¨§ 175 ¡ãá¨®ª ªà á®£®, á¨¥£® ¨ §¥«¥®£® æ¢¥â . �§¢¥áâ®, çâ® ã ª �¤®© ªà á-

®© ¡ãá¨ª¨ à §®æ¢¥âë¥ á®á¥¤¨,     «î¡®¬ ãç áâª¥ ®�¥à¥«ìï ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï §¥«ñë¬¨ ¡ãá¨ª ¬¨

¥áâì å®âï ¡ë ®¤  á¨ïï. � ª®¥  ¨¬¥ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® á¨¨å ¡ãá¨®ª ¬®�¥â ¡ëâì ¢ íâ®¬ ®�¥-

à¥«ì¥? (�ãá¨ª¨ ¢ ®�¥à¥«ì¥ à á¯®«®�¥ë æ¨ª«¨ç¥áª¨, â® ¥áâì ¯®á«¥¤ïï á®á¥¤áâ¢ã¥â á ¯¥à¢®©.)

�â¢¥â: 30.

�¥è¥¨¥ 1. Ǳ®ª �¥¬, çâ® «î¡®© ¡«®ª ¨§ è¥áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¡ãá¨®ª á®¤¥à�¨â á¨îî ¡ãá¨ªã.

�®�® áç¨â âì, çâ® ¢ ¥¬ ¥ ¡®«¥¥ ®¤®© §¥«¥®© ¡ãá¨ª¨, ¨ ç¥ ¤®ª §ë¢ âì ¥ç¥£®. �á«¨ ¡«®ª á®¤¥à�¨â

5 ªà áëå ¡ãá¨®ª, â® å®âï ¡ë 3 ¨§ ¨å ¨¤ãâ ¯®¤àï¤, ¨ áà¥¤ïï ¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î § ¤ ç¨. Ǳ®íâ®¬ã

¢ ¡«®ª¥ ¥ ¡®«¥¥ ç¥âëà¥å ªà áëå ¡ãá¨®ª ¨, § ç¨â, ¥áâì á¨ïï.

�¨ªá¨àã¥¬ ¢ ®�¥à¥«ì¥ á¨îî ¡ãá¨ªã,   ®áâ «ìë¥ à §®¡ì¥¬   29 ¡«®ª®¢ ¯® 6 ¡ãá¨®ª. Ǳ® ¤®ª § -

®¬ã ª �¤ë© ¡«®ª á®¤¥à�¨â å®âï ¡ë ®¤ã á¨îî ¡ãá¨ªã. � ç¨â, ¢á¥£® ¨å ¢ ®�¥à¥«ì¥ ¥ ¬¥¥¥ 30.

�áâ «®áì ¯à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à ®�¥à¥«ìï, ¢ ª®â®à®¬ á¨¨å ¡ãá¨®ª à®¢® 30:

������; ������; . . . ; ������ (29 à §); �. �

�¥è¥¨¥ 2. �¨ªá¨àã¥¬ ª ªãî-¨¡ã¤ì §¥«¥ãî ¨«¨ á¨îî ¡ãá¨ªã,   ®áâ «ìë¥ à §®¡ì¥¬   58 âà®¥ª,

¨¤ãé¨å ¯®¤àï¤. � �¤ ï âà®©ª  á®¤¥à�¨â ¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå ªà áëå ¡ãá¨®ª, ¨ ç¥ áà¥¤ïï ªà á ï ¡ãá¨ª 

¨¬¥«  ¡ë ®¤®æ¢¥âëå á®á¥¤¥©. Ǳ®íâ®¬ã ¢á¥£® ¢ ®�¥à¥«ì¥ ªà áëå ¡ãá¨®ª ¥ ¡®«¥¥ 2 · 58 = 116,   á¨¨å

¨ §¥«¥ëå ¡ãá¨®ª ¢¬¥áâ¥ | ¥ ¬¥¥¥ 175− 116 = 59. �ëá«¥® ã¡¥à¥¬ ¢á¥ ªà áë¥ ¡ãá¨ª¨ ¨ § ¬¥â¨¬,

çâ® á¨¨å ¡ãá¨®ª â¥¯¥àì ¥ ¬¥ìè¥ ¯®«®¢¨ë, â ª ª ª ¬¥�¤ã «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï §¥«¥ë¬¨ ¡ãá¨ª ¬¨ ¥áâì

á¨ïï. � ç¨â, á¨¨å ¡ãá¨®ª ¥ ¬¥¥¥

59

2

= 29

1

2

, â® ¥áâì ¨å ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ 30.

�áâ «®áì ¯à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à ®�¥à¥«ìï, ¢ ª®â®à®¬ á¨¨å ¡ãá¨®ª à®¢® 30:

������; ������; . . . ; ������ (29 à §); �. �

2. �  âãà «ì®£® ç¨á« , ®ª ç¨¢ îé¥£®áï ¥   ®«ì, ®¤ã ¨§ æ¨äà § ¬¥¨«¨ ã«¥¬ (¥á«¨ ®  áâ à-

è ï | ¯à®áâ® áâ¥à«¨). � à¥§ã«ìâ â¥ ç¨á«® ã¬¥ìè¨«®áì ¢ 6 à §. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ç¨á« , ¤«ï ª®â®àëå

íâ® ¢®§¬®�®.

�â¢¥â: 12a ¯à¨ a = 1, 2, 3, 4.

�¥è¥¨¥. Ǳà¥¤áâ ¢¨¬ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® ¢ ¢¨¤¥ m+10

ka+10

k+1n, £¤¥ a | ¤¥áïâ¨ç ï æ¨äà , k, m, n |

¥®âà¨æ â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ¯à¨ç¥¬ m < 10

k
. � ¬¥¨¢ æ¨äàã a ã«¥¬, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ç¨á«® m+10

k+1n.

Ǳ® ãá«®¢¨î

m+ 10

ka+ 10

k+1n = 6

(

m+ 10

k+1n
)

⇐⇒ 5m = 10

k
(a− 50n).

� ¬¥â¨¬, çâ® n = 0, ¨ ç¥ m ¡ã¤¥â ®âà¨æ â¥«ìë¬. �à®¬¥ â®£®, k > 0, ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ m = 0 ¨ a = 0.

�®£¤  à ¢¥áâ¢® ¯à¥®¡à §ã¥âáï ª ¢¨¤ã m = 2a · 10k−1

. � á¨«ã ãá«®¢¨ï ç¨á«® m ®ª ç¨¢ ¥âáï ¥   0 ¨

¯®â®¬ã ¥ ¤¥«¨âáï   10. � ç¨â, k = 1, m = 2a,   ¨áå®¤®¥ ç¨á«® à ¢® 12a. � ª ª ª m < 10, æ¨äà  a

¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï 1, 2, 3, 4. �

3. � ë ç¨á«  x
1

, . . . , xn ¨§ ¯à®¬¥�ãâª 

[

0, π
2

]

. � ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï

A =

(
√

sinx
1

+ . . .+
√

sinxn

)

·
(√

osx
1

+ . . .+
√
osxn

)

.

�â¢¥â:

n2√
2

.

�¥è¥¨¥. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ «î¡ëå a
1

, . . . , an

( n
∑

k=1

ak

)

4

6

(

n

n
∑

k=1

a2k

)

2

6 n3
n
∑

k=1

a4k.



�âáî¤  ¢ á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  �®è¨

A2 6
1

2

(

( n
∑

k=1

√

sinxk

)

4

+

( n
∑

k=1

√
osxk

)

4

)

6
n3

2

( n
∑

k=1

sin

2 xk +

n
∑

k=1

os

2 xk

)

=

n4

2

.

Ǳ®íâ®¬ã A 6 n2√
2

. � ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ x
1

= . . . = xn =

π
4

. �

4. �  ¯àï¬®ã£®«ìë© âà¥ã£®«ì¨ª ABC á ¯àï¬ë¬ ã£«®¬ C. �  ¥£® ª â¥â¥ BC ¤«¨ë 26 ª ª  

¤¨ ¬¥âà¥ ¯®áâà®¥  ®ªàã�®áâì. �§ â®çª¨ A ª íâ®© ®ªàã�®áâ¨ ¯à®¢¥¤¥  ª á â¥«ì ï AP , ®â-

«¨ç ï ®â AC. Ǳ¥à¯¥¤¨ªã«ïà PH, ®¯ãé¥ë©   ®âà¥§®ª BC, ¯¥à¥á¥ª ¥â ®âà¥§®ª AB ¢ â®çª¥ Q.

� ©¤¨â¥ ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì¨ª  BPQ, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® BH : CH = 4 : 9.

�â¢¥â: 24.

O

A

B

C

PH
Q

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì O | æ¥âà ω. � ¬¥â¨¬, çâ®

BH =

4

13

BC = 8, CH = 18, OH =

1

2

BC −BH = 5, PH =

√

OP 2 −OH2

= 12.

Ǳàï¬®ã£®«ìë¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ BHP ¨ OCA ¯®¤®¡ë, ¯®áª®«ìªã

∠CBP =

1

2

∠COP =

1

2

(

180

◦ − ∠CAP
)

= 90

◦ − ∠CAO = ∠COA.

�®£¤ 

AC

BC
=

1

2

· AC
OC

=

1

2

· PH

BH
=

3

4

.

�§ ¯®¤®¡¨ï âà¥ã£®«ì¨ª®¢ BHQ ¨ BCA ¬ë ¯®«ãç ¥¬ QH =

3

4

BH = 6. Ǳ®íâ®¬ã

SBPQ =

1

2

· PQ ·BH =

1

2

· (PH −QH) · BH =

1

2

· 6 · 8 = 24. �

5. � ª �¤®© ª«¥âª¥ è å¬ â®© ¤®áª¨ áâ®¨â ª®ì. � ª®¥  ¨¬¥ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ª®¥© ¬®�® ã¡à âì

á ¤®áª¨ â ª, çâ®¡ë   ¤®áª¥ ¥ ®áâ «®áì ¨ ®¤®£® ª®ï, ¡ìîé¥£® à®¢® ç¥âëà¥å ¤àã£¨å ª®¥©? (�®ì

¡ì¥â ª«¥âª¨, ®âáâ®ïé¨¥ ®â ¥£®   ®¤ã ª«¥âªã ¯® £®à¨§®â «¨ ¨ ¤¢¥ ¯® ¢¥àâ¨ª «¨ ¨«¨  ®¡®à®â.)

�â¢¥â: 8 ª®¥©.

�¥è¥¨¥. Ǳ®ª �¥¬ ¢ ç «¥, çâ® áïâì ¯à¨¤¥âáï ¥ ¬¥¥¥ 8 ª®¥©. �  «¥¢®¬ à¨áãª¥ ®â¬¥ç¥ë ¢á¥

ª®¨, ª®â®àë¥ ¡ìîâ à®¢® 4 ª«¥âª¨ ¤®áª¨ (¤«ï ã¤®¡áâ¢  ®¨ ¢ë¤¥«¥ë à §ë¬¨ æ¢¥â ¬¨). � §®¢¥¬ â ª¨å

ª®¥© ¯«®å¨¬¨. �â®¡ë ª®ì ¯¥à¥áâ « ¡¨âì ç¥âëà¥å ¤àã£¨å, ã�® ã¡à âì á ¤®áª¨ «¨¡® íâ®£® ª®ï, «¨¡®

®¤®£® ¨§ â¥å, ª®£® ® ¡ì¥â. Ǳ®ª �¥¬, çâ® ¤ �¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¨§¡ ¢¨âìáï ®â ¯«®å¨å ç¥àëå ª®¥©,

¯à¨¤¥âáï ®á¢®¡®¤¨âì ¥ ¬¥¥¥ 8 ª«¥â®ª. �  áà¥¤¥¬ à¨áãª¥ ªàã�®çª ¬¨ ®â¬¥ç¥ë ª«¥âª¨,  å®¤ïé¨¥áï

¯®¤ ¡®¥¬ ¯«®å¨å ç¥àëå ª®¥©. �à¨ ¯«®å¨å ç¥àëå ª®ï ¢ «¥¢®¬ ¢¥àå¥¬ ã£«ã ¡ìîâ ç¥âëà¥ ª«¥âª¨,

®â¬¥ç¥ë¥ § çª®¬⊙. �á«¨ ®á¢®¡®¤¨âì «¨èì ®¤ã ¨§ íâ¨å ª«¥â®ª, â® ª ª®©-â® ¨§ ç¥àëå ª®¥© ®áâ ¥âáï



¯«®å¨¬. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï íâ®© âà®©ª¨ ª®¥© ¥®¡å®¤¨¬® ®ç¨áâ¨âì ¥ ¬¥¥¥ ¤¢ãå ª«¥â®ª. � ç¨â, ¤«ï

¢á¥å ç¥âëà¥å âà®¥ª ã�® ®á¢®¡®¤¨âì ¥ ¬¥¥¥ 4 · 2 = 8 ª«¥â®ª.

Ǳà¨¢¥¤¥¬ â¥¯¥àì ¯à¨¬¥à, ¯®ª §ë¢ îé¨©, çâ® 8 ª®¥© ¤®áâ â®ç®. �  ¯à ¢®¬ à¨áãª¥ ®â¬¥ç¥ë ª®¨,

ª®â®àëå ã�® áïâì á ¤®áª¨. �
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6. �  áâ®«¥ áâ®ïâ   ®á®¢ ¨ïå âà¨ ª®ãá , ª á ïáì ¤àã£ ¤àã£ . � ¤¨ãáë ¨å ®á®¢ ¨© à ¢ë 1, 12 ¨ 12,

  ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨¥ | 4 artg

1

3

, 4 artg

2

3

¨ 4 artg

2

3

á®®â¢¥âáâ¢¥® (ã£«®¬ ¯à¨ ¢¥àè¨¥ ª®ãá   -

§ë¢ ¥âáï ã£®« ¬¥�¤ã ¥£® ®¡à §ãîé¨¬¨ ¢ ®á¥¢®¬ á¥ç¥¨¨). �  áâ®« ¯®«®�¨«¨ è à, ª á îé¨©áï ¢á¥å

ª®ãá®¢. � ©¤¨â¥ à ¤¨ãá è à .

�â¢¥â:

40

21

.

P

O1 B C

O

E R

R

α

O1

O2 O3A

B
C

D

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì O
1

, O
2

, O
3

| æ¥âàë ®á®¢ ¨© ª®ãá®¢, O | æ¥âà è à , R | à ¤¨ãá è à , C |

â®çª  ª á ¨ï è à  á® áâ®«®¬, 2α ¨ 2β | ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨¥ ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® ª®ãá®¢. �  «¥¢®¬

à¨áãª¥ ¯®ª § ® á¥ç¥¨¥ ¯¥à¢®£® ª®ãá  ¯«®áª®áâìî COO
1

. � á ¨¥ è à  á ¯¥à¢ë¬ ª®ãá®¬ ®§ ç ¥â,

çâ® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà OE, ®¯ãé¥ë© ¨§ â®çª¨ O   ®¡à §ãîéãî PB, à ¢¥ R. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬

á«ãç ¥ è à ¨ ª®ãá ª á îâáï ¯«®áª®áâ¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ®¡à §ãîéãî PB ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® á¥ç¥¨î,

¨ «¥� â ¯® à §ë¥ áâ®à®ë ®â ¥¥. Ǳ®íâ®¬ã è à ª á ¥âáï ¯àï¬ëå BC ¨ BE ¢ â®çª å C ¨ E, ®âªã¤ 

OC = OE = R, BC = BE ¨ ∠BOC =

1

2

∠EOC =

π
4

− α
2

.

Ǳãáâì B ¨ D | â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ®âà¥§ª®¢ CO
1

¨ CO
2

á ®á®¢ ¨ï¬¨ ª®ãá®¢. �®£¤ 

BC = R · tg
(

π
4

− α
2

)

= R · 1− tg

α
2

1 + tg

α
2

= R · 1−
1

3

1 +

1

3

=

R

2

, CD = R · tg
(

π
4

− β
2

)

= R · 1− tg

β
2

1 + tg

β
2

=

R

5

.

�  ¯à ¢®¬ à¨áãª¥ ¯®ª § ® á¥ç¥¨¥ ª®ãá®¢ ¯«®áª®áâìî áâ®« . � ¬¥â¨¬, çâ® AO
1

= 5 ¨

(

12 +

1

5

R
)

2

= CO2

2

= AO2

2

+

(

AO
1

−BO
1

−BC
)

2

= 144 +

(

4− 1

2

R
)

2 ⇐⇒ 21R2 − 880R+ 1600 = 0,

®âªã¤  R =

40

21

¨«¨ R = 40. �¥®¡å®¤¨¬®, çâ®¡ë è à ª á «áï ®¡à §ãîé¨å ª®ãá®¢,   ¥ ¨å ¯à®¤®«�¥¨©

§  ¢¥àè¨ã. �â® ®§ ç ¥â, çâ® R osα 6 CO
1

¨ R osβ 6 CO
2

. Ǳ¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥ íª¢¨¢ «¥â®

R osα 6 BO
1

+BC ⇐⇒ 4

5

R 6 1 +

1

2

R ⇐⇒ R 6 10

3

,

¨ ¥¬ã ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â®«ìª® R =

40

21

. �â®à®¥ ãá«®¢¨¥ ¯à¨¢®¤¨âáï ª ¥à ¢¥áâ¢ã

5

13

R 6 12 +

1

5

R, ª®â®à®¥

¢¥à® ¤«ï R =

40

21

. �



� à¨ â 3

1. ��¥à¥«ì¥ á®áâ®¨â ¨§ 100 ¡ãá¨®ª ªà á®£®, á¨¥£® ¨ §¥«¥®£® æ¢¥â . �§¢¥áâ®, çâ® áà¥¤¨ «î¡ëå

¯ïâ¨ ¡ãá¨®ª, ¨¤ãé¨å ¯®¤àï¤, ¥áâì å®âï ¡ë ®¤  á¨ïï,   áà¥¤¨ «î¡ëå á¥¬¨, ¨¤ãé¨å ¯®¤àï¤, | å®âï

¡ë ®¤  ªà á ï. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® §¥«ñëå ¡ãá¨®ª ¬®�¥â ¡ëâì ¢ íâ®¬ ®�¥à¥«ì¥?

(�ãá¨ª¨ ¢ ®�¥à¥«ì¥ à á¯®«®�¥ë æ¨ª«¨ç¥áª¨, â® ¥áâì ¯®á«¥¤ïï á®á¥¤áâ¢ã¥â á ¯¥à¢®©.)

�â¢¥â: 65.

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì ¨¬¥¥âáï â ª®¥ ¬®�¥áâ¢® ¡ãá¨®ª A, çâ® ¢ ª �¤®¬  ¡®à¥ ¨§ n ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå

¡ãá¨®ª ¥áâì å®âï ¡ë ®¤  ¨§ A. Ǳ®ª �¥¬, çâ® ¢ A ¥ ¬¥¥¥

100

n
í«¥¬¥â®¢. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¬¥�¤ã

«î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï á®á¥¤¨¬¨ ¡ãá¨ª ¬¨ ¨§ A  å®¤¨âáï ¥ ¡®«¥¥ n−1 ¡ãá¨®ª. �á«¨ ¬®�¥áâ¢® A á®¤¥à�¨â

m í«¥¬¥â®¢, â®

100 6 m+m (n− 1) = mn, ®âªã¤  m >
100

n
.

Ǳ® ¤®ª § ®¬ã ç¨á«® á¨¨å ¡ãá¨®ª ¥ ¬¥ìè¥

100

5

= 20,   ª®«¨ç¥áâ¢® ªà áëå ¡ãá¨®ª ¥ ¬¥ìè¥

100

7

= 14

2

7

, â® ¥áâì ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ 15. � ç¨â, ç¨á«® §¥«¥ëå ¡ãá¨®ª ¥ ¡®«ìè¥ 100− 20− 15 = 65.

Ǳà¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à ®�¥à¥«ìï, á®¤¥à� é¥£® 65 §¥«¥ëå ¡ãá¨®ª. � §¬¥áâ¨¬ á¨¨¥ ¡ãá¨ª¨   ¯®§¨æ¨ïå,

ªà âëå 5,   ªà áë¥ |   ¬¥áâ å á ®¬¥à ¬¨

1, 8, 14; 21, 28, 34; 41, 48, 54; 61, 68, 74; 81, 88, 94.

�áâ «ìë¥ ¯®§¨æ¨¨ § ¯®«¨¬ §¥«¥ë¬¨ ¡ãá¨ª ¬¨. �

2. �  âãà «ì®£® ç¨á« , ®ª ç¨¢ îé¥£®áï ¥   ®«ì, áâ¥à«¨ ®¤ã ¨§ æ¨äà (¥ áâ àèãî). � à¥§ã«ì-

â â¥ ç¨á«® ã¬¥ìè¨«®áì ¢ 9 à §. �ª®«ìª® áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á¥«, ¤«ï ª®â®àëå íâ® ¢®§¬®�®?

�â¢¥â: 28.

�¥è¥¨¥. Ǳà¥¤áâ ¢¨¬ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® ¢ ¢¨¤¥ m+10

ka+10

k+1n, £¤¥ a | ¤¥áïâ¨ç ï æ¨äà , k, m, n |

¥®âà¨æ â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ¯à¨ç¥¬ m < 10

k
¨ n > 0. �â¥à¥¢ æ¨äàã a, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ç¨á«® m + 10

kn.

Ǳ® ãá«®¢¨î

m+ 10

ka+ 10

k+1n = 9

(

m+ 10

kn
)

⇐⇒ 8m = 10

k
(a+ n).

� ¬¥â¨¬, çâ® k > 0, ¨ ç¥ m = 0 ¨ a = n = 0. �®£¤  ç¨á«® 8m ªà â® 10 ¨ ¯®â®¬ã ®ª ç¨¢ ¥âáï   0.

� á¨«ã ãá«®¢¨ï ç¨á«® m ®ª ç¨¢ ¥âáï ¥   0. � ç¨â, ¯®á«¥¤ïï æ¨äà  m à ¢  5 ¨ ç¨á«® m ¥ç¥â®.

Ǳ®íâ®¬ã 8m ¥ ¤¥«¨âáï   16, ®âªã¤  k 6 3. � áá¬®âà¨¬ âà¨ á«ãç ï.

1) Ǳãáâì k = 3. �®£¤  m = 125 (a+n). � ª ª ª ç¨á«® m ¥ç¥â® ¨ ¬¥ìè¥ 1000, a+n ¬®�¥â ¯à¨¨¬ âì

§ ç¥¨ï 1, 3, 5, 7. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯ à  (a, n) ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¨áå®¤®¥ ç¨á«®,   ª �¤®¥ § ç¥¨¥

a+ n ¤ ¥â a+ n à §«¨çëå ¯ à. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ 1 + 3 + 5 + 7 = 16 ¢ à¨ â®¢.

2) Ǳãáâì k = 2. �®£¤  m = 25 · a+n
2

. � ª ª ª ç¨á«® m ¥ç¥â® ¨ ¬¥ìè¥ 100, a+ n à ¢® 2 ¨«¨ 6. �â¨

§ ç¥¨ï ¤ îâ  ¬ 2 + 6 = 8 ¢ à¨ â®¢.

3) Ǳãáâì k = 1. �®£¤  m = 5 · a+n
4

. � ª ª ª ç¨á«® m ¥ç¥â® ¨ ¬¥ìè¥ 10, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ a+ n = 4, çâ®

¤ ¥â  ¬ 4 ¢ à¨ â .

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ 1) ¯®«ãç âáï ç¥âëà¥å§ çë¥ ç¨á« , ¢ 2) | âà¥å§ çë¥, ¢ 3) | ¤¢ã§ çë¥. Ǳ®íâ®¬ã

ª �¤®¥ ç¨á«®, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î § ¤ ç¨, ¢å®¤¨â à®¢® ¢ ®¤¨ ¨§  ¡®à®¢ 1) { 3). � ç¨â, ®¡é¥¥

ª®«¨ç¥áâ¢® ¢ à¨ â®¢ à ¢® 16 + 8 + 4 = 28. �

3. �¨á«  x
1

, . . . , xn, y1, . . . , yn ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î x2
1

+ . . .+ x2n + y2
1

+ . . .+ y2n 6 2. � ©¤¨â¥ ¬ ªá¨-

¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï

A =

(

2(x
1

+ . . .+ xn)− y
1

− . . .− yn
)

·
(

x
1

+ . . .+ xn + 2(y
1

+ . . .+ yn)
)

.

�â¢¥â: 5n.



�¥è¥¨¥ 1. �«ï k = 1, . . . , n ¯®«®�¨¬ tk = 3xk + yk, sk = xk − 3yk. �®£¤ 

4A =

(

4x
1

+ . . .+ 4xn − 2y
1

− . . .− 2yn
)

·
(

2x
1

+ . . .+ 2xn + 4y
1

+ . . .+ 4yn)
)

=

=

( n
∑

k=1

(3xk + yk) +

n
∑

k=1

(xk − 3yk)

)

·
( n
∑

k=1

(3xk + yk)−
n
∑

k=1

(xk − 3yk)

)

=

( n
∑

k=1

tk

)

2

−
( n
∑

k=1

sk

)

2

.

� ¬¥â¨¬, çâ®

n
∑

k=1

t2k 6

n
∑

k=1

(

t2k + s2k
)

= 10 ·
n
∑

k=1

(

x2k + y2k
)

6 20,

®âªã¤ 

4A 6

( n
∑

k=1

tk

)

2

6 n

n
∑

k=1

t2k 6 20n.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, A 6 5n. � ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ x
1

= . . . = xn =

3√
5n

¨ y
1

= . . . = yn =
1√
5n
. �

�¥è¥¨¥ 2. � áá¬®âà¨¬ ¢ R
2n

¢¥ªâ®àë

a = (2, . . . , 2,−1, . . . ,−1), b = (1, . . . , 1, 2, . . . , 2), c = (x
1

, . . . , xn, y1, . . . , yn).

� ¬¥â¨¬, çâ®

∣

∣a
∣

∣

=

∣

∣b
∣

∣

=

√
5n,   ¤«¨ã c ¬®�® áç¨â âì à ¢®©

√
2. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ α, β ã£«ë ¬¥�¤ã c

¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ a, b á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤ 

A = 2 ·
∣

∣a
∣

∣ ·
∣

∣b
∣

∣ · osα osβ = 10n · osα osβ.

�£«ë ¬¥�¤ã a, b ¨ ¯à®¥ªæ¨¥© c   ¯«®áª®áâì, ¯®à®�¤¥ãî íâ¨¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ α, β á®-

®â¢¥âáâ¢¥®. Ǳ®íâ®¬ã ¬®�® áç¨â âì, çâ® ¢¥ªâ®àë a, b, c ª®¬¯«  àë. � ª ª ª a ⊥ b, ¬ë ¯®«ãç¨¬

A = 10n · osα sinα. � ªá¨¬ã¬ íâ®£® ¢ëà �¥¨ï à ¢¥ 5n. �

4. � âà¥ã£®«ì¨ª ABC ¢¯¨á   ®ªàã�®áâì ω à ¤¨ãá  r, ª®â®à ï ª á ¥âáï áâ®à®ë AB ¢ â®çª¥ X. � 

®ªàã�®áâ¨ ®â¬¥â¨«¨ â®çªã Y , ¤¨ ¬¥âà «ì® ¯à®â¨¢®¯®«®�ãî â®çª¥ X. Ǳàï¬ ï CY ¯¥à¥á¥ª ¥â

áâ®à®ã AB ¢ â®çª¥ Z. � ©¤¨â¥ ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì¨ª  ABC, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® CA+AZ = 1.

�â¢¥â: r.

C A

B

M

N

X
Y

P

Q
Z

�¥è¥¨¥. Ǳà®¢¥¤¥¬ ç¥à¥§ â®çªã Y ª á â¥«ìãî ª ω, ¯¥à¥á¥ª îéãî ®âà¥§ª¨ AC ¨ BC ¢ â®çª å P ¨ Q

á®®â¢¥âáâ¢¥®. Ǳãáâì M ¨ N | â®çª¨, ¢ ª®â®àëå ω ª á ¥âáï áâ®à® AC ¨ BC á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ¬¥â¨¬,

çâ®

CP + PY = CP + PM = CM = CN = CQ+QN = CQ+QY.

Ǳàï¬ë¥ AB ¨ PQ ¯ à ««¥«ìë ª ª ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ª ®¤®¬ã ¤¨ ¬¥âàã. Ǳ®íâ®¬ã âà¥ã£®«ì¨ª¨ CQY ¨

CBZ,   â ª�¥ CPY ¨ CAZ ¯®¤®¡ë á ª®íää¨æ¨¥â®¬ k = CY
CZ

. �®£¤ 

CB +BZ = k (CQ+QY ) = k (CP + PY ) = CA+AZ = 1,



®âªã¤ 

SABC =

1

2

(CA+AB +BC) · r = 1

2

(CA+AZ +BZ + CB) · r = r. �

5. �¢ ¤à â 4 × 4 à §¡¨â   16 ª¢ ¤à â®¢ 1 × 1. � §®¢¥¬ ¯ãâ¥¬ ¯¥à¥¬¥é¥¨¥ ¯® áâ®à® ¬ ¥¤¨¨çëå

ª¢ ¤à â®¢, ¯à¨ ª®â®à®¬ ¨ ®¤  ¨§ áâ®à® ¥ ¯à®å®¤¨âáï ¤¢ �¤ë. � ªãî  ¨¡®«ìèãî ¤«¨ã ¬®�¥â

¨¬¥âì ¯ãâì, á®¥¤¨ïîé¨© ¤¢¥ ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥ ¢¥àè¨ë ¡®«ìè®£® ª¢ ¤à â ?

�â¢¥â: 32.

�¥è¥¨¥. � §®¢¥¬ áâ®à®ë ª¢ ¤à â®¢ 1 × 1 à¥¡à ¬¨, ¢¥àè¨ë íâ¨å ª¢ ¤à â®¢ | ã§« ¬¨,   ç¨á«®

à¥¡¥à, ¯à¨¬ëª îé¨å ª ã§«ã | ªà â®áâìî ã§« . � ¬¥â¨¬, çâ® ª¢ ¤à âë 1×1 ¯®à®�¤ îâ 40 à §«¨çëå

à¥¡¥à. �á«¨ ¯ãâì ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ã§¥« ªà â®áâ¨ 3, â® ¯® ®¤®¬ã à¥¡àã ® ¯à¨å®¤¨â ¢ ã§¥«, ¯® ¤àã£®¬ã |

¢ëå®¤¨â ¨§ ã§« ,   âà¥âì¥ à¥¡à®, ¯à¨¬ëª îé¥¥ ª ã§«ã, ¥ ¬®�¥â ¯à¨ ¤«¥� âì ¯ãâ¨. � áá¬®âà¨¬ âà®©ªã

ã§«®¢ ªà â®áâ¨ 3, «¥� é¨å   ®¤®© áâ®à®¥ ª¢ ¤à â  4×4. � ª �¤®¬ã ã§«ã ¯à¨«¥£ ¥â à¥¡à®, á¢®¡®¤®¥

®â ¯ãâ¨ (¥§ ¢¨á¨¬® ®â â®£®, ¯à®å®¤¨â ¯ãâì ç¥à¥§ ã§¥« ¨«¨ ¥â), ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ¥á¬¥�ëå ã§«®¢ íâ¨ à¥¡à 

à §«¨çë. � ç¨â, ¢á¥£® ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥ìè¥ 2·4 = 8 à¥¡¥à, á¢®¡®¤ëå ®â ¯ãâ¨,   ¤«¨  ¯ãâ¨ ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â

40− 8 = 32. Ǳà¨¬¥à ¯ãâ¨ ¤«¨ë 32 ¯®ª §    à¨áãª¥. �

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

6. �  áâ®«¥ áâ®ïâ   ®á®¢ ¨ïå âà¨ ª®ãá , ª á ïáì ¤àã£ ¤àã£ . � ¤¨ãáë ¨å ®á®¢ ¨© à ¢ë 32, 48 ¨

48,   ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨¥ |

π
3

,

2π
3

¨

2π
3

á®®â¢¥âáâ¢¥® (ã£«®¬ ¯à¨ ¢¥àè¨¥ ª®ãá   §ë¢ ¥âáï ã£®«

¬¥�¤ã ¥£® ®¡à §ãîé¨¬¨ ¢ ®á¥¢®¬ á¥ç¥¨¨). � ¤ áâ®«®¬ ¯®¤¢¥á¨«¨ è à, ª á îé¨©áï ¢á¥å ª®ãá®¢.

�ª § «®áì, çâ® æ¥âà è à  à ¢®ã¤ «¥ ®â æ¥âà®¢ ®á®¢ ¨© ¢á¥å ª®ãá®¢. � ©¤¨â¥ à ¤¨ãá è à .

�â¢¥â: 13

(√
3 + 1

)

.

O1 B C

O
Rπ

6̄

O1

O2 O3A

B

CD

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì O
1

, O
2

, O
3

| æ¥âàë ®á®¢ ¨© ª®ãá®¢, O | æ¥âà è à , C | ¥£® ¯à®¥ªæ¨ï   áâ®«,

R | à ¤¨ãá è à . �®çª  C â®�¥ à ¢®ã¤ «¥  ®â O
1

, O
2

, O
3

, â® ¥áâì ®  ï¢«ï¥âáï æ¥âà®¬ ®¯¨á ®©

®ªàã�®áâ¨ âà¥ã£®«ì¨ª  O
1

O
2

O
3

(á¬. ¯à ¢ë© à¨áã®ª). Ǳãáâì r | à ¤¨ãá íâ®© ®ªàã�®áâ¨. � ¬¥â¨¬,

çâ®

AO
1

=

√

O
1

O2

2

−AO2

2

=

√

80

2 − 48

2

= 64,



®âªã¤ 

r2 −AO2

2

= AC2

= (AO
1

− r)2 ⇐⇒ r2 − 48

2

= r2 − 128r + 64

2 ⇐⇒ r = 50.

�®£¤  CB = 18 ¨ CD = 2, £¤¥ B ¨ D | â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ®âà¥§ª®¢ CO
1

¨ CO
2

á ®á®¢ ¨ï¬¨ ª®ãá®¢.

� á ¨¥ è à  á ¯¥à¢ë¬ ª®ãá®¬ ®§ ç ¥â, çâ® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ¨§ â®çª¨ O   ®¡à §ãîéãî ª®ãá ,

«¥� éãî ¢ ¯«®áª®áâ¨ COO
1

, à ¢¥ R (á¬. «¥¢ë© à¨áã®ª). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ è à ¨ ª®ãá

ª á îâáï ¯«®áª®áâ¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ íâã ®¡à §ãîéãî ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® COO
1

, ¨ «¥� â ¯® à §ë¥

áâ®à®ë ®â ¥¥. Ǳ®íâ®¬ã

R = CB · os π
6

+OC · sin π
6

⇐⇒ OC = 2R− 18

√
3.

Ǳà¨¬¥ïï íâ¨ à ááã�¤¥¨ï ª ¤àã£®¬ã ª®ãáã, ¬ë ¯®«ãç¨¬

R = CD · os π
3

+OC · sin π
3

= 1 +

√
3

(

R− 9

√
3

)

⇐⇒ R = 13

(
√
3 + 1

)

.

�¥®¡å®¤¨¬® â ª�¥ ¯à®¢¥à¨âì, çâ® è à ª á ¥âáï ®¡à §ãîé¨å ª®ãá®¢,   ¥ ¨å ¯à®¤®«�¥¨© §  ¢¥àè¨ã.

�â® à ¢®á¨«ì® ãá«®¢¨ï¬

R os

π
6

6 CO
1

= r = 50 ¨ R os

π
3

6 50,

ª®â®àë¥, ®ç¥¢¨¤®, ¢ë¯®«ïîâáï. �



� à¨ â 4

1. �  ¨âª¥  ¤¥âë 150 ¡ãá¨®ª ªà á®£®, á¨¥£® ¨ §¥«¥®£® æ¢¥â . �§¢¥áâ®, çâ® áà¥¤¨ «î¡ëå è¥áâ¨

¡ãá¨®ª, ¨¤ãé¨å ¯®¤àï¤, ¥áâì å®âï ¡ë ®¤  §¥«¥ ï,   áà¥¤¨ «î¡ëå ®¤¨ ¤æ â¨, ¨¤ãé¨å ¯®¤àï¤, |

å®âï ¡ë ®¤  á¨ïï. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ªà áëå ¡ãá¨®ª ¬®�¥â ¡ëâì   ¨âª¥?

�â¢¥â: 112.

�¥è¥¨¥. �ë ¬®�¥¬ ¢ë¡à âì

[

150

11

]

= 13 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¡«®ª®¢ ¯® 11 ¡ãá¨®ª. � ª ª ª ª �¤ë©

¡«®ª á®¤¥à�¨â å®âï ¡ë ®¤ã á¨îî ¡ãá¨ªã, ¢á¥£®   ¨âª¥ ¥ ¬¥¥¥ 13 á¨¨å ¡ãá¨®ª. �à®¬¥ â®£®,

¬ë ¬®�¥¬ á£àã¯¯¨à®¢ âì ¢á¥ ¡ãá¨ª¨ ¢ 25 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¡«®ª®¢ ¯® 6 ¡ãá¨®ª. � �¤ë© ¨§ ¡«®ª®¢

á®¤¥à�¨â å®âï ¡ë ®¤ã §¥«¥ãî ¡ãá¨ªã, ¯®íâ®¬ã ¢á¥£® ¨å   ¨âª¥ ¥ ¬¥¥¥ 25. � ç¨â, ç¨á«® ªà áëå

¡ãá¨®ª ¥ ¡®«ìè¥ 150− 25− 13 = 112.

Ǳà¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à, ª®£¤  ¨âª  á®¤¥à�¨â à®¢® 112 ªà áëå ¡ãá¨®ª. � §¬¥áâ¨¬ §¥«¥ë¥ ¡ãá¨ª¨  

¯®§¨æ¨ïå, ªà âëå 6,   á¨¨¥ |   ¬¥áâ å á ®¬¥à ¬¨

11, 22, 33, 44, 55; 65, 76, 87, 98, 109; 119, 130, 141.

�áâ «ìë¥ ¯®§¨æ¨¨ § ¯®«¨¬ ªà áë¬¨ ¡ãá¨ª ¬¨. �

2. �  âãà «ì®£® ç¨á« , ®ª ç¨¢ îé¥£®áï ¥   ®«ì, ®¤ã ¨§ æ¨äà § ¬¥¨«¨ ã«¥¬ (¥á«¨ ®  áâ à-

è ï | ¯à®áâ® áâ¥à«¨). � à¥§ã«ìâ â¥ ç¨á«® ã¬¥ìè¨«®áì ¢ 9 à §. �ª®«ìª® áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á¥«, ¤«ï

ª®â®àëå íâ® ¢®§¬®�®?

�â¢¥â: 7.

�¥è¥¨¥. Ǳà¥¤áâ ¢¨¬ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® ¢ ¢¨¤¥ m+10

ka+10

k+1n, £¤¥ a | ¤¥áïâ¨ç ï æ¨äà , k, m, n |

¥®âà¨æ â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ¯à¨ç¥¬ m < 10

k
. � ¬¥¨¢ æ¨äàã a ã«¥¬, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ç¨á«® m+10

k+1n.

Ǳ® ãá«®¢¨î

m+ 10

ka+ 10

k+1n = 9

(

m+ 10

k+1n
)

⇐⇒ 8m = 10

k
(a− 80n).

� ¬¥â¨¬, çâ® n = 0 (¨ ç¥ m ¡ã¤¥â ®âà¨æ â¥«ìë¬), ®âªã¤  8m = 10

ka. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ã«¥¬ § ¬¥ï¥âáï

áâ àè ï æ¨äà  ¨áå®¤®£® ç¨á« . �à®¬¥ â®£®, k > 0, ¨ ç¥ m = a = 0. �®£¤  ç¨á«® 8m ªà â® 10 ¨ ¯®â®¬ã

®ª ç¨¢ ¥âáï   0. � á¨«ã ãá«®¢¨ï ç¨á«® m ®ª ç¨¢ ¥âáï ¥   0. � ç¨â, ¯®á«¥¤ïï æ¨äà  m à ¢  5 ¨

ç¨á«® m ¥ç¥â®. Ǳ®íâ®¬ã 8m ¥ ¤¥«¨âáï   16, ®âªã¤  k 6 3. � áá¬®âà¨¬ âà¨ á«ãç ï.

1) Ǳãáâì k = 3. �®£¤  m = 125a. � ª ª ª ç¨á«® m ¥ç¥â® ¨ ¬¥ìè¥ 1000, æ¨äà  a ¬®�¥â ¯à¨¨¬ âì

§ ç¥¨ï 1, 3, 5, 7, çâ® ¤ ¥â  ¬ 4 ¢ à¨ â .

2) Ǳãáâì k = 2. �®£¤  m =

25a
2

. � ª ª ª ç¨á«® m ¥ç¥â® ¨ ¬¥ìè¥ 100, æ¨äà  a à ¢  2 ¨«¨ 6. �â¨

§ ç¥¨ï ¤ îâ  ¬ ¥é¥ 2 ¢ à¨ â .

3) Ǳãáâì k = 1. �®£¤  m =

5a
4

. � ª ª ª ç¨á«® m ¥ç¥â® ¨ ¬¥ìè¥ 10, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ a = 4.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ 1) ¯®«ãç âáï ç¥âëà¥å§ çë¥ ç¨á« , ¢ 2) | âà¥å§ çë¥, ¢ 3) | ¤¢ã§ çë¥. Ǳ®íâ®¬ã

ª �¤®¥ ç¨á«®, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î § ¤ ç¨, ¢å®¤¨â à®¢® ¢ ®¤¨ ¨§  ¡®à®¢ 1) { 3). � ç¨â, ®¡é¥¥

ª®«¨ç¥áâ¢® ¢ à¨ â®¢ à ¢® 4 + 2 + 1 = 7. �

3. �¨á«  x
1

, . . . , xn, y1, . . . , yn ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î x2
1

+ . . .+ x2n + y2
1

+ . . .+ y2n 6 1. � ©¤¨â¥ ¬ ªá¨-

¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï

A =

(

3(x
1

+ . . .+ xn)− 5(y
1

+ . . .+ yn)
)

·
(

5(x
1

+ . . .+ xn) + 3(y
1

+ . . .+ yn)
)

.

�â¢¥â: 17n.

�¥è¥¨¥. �«ï k = 1, . . . , n ¯®«®�¨¬ tk = 4xk − yk, sk = xk + 4yk. �®£¤ 

A =

( n
∑

k=1

(4xk − yk)−
n
∑

k=1

(xk + 4yk)

)

·
( n
∑

k=1

(4xk − yk) +

n
∑

k=1

(xk + 4yk)

)

=

( n
∑

k=1

tk

)

2

−
( n
∑

k=1

sk

)

2

.



� ¬¥â¨¬, çâ®

n
∑

k=1

t2k 6

n
∑

k=1

(

t2k + s2k
)

= 17 ·
n
∑

k=1

(

x2k + y2k
)

6 17,

®âªã¤ 

A 6

( n
∑

k=1

tk

)

2

6 n

n
∑

k=1

t2k 6 17n.

� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ x
1

= . . . = xn =

4√
17n

¨ y
1

= . . . = yn = − 1√
17n

. �

4. � ¯àï¬®ã£®«ì®¬ âà¥ã£®«ì¨ª¥ ABC   £¨¯®â¥ã§ã AC ®¯ãé¥  ¢ëá®â  BH. �®çª¨X ¨ Y | æ¥âàë

®ªàã�®áâ¥©, ¢¯¨á ëå ¢ âà¥ã£®«ì¨ª¨ ABH ¨ CBH á®®â¢¥âáâ¢¥®. Ǳàï¬ ï XY ¯¥à¥á¥ª ¥â

ª â¥âë AB ¨ BC ¢ â®çª å P ¨ Q. � ©¤¨â¥ ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì¨ª  BPQ, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ®, çâ®

BH = h.

�â¢¥â:

h2

2

.

A

B

CH

YX

P

Q

�¥è¥¨¥ 1. Ǳàï¬ë¥ HX ¨ HY | ¡¨áá¥ªâà¨áë ¯àï¬ëå ã£«®¢ AHB ¨ BHC, ®âªã¤ 

∠AHX = ∠BHX = ∠BHY = ∠CHY = 45

◦
¨ ∠XHY = 90

◦.

�âà¥§ª¨ HX ¨ HY ®â®áïâáï ª ª à ¤¨ãáë ®ªàã�®áâ¥©, ¢¯¨á ëå ¢ ¯®¤®¡ë¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ AHB ¨

BHC, ¯®íâ®¬ã HX
HY

=

AB
BC

. � ç¨â, âà¥ã£®«ì¨ª¨ XHY ¨ ABC ¯®¤®¡ë. �®£¤ 

∠BAC = ∠HXY = 180

◦ − ∠PXH,

¨ ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª AHXP ¡ã¤¥â ¢¯¨á ë¬. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ∠QPB = ∠AHX = 45

◦
, â® ¥áâì âà¥ã£®«ì-

¨ª BPQ à ¢®¡¥¤à¥ë©. � ¬¥â¨¬, çâ® âà¥ã£®«ì¨ª¨ PBX ¨ HBX à ¢ë. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, áâ®à® 

BX ã ¨å ®¡é ï, ∠BPX = ∠BHX = 45

◦
,   ã£«ë PBX ¨ HBX à ¢ë, ¯®áª®«ìªã BX | ¡¨áá¥ªâà¨á 

ã£«  PBH . �®£¤  BP = BH = h ¨ SBPQ =

BP 2

2

=

h2

2

. �

A

B

CD

E

H

X Y
P

Q

I



�¥è¥¨¥ 2. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ I æ¥âà ¢¯¨á ®© ®ªàã�®áâ¨ âà¥ã£®«ì¨ª  ABC. Ǳ®ª �¥¬, çâ® I |

®àâ®æ¥âà âà¥ã£®«ì¨ª  BXY . Ǳãáâì BD | ¡¨áá¥ªâà¨á  âà¥ã£®«ì¨ª  CBH , E | â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï

¯àï¬ëå AX ¨ BY (á¬. à¨áã®ª). �®£¤ 

∠DAE =

1

2

∠BAC =

1

2

(

90

◦ − ∠ABH
)

=

1

2

∠CBH = ∠DBH.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ âà¥ã£®«ì¨ª å DAE ¨ DBH ¨¬¥îâáï ¤¢¥ ¯ àë ®¤¨ ª®¢ëå ã£«®¢. Ǳ®íâ®¬ã à ¢ë ¨ ¨å

âà¥âì¨ ã£«ë, â® ¥áâì ∠AED = ∠BHD = 90

◦
. � «®£¨ç® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® Y I ⊥ BX . � ç¨â, BI ⊥ PQ,

¯®íâ®¬ã «ãç BI ¡ã¤¥â ®¤®¢à¥¬¥® ¡¨áá¥ªâà¨á®© ¨ ¢ëá®â®© âà¥ã£®«ì¨ª  BPQ. �«¥¤®¢ â¥«ì®, △BPQ

à ¢®¡¥¤à¥ë©, ®âªã¤  ∠BQP = 45

◦
.

� ¬¥â¨¬ ¤ «¥¥, çâ® âà¥ã£®«ì¨ª¨ BHY ¨ BQY à ¢ë, ¯®áª®«ìªã ã ¨å ¥áâì ®¡é ï áâ®à®  BY ¨ ¤¢¥

¯ àë ®¤¨ ª®¢ëå ã£«®¢:

∠HBY = ∠QBY ¨ ∠BHY =

1

2

∠BHC = 45

◦
= ∠BQY.

Ǳ®íâ®¬ã BP = BQ = BH = h ¨ SBPQ =

BQ2

2

=

h2

2

. �

5. Ǳàï¬®ã£®«ì¨ª 3×5 à §¡¨â   15 ª¢ ¤à â®¢ 1×1. � §®¢¥¬ ¯ãâ¥¬ ¯¥à¥¬¥é¥¨¥ ¯® áâ®à® ¬ ¥¤¨¨ç-

ëå ª¢ ¤à â®¢, ¯à¨ ª®â®à®¬ ¨ ®¤  ¨§ áâ®à® ¥ ¯à®å®¤¨âáï ¤¢ �¤ë. � ªãî  ¨¡®«ìèãî ¤«¨ã

¬®�¥â ¨¬¥âì ¯ãâì, á®¥¤¨ïîé¨© ¤¢¥ ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¥ ¢¥àè¨ë ¯àï¬®ã£®«ì¨ª ?

�â¢¥â: 30.

�¥è¥¨¥. �¡®§ ç¨¬ ¯àï¬®ã£®«ì¨ª ç¥à¥§ ABCD, ¨ ¯ãáâì ¯ãâì á®¥¤¨ï¥â ¥£® ¢¥àè¨ë A ¨ C. � §®-

¢¥¬ áâ®à®ë ª¢ ¤à â®¢ 1× 1 à¥¡à ¬¨, ¢¥àè¨ë íâ¨å ª¢ ¤à â®¢ | ã§« ¬¨,   ç¨á«® à¥¡¥à, ¯à¨¬ëª îé¨å

ª ã§«ã | ªà â®áâìî ã§« . � ¬¥â¨¬, çâ® ª¢ ¤à âë 1 × 1 ¯®à®�¤ îâ 38 à §«¨çëå à¥¡¥à. �á«¨ ¯ãâì

¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ã§¥« ªà â®áâ¨ 3, â® ¯® ®¤®¬ã à¥¡àã ® ¯à¨å®¤¨â ¢ ã§¥«, ¯® ¤àã£®¬ã | ¢ëå®¤¨â ¨§

ã§« ,   âà¥âì¥ à¥¡à®, ¯à¨¬ëª îé¥¥ ª ã§«ã, ¥ ¬®�¥â ¯à¨ ¤«¥� âì ¯ãâ¨. Ǳãáâì X | ¬®�¥áâ¢® ã§-

«®¢, «¥� é¨å   «®¬ ®© BAD, §  ¨áª«îç¥¨¥¬ â®ç¥ª B ¨ D. �® á®áâ®¨â ¨§ â®çª¨ A ¨ è¥áâ¨ ã§«®¢

ªà â®áâ¨ 3. � ¬¥â¨¬, çâ® â®çª  A ¨¬¥¥â ªà â®áâì 2,   ¯ãâì ¢ ¥¥ ¥ ¯à¨å®¤¨â. Ǳ®íâ®¬ã ª ª �¤®¬ã

ã§«ã ¨§ X ¯à¨¬ëª ¥â à¥¡à®, á¢®¡®¤®¥ ®â ¯ãâ¨ (¥§ ¢¨á¨¬® ®â â®£®, ¯à®å®¤¨â ¯ãâì ç¥à¥§ ¤ ë© ã§¥« ¨«¨

¥â). �«ï ¥á¬¥�ëå ã§«®¢ íâ¨ à¥¡à  § ¢¥¤®¬® à §ë¥,   ¯ à á¬¥�ëå ã§«®¢ ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¡®«ìè¥ 3.

� ç¨â, ¬®�¥áâ¢® X ¤ ¥â ¥ ¬¥¥¥ 4 à¥¡¥à, á¢®¡®¤ëå ®â ¯ãâ¨. �¥ �¥ à ááã�¤¥¨ï á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¤«ï

«®¬ ®© BCD. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥£® ¨¬¥¥âáï ¥ ¬¥ìè¥ 2 · 4 = 8 à¥¡¥à, á¢®¡®¤ëå ®â ¯ãâ¨,   ¤«¨  ¯ãâ¨

¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 38− 8 = 30. Ǳà¨¬¥à ¯ãâ¨ ¤«¨ë 30 ¯®ª §    à¨áãª¥. �

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12
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14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

A

B C

D

6. �  áâ®«¥ áâ®ïâ   ®á®¢ ¨ïå âà¨ ª®ãá , ª á ïáì ¤àã£ ¤àã£ . � ¤¨ãáë ¨å ®á®¢ ¨© à ¢ë 72, 28 ¨

28,   ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨¥ |

π
3

,

2π
3

¨

2π
3

á®®â¢¥âáâ¢¥® (ã£«®¬ ¯à¨ ¢¥àè¨¥ ª®ãá   §ë¢ ¥âáï ã£®«

¬¥�¤ã ¥£® ®¡à §ãîé¨¬¨ ¢ ®á¥¢®¬ á¥ç¥¨¨). � ¤ áâ®«®¬ ¯®¤¢¥á¨«¨ è à, ª á îé¨©áï ¢á¥å ª®ãá®¢.

�ª § «®áì, çâ® æ¥âà è à  à ¢®ã¤ «¥ ®â ¢á¥å â®ç¥ª ª á ¨ï ª®ãá®¢. � ©¤¨â¥ à ¤¨ãá è à .

�â¢¥â:

√
3+1

2

.

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì O
1

, O
2

, O
3

| æ¥âàë ®á®¢ ¨© ª®ãá®¢, O | æ¥âà è à , C | ¥£® ¯à®¥ªæ¨ï   áâ®«,

R | à ¤¨ãá è à . �®çª  C â®�¥ à ¢®ã¤ «¥  ®â â®ç¥ª ª á ¨ï ®á®¢ ¨© ª®ãá®¢, ¯®íâ®¬ã ®  «¥�¨â

  ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ ¡¨áá¥ªâà¨á âà¥ã£®«ì¨ª  O
1

O
2

O
3

(á¬. ¯à ¢ë© à¨áã®ª). � ç¨â, C ï¢«ï¥âáï æ¥âà®¬



¢¯¨á ®© ®ªàã�®áâ¨ △O
1

O
2

O
3

,   ®âà¥§®ª AC | à ¤¨ãá íâ®© ®ªàã�®áâ¨. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯¥à¨¬¥âà

âà¥ã£®«ì¨ª  O
1

O
2

O
3

à ¢¥ 256 ¨

AO
1

=

√

O
1

O2

2

−AO2

2

=

√

100

2 − 28

2

= 96,

®âªã¤ 

AC =

AO
2

·AO
1

128

=

28 · 96
128

= 21.

Ǳãáâì B ¨ D | â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ®âà¥§ª®¢ CO
1

¨ CO
2

á ®á®¢ ¨ï¬¨ ª®ãá®¢. �®£¤ 

BC = AO
1

−AC −BO
1

= 96− 21− 72 = 3 ¨ CD =

√

AO2

2

+AC2 −DO
2

=

√

28

2

+ 21

2 − 28 = 7.

� á ¨¥ è à  á ¯¥à¢ë¬ ª®ãá®¬ ®§ ç ¥â, çâ® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ¨§ â®çª¨ O   ®¡à §ãîéãî ª®ãá ,

«¥� éãî ¢ ¯«®áª®áâ¨ COO
1

, à ¢¥ R (á¬. «¥¢ë© à¨áã®ª). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ è à ¨ ª®ãá

ª á îâáï ¯«®áª®áâ¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ íâã ®¡à §ãîéãî ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® COO
1

, ¨ «¥� â ¯® à §ë¥

áâ®à®ë ®â ¥¥. Ǳ®íâ®¬ã

R = BC · os π
6

+OC · sin π
6

⇐⇒ OC = 2R− 3

√
3.

Ǳà¨¬¥ïï íâ¨ à ááã�¤¥¨ï ª ¤àã£®¬ã ª®ãáã, ¬ë ¯®«ãç¨¬

R = CD · os π
3

+OC · sin π
3

=

7

2

+R
√
3− 9

2

= R
√
3− 1⇐⇒ R =

1

2

(
√
3 + 1

)

.

�¥®¡å®¤¨¬® â ª�¥ ¯à®¢¥à¨âì, çâ® è à ª á ¥âáï ®¡à §ãîé¨å ª®ãá®¢,   ¥ ¨å ¯à®¤®«�¥¨© §  ¢¥àè¨ã.

�â® à ¢®á¨«ì® ãá«®¢¨ï¬

R os

π
6

6 CO
1

= 75 ¨ R os

π
3

6 CO
2

= 35,

ª®â®àë¥, ®ç¥¢¨¤®, ¢ë¯®«ïîâáï. �

O1 B C

O
Rπ

6̄
O1

O2 O3A

B
C

D



� à¨ â 5

1. ��¥à¥«ì¥ á®áâ®¨â ¨§ 50 á¨¨å ¨ ¥ª®â®à®£® ª®«¨ç¥áâ¢  ªà áëå ¡ãá¨®ª. �§¢¥áâ®, çâ®   «î-

¡®¬ ®âà¥§ª¥ ®�¥à¥«ìï, á®¤¥à� é¥¬ 8 á¨¨å ¡ãá¨®ª, ¥áâì ¥ ¬¥¥¥ 4 ªà áëå. � ª®¥  ¨¬¥ìè¥¥

ª®«¨ç¥áâ¢® ªà áëå ¡ãá¨®ª ¬®�¥â ¡ëâì ¢ íâ®¬ ®�¥à¥«ì¥? (�ãá¨ª¨ ¢ ®�¥à¥«ì¥ à á¯®«®�¥ë

æ¨ª«¨ç¥áª¨, â® ¥áâì ¯®á«¥¤ïï á®á¥¤áâ¢ã¥â á ¯¥à¢®©.)

�â¢¥â: 29.

�¥è¥¨¥. � ¬¥â¨¬, çâ® «î¡®© ®âà¥§®ª ®�¥à¥«ìï ¨§ 11 ¡ãá¨®ª á®¤¥à�¨â ¥ ¡®«¥¥ 7 á¨¨å ¨ ¥

¬¥¥¥ 4 ªà áëå ¡ãá¨®ª (¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ® á®¤¥à� « ¡ë 8 á¨¨å ¡ãá¨®ª ¨ ¥ ¡®«¥¥ 3 ªà áëå).

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¢ ®�¥à¥«ì¥ ªà áãî ¡ãá¨ªã. Ǳà¨¬ëª îé¨¥ ª ¥© 7 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ®âà¥§ª®¢ ¨§ 11

¡ãá¨®ª ¥ ¯®ªàë¢ îâ ¢á¥£® ®�¥à¥«ìï, ¯®áª®«ìªã ¢ íâ¨ ®âà¥§ª¨ ¢å®¤¨â ¥ ¡®«¥¥ 49 á¨¨å ¡ãá¨®ª ¨§ 50.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¡é¥¥ ç¨á«® ªà áëå ¡ãá¨®ª ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬ 7 · 4 + 1 = 29.

Ǳà¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à ®�¥à¥«ìï, á®¤¥à� é¥£® à®¢® 29 ªà áëå ¡ãá¨®ª. � áá¬®âà¨¬ ¡«®ª

� = ��������; ���,

á®áâ®ïé¨© ¨§ 4 ªà áëå ¨ 7 á¨¨å ¡ãá¨®ª. �®£¤  ¨áª®¬®¥ ®�¥à¥«ì¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤

�,�, . . . ,� (7 à §); ��. �

2. � 100-§ ç®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  áâ¥à«¨ ®¤ã ¨§ æ¨äà (¥ áâ àèãî). � à¥§ã«ìâ â¥ ç¨á«® ã¬¥ì-

è¨«®áì ¢ 13 à §. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ç¨á« , ¤«ï ª®â®àëå íâ® ¢®§¬®�®.

�â¢¥â: 1625 · 1096, 195 · 1097, 2925 · 1096 ¨ 13b · 1098 ¯à¨ b = 1, 2, 3.

�¥è¥¨¥. Ǳà¥¤áâ ¢¨¬ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® ¢ ¢¨¤¥ m+10

ka+10

k+1n, £¤¥ k, m, n | ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ æ¥«ë¥

ç¨á« , a | ¤¥áïâ¨ç ï æ¨äà . �â¥à¥¢ æ¨äàã a, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ç¨á«® m+ 10

kn. Ǳ® ãá«®¢¨î

m+ 10

ka+ 10

k+1n = 13

(

m+ 10

kn
)

⇐⇒ 12m = 10

k
(a− 3n).

�¨äà  a ¤®«�  ¤¥«¨âìáï   3, ®âªã¤  a = 3b ¯à¨ b ∈ {1, 2, 3}. �®£¤  4m = 10

k
(b − n). �¨äà  a ¥

ï¢«ï¥âáï áâ àè¥© ¢ ¨áå®¤®¬ ç¨á«¥, ¯®íâ®¬ã n > 0. � ¬¥â¨¬ â ª�¥, çâ® n 6 3, ¨ ç¥ m < 0. � ç¨â, n

¡ã¤¥â áâ àè¥© æ¨äà®© ¨áå®¤®£® ç¨á« , ®âªã¤  k = 98. � áá¬®âà¨¬ âà¨ á«ãç ï.

1) b = n. �®£¤  m = 0,   ¨áå®¤®¥ ç¨á«® à ¢® 13b · 1098.
2) b = n + 1. �®£¤  m = 25 · 1096, ¯ à  (b, n) à ¢  (2, 1) ¨«¨ (3, 2),   ¨áå®¤®¥ ç¨á«® á®®â¢¥âáâ¢¥®

à ¢® 1625 · 1096 ¨«¨ 2925 · 1096.
2) b = n+ 2. �®£¤  m = 5 · 1097, (b, n) = (3, 1),   ¨áå®¤®¥ ç¨á«® à ¢® 195 · 1097. �

3. � ©¤¨â¥ ¬¨¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï

A =

(

2(sinx
1

+ . . .+ sinxn) + osx
1

+ . . .+ osxn

)

·
(

sinx
1

+ . . .+ sinxn − 2(osx
1

+ . . .+ osxn)

)

.

�â¢¥â: − 5n2

2

.

�¥è¥¨¥. �«ï k = 1, . . . , n ¯®«®�¨¬ tk = 3 sinxk − osxk, sk = sinxk + 3 osxk. �®£¤ 

4A =

( n
∑

k=1

(4 sinxk + 2 osxk)

)

·
( n
∑

k=1

(2 sinxk − 4 osxk)

)

=

=

( n
∑

k=1

(3 sinxk − osxk) +

n
∑

k=1

(sinxk + 3 osxk)

)

·
( n
∑

k=1

(3 sinxk − osxk)−
n
∑

k=1

(sinxk + 3 osxk)

)

=

=

( n
∑

k=1

tk

)

2

−
( n
∑

k=1

sk

)

2

.



� á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  �®è¨

( n
∑

k=1

sk

)

2

6 n

n
∑

k=1

s2k 6 n

n
∑

k=1

(

s2k + t2k
)

= n

n
∑

k=1

10

(

sin

2 xk + os

2 xk

)

= 10n2,

®âªã¤ 

A > −1

4

( n
∑

k=1

sk

)

2

> −5n2

2

.

� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï, ª®£¤  sinx
1

= . . . = sinxn =

1√
10

¨ osx
1

= . . . = osxn =

3√
10

. �

4. �¨áá¥ªâà¨á  AL ¨ ¬¥¤¨   BM âà¥ã£®«ì¨ª  ABC ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ X. Ǳàï¬ ï CX ¯¥à¥á¥ª ¥â

áâ®à®ã AB ¢ â®çª¥ Y . � ©¤¨â¥ ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì¨ª  CY L, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® ∠BAC = 60

◦
¨

AL = x.

�â¢¥â:

x2

4

√
3

.

A

B

CM

P

Y

Q

L

X

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì P ¨ Q | á¥à¥¤¨ë ®âà¥§ª®¢ AY ¨ CL. �®£¤  MP ¨ MQ | áà¥¤¨¥ «¨¨¨ âà¥ã£®«ì-

¨ª®¢ ACY ¨ ACL, ®âªã¤  MP ‖ CY ¨ MQ ‖ AL. Ǳ®íâ®¬ã

AY

Y B
= 2 · PY

Y B
= 2 · MX

XB
= 2 · LQ

LB
=

CL

LB
.

�âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® âà¥ã£®«ì¨ª¨ Y BL ¨ ABC ¯®¤®¡ë. Ǳ®íâ®¬ã AC ‖ Y L ¨

∠ALY = ∠LAC =

1

2

∠BAC = 30

◦.

� ç¨â, AY L | à ¢®¡¥¤à¥ë© âà¥ã£®«ì¨ª á ®á®¢ ¨¥¬ x ¨ ã£«®¬ ¯à¨ ®á®¢ ¨¨ 30

◦
. �ë ¯®«ãç ¥¬

SCY L = SAY L =

(x

2

)

2

· tg 30◦ = x2

4

√
3

. �

5. � �¤ ï ¨§ ª«¥â®ª ¤®áª¨ m×n ¯®ªà è¥  ¢ ç¥àë© ¨«¨ ¡¥«ë© æ¢¥â. �§¢¥áâ®, çâ® ¤«ï «î¡®© ª«¥âª¨

¤®áª¨ ª®«¨ç¥áâ¢® ª«¥â®ª, ¨¬¥îé¨å á ¥© ®¤¨ ª®¢ë© æ¢¥â ¨ å®âï ¡ë ®¤ã ®¡éãî ¢¥àè¨ã, ¥ç¥â®.

� ©¤¨â¥ ¢á¥ ¯ àë  âãà «ìëå ç¨á¥« m ¨ n, ¤«ï ª®â®àëå íâ® ¢®§¬®�®.

�â¢¥â: n ¨«¨ m ç¥â®.

�¥è¥¨¥. � §®¢¥¬ á®á¥¤¨¬¨ ª«¥âª¨, ¨¬¥îé¨¥ ®¡éãî ¢¥àè¨ã. Ǳà¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à à áªà áª¨, ã¤®-

¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨î, ¥á«¨ m ¨«¨ n ç¥â®. Ǳãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ ç¥â® ç¨á«® áâà®ª. Ǳ®ªà á¨¬

¯¥à¢ãî ¨ ¢â®àãî áâà®ª¨ ¢ ç¥àë© æ¢¥â, âà¥âìî ¨ ç¥â¢¥àâãî | ¢ ¡¥«ë©, ¯ïâãî ¨ è¥áâãî | ¢ ç¥àë©, ¨

â ª ¤ «¥¥. � áá¬®âà¨¬ ®¤®æ¢¥âãî ý¯®«®áªãþ 2× n. �¥ ã£«®¢ë¥ ª«¥âª¨ ¨¬¥îâ ¯® âà¨ á®á¥¤¨¥ ª«¥âª¨

â®£® �¥ æ¢¥â ,   ®áâ «ìë¥ | ¯® ¯ïâì. Ǳ®íâ®¬ã â ª ï à áªà áª  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î § ¤ ç¨.

Ǳ®ª �¥¬, çâ® ¤«ï ¥ç¥âëåm ¨ n âà¥¡ã¥¬®© à áªà áª¨ ¥ áãé¥áâ¢ã¥â. � íâ®¬ á«ãç ¥   ¤®áª¥ ¥ç¥â®¥

ç¨á«® ª«¥â®ª ¨, § ç¨â, ª®«¨ç¥áâ¢® ª«¥â®ª ®¤®£® ¨§ æ¢¥â®¢ â®�¥ ¥ç¥â®. Ǳãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨



¥ç¥â® ç¨á«® ç¥àëå ª«¥â®ª. � áá¬®âà¨¬ ¬®�¥áâ¢® B ã¯®àï¤®ç¥ëå ¯ à á®á¥¤¨å ç¥àëå ª«¥â®ª.

�î¡ ï ¯ à  á®á¥¤¨å ç¥àëå ª«¥â®ª x ¨ y ãçâ¥  ¢ ¬®�¥áâ¢¥ B ¤¢  à §  (ª ª (x, y) ¨ ª ª (y, x)), ¯®íâ®¬ã

ª®«¨ç¥áâ¢® í«¥¬¥â®¢ ¢ ¬®�¥áâ¢¥ B ç¥â®. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ã ª �¤®© ç¥à®© ª«¥âª¨ x áãé¥áâ¢ã¥â

¥ç¥â®¥ ç¨á«® á®á¥¤¨å ç¥àëå ª«¥â®ª, ¯®íâ®¬ã ¤«ï x ¨¬¥¥âáï ¥ç¥â®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯ à ¢¨¤  (x, y).

�® ¢ë¡à âì x ¬®�® â ª�¥ ¥ç¥âë¬ ç¨á«®¬ á¯®á®¡®¢. � ç¨â, ¢ B ¥ç¥â®¥ ç¨á«® í«¥¬¥â®¢, çâ®

¥¢®§¬®�®. �

6. �  áâ®«¥ áâ®ïâ   ®á®¢ ¨ïå âà¨ ª®ãá , ª á ïáì ¤àã£ ¤àã£ . � ¤¨ãáë ¨å ®á®¢ ¨© à ¢ë 6, 24 ¨ 24.

�  áâ®« ¯®áâ ¢¨«¨ ¬¥ìè¨¬ ®á®¢ ¨¥¬ ¢¨§ ãá¥ç¥ë© ª®ãá, ª®â®àë© ¨¬¥¥â á ª �¤ë¬ ¨§ ®áâ «ì-

ëå ª®ãá®¢ ®¡éãî ®¡à §ãîéãî. � ©¤¨â¥ à ¤¨ãá ¬¥ìè¥£® ®á®¢ ¨ï ãá¥ç¥®£® ª®ãá .

�â¢¥â: 2.

O1 B C
r

O1

O2 O3A

B
C

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì C | æ¥âà ¬¥ìè¥£® ®á®¢ ¨ï ãá¥ç¥®£® ª®ãá , r | à ¤¨ãá íâ®£® ®á®¢ ¨ï,

O
1

, O
2

, O
3

| æ¥âàë ®á®¢ ¨© ¤àã£¨å ª®ãá®¢. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ K
0

ª®ãá, ¤®¯®«ïîé¨© ãá¥ç¥ë©

ª®ãá ¤® ®¡ëç®£®,   ç¥à¥§ K
1

| ª®ãá á æ¥âà®¬ ®á®¢ ¨ï O
1

. �  «¥¢®¬ à¨áãª¥ ¯®ª § ® á¥ç¥¨¥

K
0

¨ K
1

¯«®áª®áâìî �, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çª¨ O
1

¨ C ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® áâ®«ã. Ǳ® ãá«®¢¨î K
0

¨ K
1

¨¬¥îâ ®¡éãî ®¡à §ãîéãî, ª®â®à ï «¥�¨â ¢ �, ¯®áª®«ìªã ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢¥àè¨ë ª®ãá®¢. Ǳãáâì B |

â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï íâ®© ®¡à §ãîé¥© á® áâ®«®¬. �®£¤  B «¥�¨â   £à ¨æ¥ ®á®¢ ¨© K
0

¨ K
1

,   â ª�¥

  ®âà¥§ª¥ CO
1

, á®¥¤¨ïîé¥¬ æ¥âàë ®á®¢ ¨©. �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ®á®¢ ¨ï K
0

¨ K
1

ª á îâáï

¤àã£ ¤àã£  ¢ â®çª¥ B, â® ¥áâì BC = r. � «®£¨ç® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® à ááâ®ï¨¥ ®â C ¤® ®á®¢ ¨© ¤¢ãå

¤àã£¨å ª®ãá®¢ à ¢® r. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥áâ¢ 

r = CO
1

− 6 = CO
2

− 24 = CO
3

− 24.

�®£¤  CO
2

= CO
3

, â® ¥áâì â®çª  C «¥�¨â   ®¡é¥© ª á â¥«ì®© AO
1

ª ®á®¢ ¨ï¬ ¡�®«ìè¨å ª®ãá®¢ (á¬.

¯à ¢ë© à¨áã®ª). � ¬¥â¨¬, çâ®

AO
1

=

√

O
1

O2

2

−AO2

2

=

√

30

2 − 24

2

= 18.

Ǳ®íâ®¬ã

(24 + r)2 = CO2

2

= 24

2

+AC2

= 24

2

+ (AO
1

− r − 6)

2

= 24

2

+ (12− r)2, ®âªã¤  r = 2. �



� à¨ â 6

1. ��¥à¥«ì¥ á®áâ®¨â ¨§ 100 ªà áëå ¨ ¥ª®â®à®£® ª®«¨ç¥áâ¢  á¨¨å ¡ãá¨®ª. �§¢¥áâ®, çâ®   «î-

¡®¬ ®âà¥§ª¥ ®�¥à¥«ìï, á®¤¥à� é¥¬ 10 ªà áëå ¡ãá¨®ª, ¥áâì ¥ ¬¥¥¥ 7 á¨¨å. � ª®¥  ¨¬¥ìè¥¥

ª®«¨ç¥áâ¢® á¨¨å ¡ãá¨®ª ¬®�¥â ¡ëâì ¢ íâ®¬ ®�¥à¥«ì¥? (�ãá¨ª¨ ¢ ®�¥à¥«ì¥ à á¯®«®�¥ë æ¨ª-

«¨ç¥áª¨, â® ¥áâì ¯®á«¥¤ïï á®á¥¤áâ¢ã¥â á ¯¥à¢®©.)

�â¢¥â: 78.

�¥è¥¨¥. � ¬¥â¨¬, çâ® «î¡®© ®âà¥§®ª ®�¥à¥«ìï ¨§ 16 ¡ãá¨®ª á®¤¥à�¨â ¥ ¡®«¥¥ 9 ªà áëå ¨ ¥

¬¥¥¥ 7 á¨¨å ¡ãá¨®ª (¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ® á®¤¥à� « ¡ë 10 ªà áëå ¡ãá¨®ª ¨ ¥ ¡®«¥¥ 6 á¨¨å).

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¢ ®�¥à¥«ì¥ á¨îî ¡ãá¨ªã. Ǳà¨¬ëª îé¨¥ ª ¥© 11 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ®âà¥§ª®¢ ¨§ 16

¡ãá¨®ª ¥ ¯®ªàë¢ îâ ¢á¥£® ®�¥à¥«ìï, ¯®áª®«ìªã ¢ íâ¨ ®âà¥§ª¨ ¢å®¤¨â ¥ ¡®«¥¥ 99 ªà áëå ¡ãá¨®ª

¨§ 100. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¡é¥¥ ç¨á«® á¨¨å ¡ãá¨®ª ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬ 11 · 7 + 1 = 78.

Ǳà¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à ®�¥à¥«ìï, á®¤¥à� é¥£® à®¢® 78 á¨¨å ¡ãá¨®ª. � áá¬®âà¨¬ ¡«®ª

� = ��������������; ��,

á®áâ®ïé¨© ¨§ 7 á¨¨å ¨ 9 ªà áëå ¡ãá¨®ª. �®£¤  ¨áª®¬®¥ ®�¥à¥«ì¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤

�,�, . . . ,� (11 à §); ��. �

2. � 100-§ ç®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  ®¤ã ¨§ æ¨äà § ¬¥¨«¨ ã«¥¬ (¥á«¨ ®  áâ àè ï | ¯à®áâ® áâ¥à-

«¨). � à¥§ã«ìâ â¥ ç¨á«® ã¬¥ìè¨«®áì ¢ 13 à §. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ç¨á« , ¤«ï ª®â®àëå íâ® ¢®§¬®�®.

�â¢¥â: 325b · 1097 ¯à¨ b = 1, 2, 3.

�¥è¥¨¥. Ǳà¥¤áâ ¢¨¬ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® ¢ ¢¨¤¥ m+10

ka+10

k+1n, £¤¥ a | ¤¥áïâ¨ç ï æ¨äà , k, m, n |

¥®âà¨æ â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ¯à¨ç¥¬ m < 10

k
. � ¬¥¨¢ æ¨äàã a ã«¥¬, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ç¨á«® m+10

k+1n.

Ǳ® ãá«®¢¨î

m+ 10

ka+ 10

k+1n = 13

(

m+ 10

k+1n
)

⇐⇒ 12m = 10

k
(a− 120n).

� ¬¥â¨¬, çâ® n = 0, ¨ ç¥ m < 0. Ǳ®íâ®¬ã a ¡ã¤¥â áâ àè¥© æ¨äà®© ¨áå®¤®£® ç¨á« , ®âªã¤  k = 99.

�¨á«® a ¤®«�® ¤¥«¨âìáï   3, â® ¥áâì a = 3b ¯à¨ b ∈ {1, 2, 3}. �®£¤  à ¢¥áâ¢® ¯à¨¬¥â ¢¨¤ 4m = 10

99b.

� ç¨â, m = 25b · 1097, ¨ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® à ¢® 325b · 1097. � ª ª ª m < 10

99

, ç¨á«® b ¬®�¥â ¯à¨¨¬ âì

§ ç¥¨ï 1, 2, 3. �

3. � ©¤¨â¥ ¬¨¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï

A =

(

5(osx
1

+ . . .+ osxn) + sinx
1

+ . . .+ sinxn

)

·
(

osx
1

+ . . .+ osxn − 5(sinx
1

+ . . .+ sinxn)

)

.

�â¢¥â: −13n2.
�¥è¥¨¥. �«ï k = 1, . . . , n ¯®«®�¨¬ tk = 3 osxk − 2 sinxk, sk = 2 osxk + 3 sinxk. �®£¤ 

A =

( n
∑

k=1

(5 osxk + sinxk)

)

·
( n
∑

k=1

(osxk − 5 sinxk)

)

=

=

( n
∑

k=1

(3 osxk − 2 sinxk) +

n
∑

k=1

(2 osxk + 3 sinxk)

)

·
( n
∑

k=1

(3 osxk − 2 sinxk)−
n
∑

k=1

(2 osxk + 3 sinxk)

)

=

=

( n
∑

k=1

tk

)

2

−
( n
∑

k=1

sk

)

2

.

� á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  �®è¨

( n
∑

k=1

sk

)

2

6 n

n
∑

k=1

s2k 6 n

n
∑

k=1

(

s2k + t2k
)

= n

n
∑

k=1

13

(

os

2 xk + sin

2 xk

)

= 13n2,



®âªã¤ 

A > −
( n
∑

k=1

sk

)

2

> −13n2.

� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï, ª®£¤  sinx
1

= . . . = sinxn =

3√
13

¨ osx
1

= . . . = osxn =

2√
13

. �

4. � ¯àï¬®ã£®«ì®¬ âà¥ã£®«ì¨ª¥ ABC á ¯àï¬ë¬ ã£«®¬ B ¯à®¢¥¤¥ë ¡¨áá¥ªâà¨á  BL ¨ ¬¥¤¨   CM ,

®¨ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ D. Ǳàï¬ ï AD ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®ã BC ¢ â®çª¥ E. � ©¤¨â¥ ¯«®é ¤ì

âà¥ã£®«ì¨ª  AEL, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® EL = x.

�â¢¥â:

x2

2

.

B

A

C

M

P

L

Q E

D

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì P ¨ Q | á¥à¥¤¨ë ®âà¥§ª®¢ AL ¨ BE. �®£¤  MP ¨ MQ | áà¥¤¨¥ «¨¨¨ âà¥ã£®«ì-

¨ª®¢ ABL ¨ ABE, ®âªã¤  MP ‖ BL ¨ MQ ‖ AE. Ǳ®íâ®¬ã

AL

LC
= 2 · PL

LC
= 2 · MD

DC
= 2 · QE

EC
=

BE

EC
.

�®£¤  âà¥ã£®«ì¨ª¨ LCE ¨ ACB ¯®¤®¡ë ¨, § ç¨â, ã£®« LEC ¯àï¬®©. �à®¬¥ â®£®, ∠LBE = 45

◦
.

Ǳ®íâ®¬ã BEL | à ¢®¡¥¤à¥ë© ¯àï¬®ã£®«ìë© âà¥ã£®«ì¨ª á ª â¥â®¬ x. �ë ¯®«ãç ¥¬

SAEL = SBEL =

x2

2

. �

5. � �¤ ï ¨§ ª«¥â®ª ¤®áª¨ m×n ¯®ªà è¥  ¢ ç¥àë© ¨«¨ ¡¥«ë© æ¢¥â. �§¢¥áâ®, çâ® ¤«ï «î¡®© ª«¥âª¨

¤®áª¨ ª®«¨ç¥áâ¢® ª«¥â®ª, ¨¬¥îé¨å á ¥© ®¡éãî áâ®à®ã ¨ ®¤¨ ª®¢ë© æ¢¥â, ¥ç¥â®. � ©¤¨â¥ ¢á¥

¯ àë  âãà «ìëå ç¨á¥« m ¨ n, ¤«ï ª®â®àëå íâ® ¢®§¬®�®.

�â¢¥â: n ¨«¨ m ç¥â®.

�¥è¥¨¥. � §®¢¥¬ á®á¥¤¨¬¨ ª«¥âª¨, ¨¬¥îé¨¥ ®¡éãî áâ®à®ã. Ǳà¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à à áªà áª¨, ã¤®-

¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨î, ¥á«¨ m ¨«¨ n ç¥â®. Ǳãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ ç¥â® ç¨á«® áâà®ª. Ǳ®ªà á¨¬

¥ç¥âë¥ áâ®«¡æë ¤®áª¨ á«¥¤ãîé¨¬ á¯®á®¡®¬: ¤¢¥ ¢¥àå¨¥ ª«¥âª¨ ¢ ç¥àë© æ¢¥â, § â¥¬ ¤¢¥ ¢ ¡¥«ë©, § -

â¥¬ á®¢  ¤¢¥ ¢ ç¥àë©, ¨ â ª ¤ «¥¥. �¥âë¥ áâ®«¡æë à áªà á¨¬ ¯à®â¨¢®¯®«®�ë¬ ®¡à §®¬: ¤¢¥ ¢¥àå¨¥

ª«¥âª¨ ¢ ¡¥«ë© æ¢¥â, § â¥¬ ¤¢¥ ¢ ç¥àë©, § â¥¬ á®¢  ¤¢¥ ¢ ¡¥«ë©, ¨ â ª ¤ «¥¥. �®£¤  ª �¤ ï ª«¥â-

ª  ¨¬¥¥â à®¢® ®¤ã á®á¥¤îî ª«¥âªã â®£® �¥ æ¢¥â . Ǳ®íâ®¬ã â ª ï à áªà áª  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î

§ ¤ ç¨.

Ǳ®ª �¥¬, çâ® ¤«ï ¥ç¥âëåm ¨ n âà¥¡ã¥¬®© à áªà áª¨ ¥ áãé¥áâ¢ã¥â. � íâ®¬ á«ãç ¥   ¤®áª¥ ¥ç¥â®¥

ç¨á«® ª«¥â®ª ¨, § ç¨â, ª®«¨ç¥áâ¢® ª«¥â®ª ®¤®£® ¨§ æ¢¥â®¢ â®�¥ ¥ç¥â®. Ǳãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨

¥ç¥â® ç¨á«® ç¥àëå ª«¥â®ª. � áá¬®âà¨¬ ¬®�¥áâ¢® B ã¯®àï¤®ç¥ëå ¯ à á®á¥¤¨å ç¥àëå ª«¥â®ª.

�î¡ ï ¯ à  á®á¥¤¨å ç¥àëå ª«¥â®ª x ¨ y ãçâ¥  ¢ ¬®�¥áâ¢¥ B ¤¢  à §  (ª ª (x, y) ¨ ª ª (y, x)), ¯®íâ®¬ã

ª®«¨ç¥áâ¢® í«¥¬¥â®¢ ¢ ¬®�¥áâ¢¥ B ç¥â®. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ã ª �¤®© ç¥à®© ª«¥âª¨ x áãé¥áâ¢ã¥â

¥ç¥â®¥ ç¨á«® á®á¥¤¨å ç¥àëå ª«¥â®ª, ¯®íâ®¬ã ¤«ï x ¨¬¥¥âáï ¥ç¥â®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯ à ¢¨¤  (x, y).

�® ¢ë¡à âì x ¬®�® â ª�¥ ¥ç¥âë¬ ç¨á«®¬ á¯®á®¡®¢. � ç¨â, ¢ B ¥ç¥â®¥ ç¨á«® í«¥¬¥â®¢, çâ®

¥¢®§¬®�®. �



6. �  áâ®«¥ áâ®ïâ   ®á®¢ ¨ïå âà¨ ª®ãá , ª á ïáì ¤àã£ ¤àã£ . � ¤¨ãáë ¨å ®á®¢ ¨© à ¢ë 10, 15

¨ 15. �  áâ®« ¯®áâ ¢¨«¨ ¬¥ìè¨¬ ®á®¢ ¨¥¬ ¢¨§ ãá¥ç¥ë© ª®ãá, ª®â®àë© ¨¬¥¥â á ª �¤ë¬ ¨§

®áâ «ìëå ª®ãá®¢ ®¡éãî ®¡à §ãîéãî. � ©¤¨â¥ ¯«®é ¤ì ¬¥ìè¥£® ®á®¢ ¨ï ãá¥ç¥®£® ª®ãá .

�â¢¥â: 4π.

O1 B C
r

O1

O2 O3A

B
C

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì C | æ¥âà ¬¥ìè¥£® ®á®¢ ¨ï ãá¥ç¥®£® ª®ãá , r | à ¤¨ãá íâ®£® ®á®¢ ¨ï,

O
1

, O
2

, O
3

| æ¥âàë ®á®¢ ¨© ¤àã£¨å ª®ãá®¢. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ K
0

ª®ãá, ¤®¯®«ïîé¨© ãá¥ç¥ë©

ª®ãá ¤® ®¡ëç®£®,   ç¥à¥§ K
1

| ª®ãá á æ¥âà®¬ ®á®¢ ¨ï O
1

. �  «¥¢®¬ à¨áãª¥ ¯®ª § ® á¥ç¥¨¥

K
0

¨ K
1

¯«®áª®áâìî �, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çª¨ O
1

¨ C ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® áâ®«ã. Ǳ® ãá«®¢¨î K
0

¨ K
1

¨¬¥îâ ®¡éãî ®¡à §ãîéãî, ª®â®à ï «¥�¨â ¢ �, ¯®áª®«ìªã ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢¥àè¨ë ª®ãá®¢. Ǳãáâì B |

â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï íâ®© ®¡à §ãîé¥© á® áâ®«®¬. �®£¤  B «¥�¨â   £à ¨æ¥ ®á®¢ ¨© K
0

¨ K
1

,   â ª�¥

  ®âà¥§ª¥ CO
1

, á®¥¤¨ïîé¥¬ æ¥âàë ®á®¢ ¨©. �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ®á®¢ ¨ï K
0

¨ K
1

ª á îâáï

¤àã£ ¤àã£  ¢ â®çª¥ B, â® ¥áâì BC = r. � «®£¨ç® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® à ááâ®ï¨¥ ®â C ¤® ®á®¢ ¨© ¤¢ãå

¤àã£¨å ª®ãá®¢ à ¢® r. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥áâ¢ 

r = CO
1

− 10 = CO
2

− 15 = CO
3

− 15.

�®£¤  CO
2

= CO
3

, â® ¥áâì â®çª  C «¥�¨â   ®¡é¥© ª á â¥«ì®© AO
1

ª ®á®¢ ¨ï¬ ¡�®«ìè¨å ª®ãá®¢ (á¬.

¯à ¢ë© à¨áã®ª). � ¬¥â¨¬, çâ®

AO
1

=

√

O
1

O2

2

−AO2

2

=

√

25

2 − 15

2

= 20.

Ǳ®íâ®¬ã

(15 + r)2 = CO2

2

= 15

2

+AC2

= 15

2

+ (AO
1

− r − 10)

2

= 15

2

+ (10− r)2,

®âªã¤  r = 2 ¨ πr2 = 4π. �



� à¨ â 7

1. ��¥à¥«ì¥ á®áâ®¨â ¨§ 50 á¨¨å, 100 ªà áëå ¨ 100 §¥«¥ëå ¡ãá¨®ª. � §®¢¥¬ ç¥â¢ñàªã ¯®¤àï¤ ¨¤ãé¨å

¡ãá¨®ª å®à®è¥©, ¥á«¨ áà¥¤¨ ¨å à®¢® 2 á¨¨å ¨ ¯® ®¤®© ªà á®© ¨ §¥«ñ®©. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥

ª®«¨ç¥áâ¢® å®à®è¨å ç¥â¢ñà®ª ¬®�¥â ¡ëâì ¢ íâ®¬ ®�¥à¥«ì¥? (�ãá¨ª¨ ¢ ®�¥à¥«ì¥ à á¯®«®�¥ë

æ¨ª«¨ç¥áª¨, â® ¥áâì ¯®á«¥¤ïï á®á¥¤áâ¢ã¥â á ¯¥à¢®©.)

�â¢¥â: 99.

�¥è¥¨¥. �¨¨¥ ¡ãá¨ª¨ á®áâ ¢«ïîâ ¯ïâãî ç áâì ®â ®¡é¥£® ª®«¨ç¥áâ¢ . Ǳ®íâ®¬ã  ©¤ãâáï ¤¢¥

¯®á«¥¤®¢ â¥«ìë¥ á¨¨¥ ¡ãá¨ª¨ ( §®¢¥¬ ¨å a ¨ b), à §¤¥«¥ë¥ ¥ ¬¥¥¥ ç¥¬ âà¥¬ï ¡ãá¨ª ¬¨. � ¬¥â¨¬,

çâ® a ¨ b ¢å®¤ïâ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ âà¨ å®à®è¨¥ ç¥â¢¥àª¨,   ®áâ «ìë¥ á¨¨¥ ¡ãá¨ª¨ | ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ ç¥âëà¥.

�á«¨ á«®�¨âì íâ¨ ¥à ¢¥áâ¢ , â® ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¯®«ãç¨âáï 48 · 4 + 2 · 3 = 198,   ¢ «¥¢®© | ã¤¢®¥®¥

ª®«¨ç¥áâ¢® å®à®è¨å ç¥â¢¥à®ª, ¯®áª®«ìªã ª �¤ ï ¡ã¤¥â ãçâ¥  ¤¢  à § . � ç¨â, ¢á¥£® ¬®�¥â ¡ëâì ¥

¡®«¥¥ 99 å®à®è¨å ç¥â¢¥à®ª.

Ǳà¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à ®�¥à¥«ìï, ¤ îé¥£® à®¢® 99 å®à®è¨å ç¥â¢¥à®ª:

����; ����; . . . ; ���� (25 à §); �� . . .

(¬®£®â®ç¨¥ ¢ ª®æ¥ ®§ ç ¥â ¯à®¨§¢®«ìãî ª®¬¡¨ æ¨î §¥«¥ëå ¨ ªà áëå ¡ãá¨®ª). �®à®è¨¬¨ ¡ã¤ãâ

ç¥â¢¥àª¨,  ç¨ îé¨¥áï á ¯®§¨æ¨© 1, 2, . . . , 99, ¨ â®«ìª® ®¨. �

2. � 200-§ ç®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  áâ¥à«¨ ®¤ã æ¨äàã. � à¥§ã«ìâ â¥ ç¨á«® ã¬¥ìè¨«®áì ¢ 5 à §.

� ©¤¨â¥ ¢á¥ ç¨á« , ¤«ï ª®â®àëå íâ® ¢®§¬®�®.

�â¢¥â: 125a · 10197 ¯à¨ a = 1, 2, 3.

�¥è¥¨¥. Ǳà¥¤áâ ¢¨¬ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® ¢ ¢¨¤¥ m + 10

ka + 10

k+1n, £¤¥ a | ¤¥áïâ¨ç ï æ¨äà , k, m,

n | ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ¯à¨ç¥¬ m < 10

k
. �â¥à¥¢ æ¨äàã a, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ç¨á«® m+ 10

kn. Ǳ®

ãá«®¢¨î

m+ 10

ka+ 10

k+1n = 5

(

m+ 10

kn
)

⇐⇒ 4m = 10

k
(a+ 5n).

� ¬¥â¨¬, çâ® n = 0, ¨ ç¥ m > 10

k
. Ǳ®íâ®¬ã a ¡ã¤¥â áâ àè¥© æ¨äà®© ¨áå®¤®£® ç¨á« , ®âªã¤  k = 199.

�®£¤ 

4m = 10

ka = 10

199a ⇐⇒ m = 25a · 10197,
¨ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® à ¢® 125a · 10197. � ª ª ª m < 10

199

, æ¨äà  a ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï 1, 2, 3. �

3. � ë ç¨á«  x
1

, . . . , xn ∈
(

0, π
2

)

. � ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï

A =

sinx
1

+ . . .+ sinxn
√

tg

2 x
1

+ . . .+ tg

2 xn + n
.

�â¢¥â:

√
n

2

.

�¥è¥¨¥. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ «î¡ëå a
1

, . . . , an

( n
∑

k=1

ak

)

2

6 n

n
∑

k=1

a2k.

�âáî¤  ¢ á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  ¤«ï áà¥¤¥£® £ à¬®¨ç¥áª®£® ¨ áà¥¤¥£®  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®£®

1

√

tg

2 x
1

+ . . .+ tg

2 xn + n
=

1

√

1

os

2 x
1

+ . . .+ 1

os

2 xn

6

√
n

1

osx
1

+ . . .+ 1

osxn

6
osx

1

+ . . .+ osxn

n
√
n

.

�®£¤  ¯® ¥à ¢¥áâ¢ã �®è¨

A 6

(

n
∑

k=1

sinxk

)

·
(

n
∑

k=1

osxk

)

n
√
n

6

(

n
∑

k=1

sinxk

)

2

+

(

n
∑

k=1

osxk

)

2

2n
√
n

6

n
∑

k=1

sin

2 xk +

n
∑

k=1

os

2 xk

2

√
n

=

√
n

2

.



� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ x
1

= . . . = xn =

π
4

. �

4. � ¡®ª®¢®© áâ®à®¥ AC à ¢®¡¥¤à¥®£® âà¥ã£®«ì¨ª  ABC ¯à®¢¥¤¥ á¥à¥¤¨ë© ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà. �

¯¥à¥á¥ª ¥â ¡®ª®¢ãî áâ®à®ã AB ¢ â®çª¥ L,   ¯à®¤®«�¥¨¥ ®á®¢ ¨ï | ¢ â®çª¥ K. �ª § «®áì, çâ®

¯«®é ¤¨ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ALC ¨ KBL à ¢ë. � ©¤¨â¥ ã£«ë âà¥ã£®«ì¨ª .

�â¢¥â: 36

◦, 72◦, 72◦.

C

A

B K

M
L

N

α

�¥è¥¨¥ 1. Ǳãáâì M ¨ N | á¥à¥¤¨ë ®âà¥§ª®¢ AC ¨ BC á®®â¢¥âáâ¢¥®, α = ∠ABC. �®£¤  MN |

áà¥¤ïï «¨¨ï âà¥ã£®«ì¨ª  ABC ¨, § ç¨â, MN ‖ AB. Ǳ®áª®«ìªã â®çª  K «¥�¨â   á¥à¥¤¨®¬

¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà¥ ª AC, ®âà¥§ª¨ KA ¨ KC à ¢ë, ®âªã¤  ∠KAC = ∠KCA = α. � á¨«ã ãá«®¢¨ï

2 =

SKBL

SAML

=

KL · LB
LM ·AL ⇐⇒ LB

AL
= 2 · LM

KL
.

� ª ª ª KL | ¡¨áá¥ªâà¨á  âà¥ã£®«ì¨ª  AKB, ¬ë ¯®«ãç¨¬

LB
AL

=

KB
AK

. �à®¬¥ â®£®,

2 · LM
KL

= 2 · BN

KB
=

BC

KB
.

�®£¤  ¨§ íâ¨å ¤¢ãå á®®â®è¥¨©

KB

CK
=

KB

AK
=

LB

AL
= 2 · LM

KL
=

BC

KB
=⇒ KB2

= BC · CK.

�à¥ã£®«ì¨ª¨ ABC ¨ KAC ¯®¤®¡ë ¯® ¤¢ã¬ ã£« ¬, ®âªã¤ 

CK

AB
=

AB

BC
=⇒ AB2

= BC · CK.

Ǳ®íâ®¬ã KB = AB, â® ¥áâì âà¥ã£®«ì¨ª ABK à ¢®¡¥¤à¥ë©. � ¬¥â¨¬, çâ®

∠BAK = ∠CAK − ∠CAB = α− (180

◦ − 2α) = 3α− 180

◦, ∠AKB = 180

◦ − 2α.

�ë ¯®«ãç ¥¬ 3α−180

◦
= 180

◦−2α, ®âªã¤  α = 72

◦
. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ã£«ë ABC ¨ ACB à ¢ë 72

◦
,   ã£®«

BAC à ¢¥ 36

◦
. �

C

A

B K

M
L

α



�¥è¥¨¥ 2. Ǳãáâì M | á¥à¥¤¨  AC. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯® ¤¢ã¬ ª â¥â ¬ à ¢ë ¯àï¬®ã£®«ìë¥ âà¥-

ã£®«ì¨ª¨ AML ¨ CML,   â ª�¥ AMK ¨ CMK. �®£¤  ∠AKM = ∠CKM ; ®¡®§ ç¨¬ ®¡é¥¥ § ç¥¨¥

íâ¨å ã£«®¢ ç¥à¥§ α. �à¥ã£®«ì¨ª¨ BAC ¨ AKC | à ¢®¡¥¤à¥ë¥, ¯®íâ®¬ã

∠ABC = ∠ACK = ∠KAC = 90

◦ − α ¨ ∠ABK = 90

◦
+ α.

�à¥ã£®«ì¨ª¨ ALK ¨ CLK à ¢ë ¯® ¤¢ã¬ áâ®à® ¬ ¨ ã£«ã, ®âªã¤ 

∠LCB = ∠LAK = 180

◦ − ∠ABK − ∠AKB = 90

◦ − 3α ¨ ∠LCM = ∠LAM = ∠KAC − ∠LAK = 2α.

Ǳ® ä®à¬ã«¥ ¤«ï ¯«®é ¤¨ âà¥ã£®«ì¨ª 

1

2

· LK · LB · sin∠KLB = SKBL = SALC = 2SALM = AL ·ML · sin∠ALM = AL ·ML · sin∠KLB.

� ª¨¬ ®¡à §®¬,

2 · AL
LK

=

LB

ML
=

LB

LC sin∠LCM
=

LB

LC sin 2α
.

Ǳ® â¥®à¥¬¥ á¨ãá®¢ ¤«ï âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ALK ¨ BCL

AL

LK
=

sinα

sin(90

◦ − 3α)
=

sinα

os 3α
¨

LB

LC
=

sin(90

◦ − 3α)

sin(90

◦ − α)
=

os 3α

osα
.

Ǳ®¤áâ ¢«ïï íâ¨ á®®â®è¥¨ï ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¥ à ¢¥áâ¢®, ¬ë ¯®«ãç¨¬

2 · sinα

os 3α
= 2 · AL

LK
=

LB

LC sin 2α
=

os 3α

sin 2α · osα .

�«¥¤®¢ â¥«ì®,

os

2

3α = 2 sinα osα sin 2α = sin

2

2α,

®âªã¤ 

os 3α = sin 2α ⇐⇒ 3α = 90

◦ − 2α ⇐⇒ α = 18

◦. �

5. �§ n2 « ¬¯®ç¥ª á®¡à «¨ â ¡«® n × n. � �¤ ï « ¬¯®çª  ¨¬¥¥â ¤¢  á®áâ®ï¨ï | ¢ª«îç¥®¥ ¨ ¢ë-

ª«îç¥®¥. Ǳà¨  � â¨¨   ¯à®¨§¢®«ìãî « ¬¯®çªã ¥¥ á®áâ®ï¨¥ á®åà ï¥âáï,   ¢á¥ « ¬¯®çª¨,

 å®¤ïé¨¥áï á ¥© ¢ ®¤®© áâà®ª¥ ¨«¨ ¢ ®¤®¬ áâ®«¡æ¥, ¬¥ïîâ á¢®¥ á®áâ®ï¨¥   ¯à®â¨¢®¯®«®�-

®¥. �§ ç «ì® ¢á¥ « ¬¯®çª¨   â ¡«® ¢ëª«îç¥ë. Ǳ¥âï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®  � «   ¥áª®«ìª®

« ¬¯®ç¥ª, ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ç¥£® â ¡«® ¥ ¯®£ á«® ¯®«®áâìî. � ª®¥  ¨¬¥ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® « ¬¯®ç¥ª

¬®�¥â £®à¥âì   â ¡«®?

�â¢¥â: 2n− 2.

�¥è¥¨¥. � §®¢¥¬ à¥¢¥àá¨à®¢ ¨¥¬  ¡®à  « ¬¯®ç¥ª á¬¥ã á®áâ®ï¨ï ¢á¥å « ¬¯®ç¥ª íâ®£®  ¡®à   

¯à®â¨¢®¯®«®�®¥. �â¬¥â¨¬ ¤¢  ¯à®áâëå ä ªâ .

1) � � â¨¥   « ¬¯®çªã íª¢¨¢ «¥â® à¥¢¥àá¨à®¢ ¨î áâà®ª¨ ¨ áâ®«¡æ , ¢ ª®â®àëå íâ  « ¬¯®çª 

áâ®¨â. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨ â ª¨å à¥¢¥àá¨à®¢ ¨ïå  �¨¬ ¥¬ ï « ¬¯®çª  ¬¥ï¥â á¢®¥ á®áâ®ï¨¥ ¤¢ -

�¤ë, â® ¥áâì ¥ ¬¥ï¥â ¥£®,   ®áâ «ìë¥ « ¬¯®çª¨ ¢ â®© �¥ áâà®ª¥ ¨«¨ â®¬ �¥ áâ®«¡æ¥ ¬¥ïîâ á¢®¥

á®áâ®ï¨¥ ®¤¨ à §.

2)Ǳà¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®¬  � â¨¨ ¥áª®«ìª¨å « ¬¯®ç¥ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨¬ à¥¢¥àá¨à®¢ ¨ï ¬®�-

® ¯à®¨§¢®¤¨âì ¢ «î¡®¬ ¯®àï¤ª¥. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡®© « ¬¯®çª¨ ç¨á«® á¬¥ ¥¥ á®áâ®ï¨© à ¢®

áã¬¬ à®¬ã ª®«¨ç¥áâ¢ã à¥¢¥àá¨à®¢ ¨© áâà®ª ¨ áâ®«¡æ®¢, ª®â®àë¬ ®  ¯à¨ ¤«¥�¨â.

Ǳãáâì ¡ë«® á¤¥« ® k  � â¨©   « ¬¯®çª¨. Ǳà¨¯¨è¥¬ i-© áâà®ª¥ ¨ i-¬ã áâ®«¡æã á®®â¢¥âáâ¢¥® ç¨á« 

pi ¨ qi, ®¡®§ ç îé¨¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¨å à¥¢¥àá¨à®¢ ¨©. �®£¤ 

n
∑

i=1

pi +

n
∑

j=1

qj = 2k.



�ë ¬®�¥¬ ¨áª«îç¨âì ¢ «¥¢®© ç áâ¨ ç¥âë¥ pi ¨ qj , ¯®áª®«ìªã ç¥â®¥ ç¨á«® à¥¢¥àá¨à®¢ ¨© áâà®ª ¨«¨

áâ®«¡æ®¢ ¥ ¬¥ï¥â ¨å á®áâ®ï¨ï. Ǳ®á«¥ íâ®£® «¥¢ ï ç áâì ®áâ ¥âáï ç¥â®©. � ¤àã£®© áâ®à®ë, áã¬¬ë

¢ «¥¢®© ç áâ¨ ¡ã¤ãâ â®£¤  á®¤¥à� âì â®«ìª® ¥ç¥âë¥ á« £ ¥¬ë¥. Ǳ®íâ®¬ã ç¨á«® á« £ ¥¬ëå ¢ ¯¥à¢®©

áã¬¬¥ (®¡®§ ç¨¬ ¥£® ç¥à¥§ a) ¨¬¥¥â âã �¥ ç¥â®áâì, çâ® ç¨á«® á« £ ¥¬ëå ¢® ¢â®à®© áã¬¬¥ (®¡®§ ç¨¬

¥£® ç¥à¥§ b). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë à¥¢¥àá¨à®¢ «¨ a à §«¨çëå áâà®ª ¨ b à §«¨çëå áâ®«¡æ®¢, ¯à¨ç¥¬ a ¨ b

¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ãî ç¥â®áâì. Ǳà¨ íâ®¬ ¨§¬¥ïâ á¢®¥ á®áâ®ï¨¥ ¯® áà ¢¥¨î á ¨áå®¤ë¬ (â® ¥áâì ¢ª«î-

ç âáï) ¢ â®ç®áâ¨ â¥ « ¬¯®çª¨, ª®â®àë¥ áâ®ïâ ¢ à¥¢¥àá¨à®¢ ®© áâà®ª¥ ¨ ¥à¥¢¥àá¨à®¢ ®¬ áâ®«¡æ¥

¨«¨  ®¡®à®â. Ǳ¥à¢ëå « ¬¯®ç¥ª ¨¬¥¥âáï a(n − b),   ¢â®àëå b(n− a). Ǳ®íâ®¬ã ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¡ã¤¥â £®à¥âì

a(n− b) + b(n− a) « ¬¯®ç¥ª. Ǳ®ª �¥¬, çâ® a(n− b) + b(n− a) > 2n− 2. �á«¨ b = 0, â® a ç¥â® ¨ ¥ à ¢®

ã«î (¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ « ¬¯®çª¨ ¡ã¤ãâ ¢ëª«îç¥ë). �®£¤ 

a(n− b) + b(n− a) = an > 2n.

�á«¨ b = n, â® n− a ç¥â® ¨ ¥ à ¢® ã«î (¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ « ¬¯®çª¨ ¡ã¤ãâ ¢ëª«îç¥ë), ®âªã¤ 

a(n− b) + b(n− a) = n(n− a) > 2n.

� «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ à áá¬ âà¨¢ îâáï á«ãç ¨ a = 0 ¨ a = n. �«ï ¤ «ì¥©è¥£® § ¬¥â¨¬, çâ® xy > x+y−1
¤«ï x, y > 1. Ǳ®íâ®¬ã ¯à¨ 1 6 a, b 6 n− 1

a(n− b) + b(n− a) >
(

a+ (n− b)− 1

)

+

(

b+ (n− a)− 1

)

= 2n− 2.

�áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ® ¬®�® § �¥çì à®¢® 2n − 2 « ¬¯®çª¨. �«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç®   ¯®£ è¥®¬

â ¡«®  � âì ®¤¨ à §   ¯à®¨§¢®«ìãî « ¬¯®çªã. �

6. �  áâ®«¥ áâ®ïâ   ®á®¢ ¨ïå âà¨ ª®ãá , ª á ïáì ¤àã£ ¤àã£ . � ¤¨ãáë ¨å ®á®¢ ¨© à ¢ë 23, 46

¨ 69. �  áâ®« ¯®áâ ¢¨«¨ ¬¥ìè¨¬ ®á®¢ ¨¥¬ ¢¨§ ãá¥ç¥ë© ª®ãá, ª®â®àë© ¨¬¥¥â á ª �¤ë¬ ¨§

®áâ «ìëå ª®ãá®¢ ®¡éãî ®¡à §ãîéãî. � ©¤¨â¥ à ¤¨ãá ¬¥ìè¥£® ®á®¢ ¨ï ãá¥ç¥®£® ª®ãá .

�â¢¥â: 6.

O1 B C
Rr

O1

O2

O3
B

C

x 4r

y

3r

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì C | æ¥âà ¬¥ìè¥£® ®á®¢ ¨ï ãá¥ç¥®£® ª®ãá , R | à ¤¨ãá íâ®£® ®á®¢ ¨ï,

O
1

, O
2

, O
3

| æ¥âàë ®á®¢ ¨© ¤àã£¨å ª®ãá®¢. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ K
0

ª®ãá, ¤®¯®«ïîé¨© ãá¥ç¥ë©

ª®ãá ¤® ®¡ëç®£®,   ç¥à¥§ K
1

| ª®ãá á æ¥âà®¬ ®á®¢ ¨ï O
1

. �  «¥¢®¬ à¨áãª¥ ¯®ª § ® á¥ç¥¨¥

K
0

¨ K
1

¯«®áª®áâìî �, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çª¨ O
1

¨ C ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® áâ®«ã. Ǳ® ãá«®¢¨î K
0

¨ K
1

¨¬¥îâ ®¡éãî ®¡à §ãîéãî, ª®â®à ï «¥�¨â ¢ �, ¯®áª®«ìªã ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢¥àè¨ë ª®ãá®¢. Ǳãáâì B |

â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï íâ®© ®¡à §ãîé¥© á® áâ®«®¬. �®£¤  B «¥�¨â   £à ¨æ¥ ®á®¢ ¨© K
0

¨ K
1

,   â ª�¥

  ®âà¥§ª¥ CO
1

, á®¥¤¨ïîé¥¬ æ¥âàë ®á®¢ ¨©. �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ®á®¢ ¨ï K
0

¨ K
1

ª á îâáï

¤àã£ ¤àã£  ¢ â®çª¥ B, â® ¥áâì BC = R. � «®£¨ç® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® à ááâ®ï¨¥ ®â C ¤® ®á®¢ ¨© ¤¢ãå

¤àã£¨å ª®ãá®¢ à ¢® R. Ǳ®«®�¨¬ r = 23 ¨ § ¬¥â¨¬, çâ®

O
1

O
2

= 3r, O
1

O
3

= 4r, O
2

O
3

= 5r,



â® ¥áâì âà¥ã£®«ì¨ª O
1

O
2

O
3

| ¯àï¬®ã£®«ìë©. � ¯à ¢¨¬ ª®®à¤¨ âë¥ ®á¨ ¢¤®«ì «ãç¥© O
1

O
3

¨ O
1

O
2

(á¬. ¯à ¢ë© à¨áã®ª). Ǳãáâì â®çª  C ¨¬¥¥â ª®®à¤¨ âë (x, y). � ª ª ª

CO
1

= BO
1

+BC = r +R, CO
2

= 2r +R, CO
3

= 3r +R,

á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥áâ¢ 

(r +R)2 − x2 = y2 = (3r +R)2 − (4r − x)2 ⇐⇒ r2 + 2rR = 6rR + 8rx− 7r2 ⇐⇒ 2x = 2r −R,

  â ª�¥

(r +R)2 − y2 = x2 = (2r +R)2 − (3r − y)2 ⇐⇒ r2 + 2rR = 4rR + 6ry − 5r2 ⇐⇒ 3y = 3r −R.

Ǳ®áª®«ìªã x2 + y2 = CO2

1

= (r +R)2, ¬ë ¯®«ãç¨¬

36 (r +R)2 = (6r − 3R)2 + (6r − 2R)2 ⇐⇒ 23R2

+ 132rR− 36r2 = 0.

�â® ãà ¢¥¨¥ ®â®á¨â¥«ì® R ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ ¯®«®�¨â¥«ì®¥ à¥è¥¨¥ R =

6

23

r = 6. �



� à¨ â 8

1. �  ¨âª¥  ¤¥âë 75 á¨¨å, 75 ªà áëå ¨ 75 §¥«¥ëå ¡ãá¨®ª. � §®¢¥¬ ¯ïâ¥àªã ¯®¤àï¤ ¨¤ãé¨å ¡ãá¨®ª

å®à®è¥©, ¥á«¨ áà¥¤¨ ¨å à®¢® 3 §¥«¥ëå ¡ãá¨ª¨ ¨ ¯® ®¤®© ªà á®© ¨ á¨¥©. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥

ª®«¨ç¥áâ¢® å®à®è¨å ¯ïâ¥à®ª ¬®�¥â ¡ëâì   íâ®© ¨âª¥?

�â¢¥â: 123.

�¥è¥¨¥. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯¥à¢ ï ¨ ¯®á«¥¤ïï §¥«¥ë¥ ¡ãá¨ª¨ ¢å®¤ïâ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ âà¨ å®à®è¨¥

¯ïâ¥àª¨, ¢â®à ï ¨ ¯à¥¤¯®á«¥¤ïï | ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ ç¥âëà¥ ¯ïâ¥àª¨,   ®áâ «ìë¥ | ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ ¯ïâì

¯ïâ¥à®ª. �á«¨ á«®�¨âì íâ¨ ¥à ¢¥áâ¢ , â® ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¯®«ãç¨âáï 2 ·3+2 ·4+71 ·5 = 369,   ¢ «¥¢®© |

ãâà®¥®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® å®à®è¨å ¯ïâ¥à®ª, ¯®áª®«ìªã ª �¤ ï ¡ã¤¥â ãçâ¥  âà¨�¤ë. � ç¨â, ¢á¥£® ¬®�¥â

¡ëâì ¥ ¡®«¥¥ 123 å®à®è¨å ¯ïâ¥à®ª.

Ǳà¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à à á¯®«®�¥¨ï ¡ãá¨®ª, ¤ îé¥£® à®¢® 123 å®à®è¨å ¯ïâ¥àª¨:

�����; �����; . . . ; ����� (25 à §); �� . . .

(¬®£®â®ç¨¥ ¢ ª®æ¥ ®§ ç ¥â ¯à®¨§¢®«ìãî ª®¬¡¨ æ¨î á¨¨å ¨ ªà áëå ¡ãá¨®ª). �®à®è¨¬¨ ¡ã¤ãâ

¯ïâ¥àª¨,  ç¨ îé¨¥áï á ¯®§¨æ¨© 1, 2, . . . , 123, ¨ â®«ìª® ®¨. �

2. � 200-§ ç®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  ®¤ã ¨§ æ¨äà § ¬¥¨«¨ ã«¥¬ (¥á«¨ ®  áâ àè ï | ¯à®áâ® áâ¥à-

«¨). � à¥§ã«ìâ â¥ ç¨á«® ã¬¥ìè¨«®áì ¢ 5 à §. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ç¨á« , ¤«ï ª®â®àëå íâ® ¢®§¬®�®.

�â¢¥â: 125a · 1097 ¯à¨ a = 1, 2, 3.

�¥è¥¨¥. Ǳà¥¤áâ ¢¨¬ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® ¢ ¢¨¤¥ m+10

ka+10

k+1n, £¤¥ a | ¤¥áïâ¨ç ï æ¨äà , k, m, n |

¥®âà¨æ â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ¯à¨ç¥¬ m < 10

k
. � ¬¥¨¢ æ¨äàã a ã«¥¬, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ç¨á«® m+10

k+1n.

Ǳ® ãá«®¢¨î

m+ 10

ka+ 10

k+1n = 5

(

m+ 10

k+1n
)

⇐⇒ 4m = 10

k
(a− 40n).

� ¬¥â¨¬, çâ® n = 0, ¨ ç¥ m < 0. Ǳ®íâ®¬ã a ¡ã¤¥â áâ àè¥© æ¨äà®© ¨áå®¤®£® ç¨á« , ®âªã¤  k = 199.

�®£¤ 

4m = 10

ka = 10

199a ⇐⇒ m = 25a · 10197,
¨ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® à ¢® 125a · 10197. � ª ª ª m < 10

199

, æ¨äà  a ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï 1, 2, 3. �

3. � ë ç¨á«  x
1

, . . . , xn ∈
(

0, π
2

)

. � ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï

A =

os

2 x
1

+ . . .+ os

2 xn√
n+

√

tg

4 x
1

+ . . .+ tg

4 xn

.

�â¢¥â:

√
n

4

.

�¥è¥¨¥. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ «î¡ëå a
1

, . . . , an

( n
∑

k=1

ak

)

2

6 n

n
∑

k=1

a2k.

�âáî¤  ¢ á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  ¤«ï áà¥¤¥£® £ à¬®¨ç¥áª®£® ¨ áà¥¤¥£®  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®£®

1

√
n+

√

tg

4 x
1

+ . . .+ tg

4 xn

6
1

√
n+ 1√

n

n
∑

k=1

tg

2 xk

=

√
n

n
∑

k=1

1

sin

2 xk

6
1

n
√
n

n
∑

k=1

sin

2 xk.

�®£¤  ¯® ¥à ¢¥áâ¢ã �®è¨

A 6

(

n
∑

k=1

sin

2 xk

)

·
(

n
∑

k=1

os

2 xk

)

n
√
n

6
1

4n
√
n

( n
∑

k=1

sin

2 xk +

n
∑

k=1

os

2 xk

)

2

=

√
n

4

.



� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ x
1

= . . . = xn =

π
4

. �

4. �  ®á®¢ ¨¥ BC à ¢®¡¥¤à¥®£® âà¥ã£®«ì¨ª  ABC ®¯ãé¥  ¢ëá®â  AH. �  áâ®à®¥ AB ®â¬¥ç¥ 

â ª ï â®çª  P , çâ® CP = BC. �âà¥§®ª CP ¯¥à¥á¥ª ¥â ¢ëá®âã AH ¢ â®çª¥ Q. �ª § «®áì, çâ® ¯«®-

é ¤ì âà¥ã£®«ì¨ª  BHQ ¢ 4 à §  ¬¥ìè¥ ¯«®é ¤¨ âà¥ã£®«ì¨ª  APQ. � ©¤¨â¥ ã£«ë âà¥ã£®«ì¨ª 

ABC.

�â¢¥â: 30

◦, 75◦, 75◦.

A

B

C

H

P

Q

N

α

�¥è¥¨¥ 1. Ǳ®áª®«ìªã âà¥ã£®«ì¨ª ABC à ¢®¡¥¤à¥ë©, ¥£® ¢ëá®â  AH ï¢«ï¥âáï â ª�¥ ¡¨áá¥ªâà¨-

á®© ¨ ¬¥¤¨ ®©, ®âªã¤  BH = CH ¨ ∠CAH = ∠BAH . Ǳãáâì N | á¥à¥¤¨  ®âà¥§ª  BP . �®£¤  NH |

áà¥¤ïï «¨¨ï âà¥ã£®«ì¨ª  PBC ¨, § ç¨â, NH ‖ PC. �à¥ã£®«ì¨ª BCP à ¢®¡¥¤à¥ë©, ¯®íâ®¬ã

®âà¥§®ª CN ¡ã¤¥â ¥£® ¢ëá®â®©. � á¨«ã ãá«®¢¨ï

4 =

SAPQ

SBHQ

=

SAPQ

SCHQ

=

AQ · PQ

QH ·QC
=⇒ PQ

QC
= 4 · QH

AQ
= 4 · PN

AP
.

� ª ª ª AQ | ¡¨áá¥ªâà¨á  âà¥ã£®«ì¨ª  APC, ¬ë ¯®«ãç¨¬

AP

AB
=

AP

AC
=

PQ

QC
= 4 · PN

AP
.

Ǳ®«®�¨¬ x = AN
AB

. �®£¤ 

PN

AB
=

BN

AB
= 1− x,

AP

AB
= 1− 2 · PN

AB
= 2x− 1,

¨ ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® à ¢¥áâ¢ 

(2x− 1)

2

=

(

AP

AB

)

2

= 4 · PN

AP
· AP
AB

= 4 · PN

AB
= 4− 4x ⇐⇒ x =

√
3

2

.

� ª ª ª x = AN
AC

= os∠BAC, ã£®« BAC à ¢¥ 30

◦
,   ã£«ë ABC ¨ ACB à ¢ë 75

◦
. �

�¥è¥¨¥ 2. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯® ¤¢ã¬ ª â¥â ¬ à ¢ë ¯àï¬®ã£®«ìë¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ AHB ¨ AHC,   â ª�¥

QHB ¨ QHC. �®£¤  ∠BAH = ∠CAH ; ®¡®§ ç¨¬ ®¡é¥¥ § ç¥¨¥ íâ¨å ã£«®¢ ç¥à¥§ α. �à¥ã£®«ì¨ª¨ BCP

¨ BAC | à ¢®¡¥¤à¥ë¥, ¯®íâ®¬ã

∠CPB = ∠PBC = ∠ACB = 90

◦ − α ¨ ∠APC = 90

◦
+ α.

�à¥ã£®«ì¨ª¨ AQB ¨ AQC à ¢ë ¯® ¤¢ã¬ áâ®à® ¬ ¨ ã£«ã, ®âªã¤ 

∠PBQ = ∠ACQ = 180

◦ − ∠APC − ∠PAC = 90

◦ − 3α ¨ ∠QBH = ∠QCH = ∠ACB − ∠ACQ = 2α.



Ǳ® ä®à¬ã«¥ ¤«ï ¯«®é ¤¨ âà¥ã£®«ì¨ª 

1

2

AQ · PQ · sin∠AQP = SAPQ = 4SBHQ = 4SCHQ = 2CQ ·HQ · sin∠CQH = 2CQ ·HQ · sin∠AQP.

� ª¨¬ ®¡à §®¬,

4 · CQ

AQ
=

PQ

HQ
=

PQ

BQ sin∠QBH
=

PQ

BQ sin 2α
.

Ǳ® â¥®à¥¬¥ á¨ãá®¢ ¤«ï âà¥ã£®«ì¨ª®¢ CQA ¨ PBQ

CQ

AQ
=

sinα

sin(90

◦ − 3α)
=

sinα

os 3α
¨

PQ

BQ
=

sin(90

◦ − 3α)

sin(90

◦ − α)
=

os 3α

osα
.

Ǳ®¤áâ ¢«ïï íâ¨ á®®â®è¥¨ï ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¥ à ¢¥áâ¢®, ¬ë ¯®«ãç¨¬

4 · sinα

os 3α
= 4 · CQ

AQ
=

PQ

BQ sin 2α
=

os 3α

sin 2α · osα .

�«¥¤®¢ â¥«ì®,

os

2

3α = 4 sinα osα sin 2α = 2 sin

2

2α,

®âªã¤ 

os 3α =

√
2 sin 2α ⇐⇒ 1− 4 sin

2 α = 2

√
2 sinα ⇐⇒ sinα =

√
3− 1

2

√
2

⇐⇒ α = 15

◦. �

5. �§ n2 « ¬¯®ç¥ª á®¡à «¨ â ¡«® n × n. � �¤ ï « ¬¯®çª  ¨¬¥¥â ¤¢  á®áâ®ï¨ï | ¢ª«îç¥®¥ ¨ ¢ë-

ª«îç¥®¥. Ǳà¨  � â¨¨   ¯à®¨§¢®«ìãî « ¬¯®çªã ¥¥ á®áâ®ï¨¥ á®åà ï¥âáï,   ¢á¥ « ¬¯®çª¨,  -

å®¤ïé¨¥áï á ¥© ¢ ®¤®© áâà®ª¥ ¨«¨ ¢ ®¤®¬ áâ®«¡æ¥, ¬¥ïîâ á¢®¥ á®áâ®ï¨¥   ¯à®â¨¢®¯®«®�®¥.

�§ ç «ì® ¢á¥ « ¬¯®çª¨   â ¡«® ¢ëª«îç¥ë. � áï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®  � «   ¥áª®«ìª® « ¬¯®ç¥ª,

¨§ ª®â®àëå ¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¥ «¥� â ¢ ®¤®© áâà®ª¥ ¨«¨ ¢ ®¤®¬ áâ®«¡æ¥. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢®

« ¬¯®ç¥ª ¬®£ § �¥çì � áï?

�â¢¥â:

n2

2

¯à¨ ç¥â®¬ n ¨

n2−1

2

¯à¨ ¥ç¥â®¬ n.

�¥è¥¨¥. � §®¢¥¬ à¥¢¥àá¨à®¢ ¨¥¬  ¡®à  « ¬¯®ç¥ª á¬¥ã á®áâ®ï¨ï ¢á¥å « ¬¯®ç¥ª íâ®£®  ¡®à   

¯à®â¨¢®¯®«®�®¥. �â¬¥â¨¬ ¤¢  ¯à®áâëå ä ªâ .

1) � � â¨¥   « ¬¯®çªã íª¢¨¢ «¥â® à¥¢¥àá¨à®¢ ¨î áâà®ª¨ ¨ áâ®«¡æ , ¢ ª®â®àëå íâ  « ¬¯®çª 

áâ®¨â. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨ â ª¨å à¥¢¥àá¨à®¢ ¨ïå  �¨¬ ¥¬ ï « ¬¯®çª  ¬¥ï¥â á¢®¥ á®áâ®ï¨¥ ¤¢ -

�¤ë, â® ¥áâì ¥ ¬¥ï¥â ¥£®,   ®áâ «ìë¥ « ¬¯®çª¨ ¢ â®© �¥ áâà®ª¥ ¨«¨ â®¬ �¥ áâ®«¡æ¥ ¬¥ïîâ á¢®¥

á®áâ®ï¨¥ ®¤¨ à §.

2)Ǳà¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®¬  � â¨¨ ¥áª®«ìª¨å « ¬¯®ç¥ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨¬ à¥¢¥àá¨à®¢ ¨ï ¬®�-

® ¯à®¨§¢®¤¨âì ¢ «î¡®¬ ¯®àï¤ª¥. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡®© « ¬¯®çª¨ ç¨á«® á¬¥ ¥¥ á®áâ®ï¨© à ¢®

áã¬¬ à®¬ã ª®«¨ç¥áâ¢ã à¥¢¥àá¨à®¢ ¨© áâà®ª ¨ áâ®«¡æ®¢, ª®â®àë¬ ®  ¯à¨ ¤«¥�¨â.

Ǳãáâì ¡ë«® á¤¥« ® k  � â¨©   « ¬¯®çª¨. �®£¤  ¬ë à¥¢¥àá¨à®¢ «¨ k à §«¨çëå áâà®ª ¨ k à §«¨ç-

ëå áâ®«¡æ®¢. Ǳà¨ íâ®¬ ¨§¬¥ïâ á¢®¥ á®áâ®ï¨¥ ¯® áà ¢¥¨î á ¨áå®¤ë¬ (â® ¥áâì ¢ª«îç âáï) ¢ â®ç®áâ¨

â¥ « ¬¯®çª¨, ª®â®àë¥ áâ®ïâ ¢ à¥¢¥àá¨à®¢ ®© áâà®ª¥ ¨ ¥à¥¢¥àá¨à®¢ ®¬ áâ®«¡æ¥ ¨«¨  ®¡®à®â. �¥å ¨

¤àã£¨å « ¬¯®ç¥ª ¨¬¥¥âáï k(n− k), ¯®íâ®¬ã ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¡ã¤¥â £®à¥âì 2k(n− k) « ¬¯®ç¥ª. Ǳ®ª �¥¬, çâ®

2k(n− k) 6
n2

2

¯à¨ ç¥â®¬ n ¨ 2k(n− k) 6
n2 − 1

2

¯à¨ ¥ç¥â®¬ n. (∗)

� áá¬®âà¨¬ ¢ëà �¥¨¥ 2k(n − k) ª ª ª¢ ¤à âë© âà¥åç«¥ ®â®á¨â¥«ì® k. �£® £à ä¨ª ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â

á®¡®© ¯ à ¡®«ã á ¢¥àè¨®© k =

n
2

. � ª ª ª ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ k2 ®âà¨æ â¥«¥,  ¨¡®«ìè¥¥ § ç¥¨¥

âà¥åç«¥  ¤®áâ¨£ ¥âáï ¢ ¢¥àè¨¥ ¨ à ¢®

n2

2

. �®£¤  2k(n− k) 6 n2

2

, ¨ ¯¥à¢®¥ ¨§ ¥à ¢¥áâ¢ (∗) ¤®ª § ®.
�«ï ®¡®á®¢ ¨ï ¢â®à®£® ã�® ¥é¥ § ¬¥â¨âì, çâ® ç¨á«® 2k(n− k) æ¥«®¥, ¯®íâ®¬ã

2k(n− k) 6

[

n2

2

]

=

n2 − 1

2

.



�áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ® ¢ ¥à ¢¥áâ¢ å (∗) ¬®£ãâ ¤®áâ¨£ âìáï à ¢¥áâ¢ . � �¬¥¬ ¢ ¨áå®¤®¬ á®áâ®ï¨¨

k =

[

n
2

]

à §«¨çëå « ¬¯®ç¥ª   £« ¢®© ¤¨ £® «¨ â ¡«®. Ǳà¨ ç¥â®¬ n ¬ë ¯®«ãç¨¬

n2

2

§ ��¥ëå

« ¬¯®ç¥ª,   ¯à¨ ¥ç¥â®¬ n ¨å ç¨á«® á®áâ ¢¨â

2 · n− 1

2

·
(

n− n− 1

2

)

=

n2 − 1

2

. �

6. �  áâ®«¥ áâ®ïâ   ®á®¢ ¨ïå âà¨ ª®ãá , ª á ïáì ¤àã£ ¤àã£ . � ¤¨ãáë ¨å ®á®¢ ¨© à ¢ë 2r, 3r

¨ 10r. �  áâ®« ¯®áâ ¢¨«¨ ¬¥ìè¨¬ ®á®¢ ¨¥¬ ¢¨§ ãá¥ç¥ë© ª®ãá, ª®â®àë© ¨¬¥¥â á ª �¤ë¬

¨§ ®áâ «ìëå ª®ãá®¢ ®¡éãî ®¡à §ãîéãî. � ©¤¨â¥ r, ¥á«¨ à ¤¨ãá ¬¥ìè¥£® ®á®¢ ¨ï ãá¥ç¥®£®

ª®ãá  à ¢¥ 15.

�â¢¥â: 29.

O1 B C
R2r

O1

O2

O3
B

C

x 12r

y

5r

�¥è¥¨¥. Ǳãáâì C | æ¥âà ¬¥ìè¥£® ®á®¢ ¨ï ãá¥ç¥®£® ª®ãá , O
1

, O
2

, O
3

| æ¥âàë ®á®¢ ¨©

¤àã£¨å ª®ãá®¢, R = 15. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ K
0

ª®ãá, ¤®¯®«ïîé¨© ãá¥ç¥ë© ª®ãá ¤® ®¡ëç®£®,   ç¥à¥§

K
1

| ª®ãá á æ¥âà®¬ ®á®¢ ¨ï O
1

. �  «¥¢®¬ à¨áãª¥ ¯®ª § ® á¥ç¥¨¥ K
0

¨ K
1

¯«®áª®áâìî �, ¯à®å®¤ï-

é¥© ç¥à¥§ â®çª¨ O
1

¨ C ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® áâ®«ã. Ǳ® ãá«®¢¨î K
0

¨ K
1

¨¬¥îâ ®¡éãî ®¡à §ãîéãî, ª®â®à ï

«¥�¨â ¢ �, ¯®áª®«ìªã ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢¥àè¨ë ª®ãá®¢. Ǳãáâì B | â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï íâ®© ®¡à §ãîé¥©

á® áâ®«®¬. �®£¤  B «¥�¨â   £à ¨æ¥ ®á®¢ ¨© K
0

¨ K
1

,   â ª�¥   ®âà¥§ª¥ CO
1

, á®¥¤¨ïîé¥¬ æ¥âàë

®á®¢ ¨©. �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ®á®¢ ¨ï K
0

¨ K
1

ª á îâáï ¤àã£ ¤àã£  ¢ â®çª¥ B, â® ¥áâì BC = R.

� «®£¨ç® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® à ááâ®ï¨¥ ®â C ¤® ®á®¢ ¨© ¤¢ãå ¤àã£¨å ª®ãá®¢ à ¢® R. � ¬¥â¨¬, çâ®

O
1

O
2

= 5r, O
1

O
3

= 12r, O
2

O
3

= 13r,

â® ¥áâì âà¥ã£®«ì¨ª O
1

O
2

O
3

| ¯àï¬®ã£®«ìë©. � ¯à ¢¨¬ ª®®à¤¨ âë¥ ®á¨ ¢¤®«ì «ãç¥© O
1

O
3

¨ O
1

O
2

(á¬. ¯à ¢ë© à¨áã®ª). Ǳãáâì â®çª  C ¨¬¥¥â ª®®à¤¨ âë (x, y). � ª ª ª

CO
1

= BO
1

+BC = 2r +R, CO
2

= 3r +R, CO
3

= 10r +R,

á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥áâ¢ 

(2r +R)2 − x2 = y2 = (10r +R)2 − (12r − x)2 ⇐⇒ 4r2 + 4rR = 20rR+ 24rx− 44r2 ⇐⇒ 3x = 6r − 2R,

  â ª�¥

(2r +R)2 − y2 = x2 = (3r + R)2 − (5r − y)2 ⇐⇒ 4r2 + 4rR = 6rR + 10ry − 16r2 ⇐⇒ 5y = 10r −R.

Ǳ®áª®«ìªã x2 + y2 = CO2

1

= (2r +R)2, ¬ë ¯®«ãç¨¬

225 (2r +R)2 = (30r − 10R)2 + (30r − 3R)2 ⇐⇒ 225r2 − 420Rr− 29R2

= 0.

�â® ãà ¢¥¨¥ ®â®á¨â¥«ì® r ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ ¯®«®�¨â¥«ì®¥ à¥è¥¨¥ r = 29

15

R = 29. �



� à¨ â 9

1. ��¥à¥«ì¥ á®áâ®¨â ¨§ 80 ¡ãá¨®ª ªà á®£®, á¨¥£® ¨ §¥«¥®£® æ¢¥â . �§¢¥áâ®, çâ®   «î¡®¬ ãç áâª¥

®�¥à¥«ìï ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï á¨¨¬¨ ¡ãá¨ª ¬¨ ¥áâì å®âï ¡ë ®¤  ªà á ï,     «î¡®¬ ãç áâª¥ ®�¥à¥«ìï

¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï ªà áë¬¨ ¥áâì å®âï ¡ë ®¤  §¥«¥ ï. � ª®¥  ¨¬¥ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® §¥«ñëå ¡ãá¨®ª

¬®�¥â ¡ëâì ¢ íâ®¬ ®�¥à¥«ì¥? (�ãá¨ª¨ ¢ ®�¥à¥«ì¥ à á¯®«®�¥ë æ¨ª«¨ç¥áª¨, â® ¥áâì ¯®á«¥¤ïï

á®á¥¤áâ¢ã¥â á ¯¥à¢®©.)

�â¢¥â: 27.

�¥è¥¨¥. �á«¨ á¨¨¥ ¡ãá¨ª¨ à á¯®«®�¥ë ¯® ªàã£ã, â® ç¨á«® ¯ à á®á¥¤¨å ¡ãá¨®ª à ¢® ª®«¨ç¥áâ¢ã

¡ãá¨®ª. � ª ª ª ¬¥�¤ã «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï á¨¨¬¨ ¡ãá¨ª ¬¨ ¥áâì ªà á ï, ªà áëå ¡ãá¨®ª ¢ ®�¥à¥«ì¥ ¥

¬¥ìè¥, ç¥¬ á¨¨å. � «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® §¥«¥ëå ¡ãá¨®ª ¢ ®�¥à¥«ì¥ ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬

ªà áëå. � ç¨â, §¥«¥ëå ¡ãá¨®ª ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬

80

3

= 26

2

3

, â® ¥áâì ¨å ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ 27. Ǳà¨¢¥¤¥¬

¯à¨¬¥à ®�¥à¥«ìï, á®¤¥à� é¥£® à®¢® 27 §¥«¥ëå ¡ãá¨®ª:

���; ���; . . . ; ��� (26 à §); ��. �

2. � 100-§ ç®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  áâ¥à«¨ ¤¢¥ á®á¥¤¨¥ æ¨äàë. � à¥§ã«ìâ â¥ ç¨á«® ã¬¥ìè¨«®áì ¢

87 à §. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ç¨á« , ¤«ï ª®â®àëå íâ® ¢®§¬®�®.

�â¢¥â: 435 · 1097, 1305 · 1096, 2175 · 1096, 3045 · 1096.
�¥è¥¨¥. Ǳà¥¤áâ ¢¨¬ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® ¢ ¢¨¤¥ m + 10

ka + 10

k+2n, £¤¥ a, k, m, n | ¥®âà¨æ â¥«ìë¥

æ¥«ë¥ ç¨á« , ¯à¨ç¥¬ m < 10

k
¨ a < 100. �â¥à¥¢ æ¨äàë ¢ k-¬ ¨ (k + 1)-¬ à §àï¤ å, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ç¨á«®

m+ 10

kn. Ǳ® ãá«®¢¨î

m+ 10

ka+ 10

k+2n = 87

(

m+ 10

kn
)

⇐⇒ 86m = 10

k
(a+ 13n).

�¨á«® a + 13n ¯®«®�¨â¥«ì® ¨ ¤¥«¨âáï   43. �à®¬¥ â®£®, a + 13n < 86, ¨ ç¥ m > 10

k
. Ǳ®íâ®¬ã

a + 13n = 43, ¨ ¯ à  (n, a) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï (0, 43), (1, 30), (2, 17), (3, 4). � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ç¨á«®

à §àï¤®¢ à ¢® (k + 2), ®âªã¤  k = 98. �®£¤  m = 5 · 1097,   ¨áå®¤®¥ ç¨á«® à ¢®

m+ 10

ka = 5 · 1097 + 43 · 1098 = 435 · 1097.

� ®áâ «ìëå á«ãç ïå ç¨á«® à §àï¤®¢ à ¢® (k + 3), ®âªã¤  k = 97. �®£¤  m = 5 · 1096,   ¨áå®¤ë¬¨

ç¨á« ¬¨ ¡ã¤ãâ

10

99

+ 30 · 1097 + 5 · 1096, 2 · 1099 + 17 · 1097 + 5 · 1096, 3 · 1099 + 4 · 1097 + 5 · 1096,

çâ® ¨ ¤ ¥â ®â¢¥â. �

3. � ë ç¨á«  x
1

, . . . , xn ∈ (0, 1). � ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï

A =

√
1− x

1

+ . . .+
√
1− xn

√

1

x
1

+ . . .+ 1

xn

.

�â¢¥â:

√
n

2

.

�¥è¥¨¥. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ «î¡ëå a
1

, . . . , an

( n
∑

k=1

ak

)

2

6 n

n
∑

k=1

a2k.

�âáî¤  ¢ á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  ¤«ï áà¥¤¥£® £ à¬®¨ç¥áª®£® ¨ áà¥¤¥£®  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®£®

1

√

1

x
1

+ . . .+ 1

xn

6

√
n

1√
x
1

+ . . .+ 1√
xn

6

√
x
1

+ . . .+
√
xn

n
√
n

.



�®£¤  ¯® ¥à ¢¥áâ¢ã �®è¨

A 6

(

n
∑

k=1

√
1− xk

)

·
(

n
∑

k=1

√
xk

)

n
√
n

6

(

n
∑

k=1

√
1− xk

)

2

+

(

n
∑

k=1

√
xk

)

2

2n
√
n

6

n
∑

k=1

(1− xk) +

n
∑

k=1

xk

2

√
n

=

√
n

2

.

� ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ x
1

= . . . = xn =

1

2

. �

4. �ãâà¨ ã£«  à áâ¢®à  30

◦
á ¢¥àè¨®© A ¢ë¡à   â®çª  K, à ááâ®ï¨ï ®â ª®â®à®© ¤® áâ®à® ã£« 

à ¢ë 1 ¨ 2. �¥à¥§ â®çªã K ¯à®¢®¤ïâáï ¢á¥¢®§¬®�ë¥ ¯àï¬ë¥, ¯¥à¥á¥ª îé¨¥ áâ®à®ë ã£« . � ©¤¨-

â¥ ¬¨¨¬ «ìë© ¯¥à¨¬¥âà âà¥ã£®«ì¨ª , ®âá¥ª ¥¬®£® ¯àï¬®© ®â ã£« .

�â¢¥â: 4

(

2 +

√
3

)

.

A

O

N

M

K

Q

P

A

O

N

M

K

L

T

S

�¥è¥¨¥. Ǳà®¢¥¤¥¬ â ªãî ®ªàã�®áâì ω, ª á îéãîáï áâ®à® ã£«  ¢ â®çª å M ¨ N , çâ® K «¥�¨â

  ¬ «®© ¤ã£¥ MN (á¬. «¥¢ë© à¨áã®ª). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ p ¯¥à¨¬¥âà âà¥ã£®«ì¨ª , ®âá¥ª ¥¬®£® ®â ã£« 

ª á â¥«ì®© ª ω ¢ â®çª¥ K. �®£¤ 

p = AP + PK +KQ+AQ = AP + PM +QN +AQ = AM +AN = 2 ·AN.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ íâ®¬ à ááã�¤¥¨¨ ¬®�® § ¬¥¨âì K «î¡®© ¤àã£®© â®çª®©, «¥� é¥©   ¬ «®© ¤ã£¥ MN .

Ǳ®ª �¥¬, çâ® ¯¥à¨¬¥âà p ¡ã¤¥â ¬¨¨¬ «ìë¬. Ǳãáâì ℓ | á¥ªãé ï ª ω, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çªã K.

Ǳà®¢¥¤¥¬ ¯ à ««¥«ì® ¥© ¯àï¬ãî ℓ
1

, ª á îéãîáï ¬ «®© ¤ã£¨ MN . Ǳàï¬ë¥ ℓ ¨ ℓ
1

®âá¥ª îâ ®â ã£« 

¯®¤®¡ë¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨. Ǳàï¬ ï ℓ
1

¤ ¥â ¬¥ìè¨© âà¥ã£®«ì¨ª, ¯¥à¨¬¥âà ª®â®à®£® à ¢¥ p. � ç¨â,   ℓ

¬¨¨¬ã¬ ¥ à¥ «¨§ã¥âáï.

Ǳãáâì T ¨ S | ¯à®¥ªæ¨¨ â®çª¨ K   áâ®à®ë ã£« , £¤¥ KT = 2 ¨ KS = 1. Ǳ®áâà®¨¬ ®ªàã�®áâì ω.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ O â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¡¨áá¥ªâà¨áë ã£«  á ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ K ¯ à ««¥«ì® AT

(á¬. ¯à ¢ë© à¨áã®ª). Ǳãáâì M ¨ N | ¯à®¥ªæ¨¨ â®çª¨ O   «ãç¨ AS ¨ AT , L | ¯à®¥ªæ¨ï K   OM .

�®£¤ 

OM = ON = KT = 2, LO = OM − LM = OM −KS = 1 ¨ OK = 2,

¯®áª®«ìªã ∠LKO = ∠MAN = 30

◦
. � ç¨â, O | æ¥âà ¨áª®¬®© ®ªàã�®áâ¨ ω. Ǳ® ¤®ª § ®¬ã ¢ëè¥

p = 2 · AN = 2 ·ON · tg 15◦ = 4 · 1 + os 30

◦

sin 30

◦
= 4

(

2 +

√
3

)

. �

5. � ª«¥âª å â ¡«¨æë 80×80 à ááâ ¢«¥ë ¯®¯ à® à §«¨çë¥  âãà «ìë¥ ç¨á« . � �¤®¥ ¨§ ¨å «¨¡®

¯à®áâ®¥, «¨¡® ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¤¢ãå ¯à®áâëå ç¨á¥« (¢®§¬®�®, á®¢¯ ¤ îé¨å). �§¢¥áâ®,

çâ® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  a ¨§ â ¡«¨æë ¢ ®¤®© áâà®ª¥ ¨«¨ ¢ ®¤®¬ áâ®«¡æ¥ á ¨¬  ©¤¥âáï â ª®¥

ç¨á«® b, çâ® a ¨ b ¥ ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥«

¬®�¥â ¡ëâì ¢ â ¡«¨æ¥?

�â¢¥â: 4266.

�¥è¥¨¥. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á®áâ ¢®¥ ç¨á«® a ®¡á«ã�¨¢ ¥â ¯à®áâ®¥ ç¨á«® p, ¥á«¨ ç¨á«  a ¨ p ¥

¢§ ¨¬® ¯à®áâë (â® ¥áâì a ¤¥«¨âáï   p). �«ï ª �¤®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  ¢ â ¡«¨æ¥ ¥áâì ®¡á«ã�¨¢ îé¥¥ ¥£®

á®áâ ¢®¥. Ǳ®áª®«ìªã ª �¤®¥ á®áâ ¢®¥ ç¨á«® ¨¬¥¥â ¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå à §«¨çëå ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥«¥©, ®®



®¡á«ã�¨¢ ¥â ¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå ¯à®áâëå ç¨á¥«. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ â ¡«¨æ  á®¤¥à�¨â n á®áâ ¢ëå ç¨á¥«, â®

¯à®áâëå | ¥ ¡®«¥¥ 2n. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¡é¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨á¥« ¢ â ¡«¨æ¥ ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 3n. �®£¤ 

3n > 80

2

=⇒ n > 80

2

3

= 2133

1

3

=⇒ n > 2134 =⇒ 80

2 − n 6 80

2 − 2134 = 4266.

� ç¨â, ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥« ¢ â ¡«¨æ¥ ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 4266.

Ǳ®ª �¥¬ â¥¯¥àì, ª ª ¬®�® à §¬¥áâ¨âì ¢ â ¡«¨æ¥ 4266 ¯à®áâëå ç¨á¥«. �®á¯®«ì§ã¥¬áï á«¥¤ãîé¨¬

 «£®à¨â¬®¬ § ¯®«¥¨ï áâà®ª ¨ áâ®«¡æ®¢.

1) Ǳ¥à¢ë¥ 52 ¯®§¨æ¨¨ § ¯®«ï¥¬ à §«¨çë¬¨ ¯à®áâë¬¨ ç¨á« ¬¨ p
1

, p
2

, . . . , p
52

. �â¨ ç¨á«  ¤®«�ë

¡ëâì ®¢ë¬¨, â® ¥áâì ¥ ¨á¯®«ì§®¢ ¢è¨¬¨áï à ¥¥ ¢ â ¡«¨æ¥.

2) � á«¥¤ãîé¨å 26 ª«¥âª å à §¬¥é ¥¬ ç¨á«  p
1

p
2

, p
3

p
4

, . . . , p
51

p
52

.

3) Ǳ®á«¥¤¨¥ ¤¢¥ ¯®§¨æ¨¨ ®áâ ¢«ï¥¬ ¥§ ¯®«¥ë¬¨.

Ǳà¨¬¥¨¬ íâ®â  «£®à¨â¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® á ç «  ª áâà®ª ¬ 1, 2, . . . , 80,   § â¥¬ ª ¤¢ã¬ ¯®á«¥¤¨¬ áâ®«¡-

æ ¬. �¥¬ á ¬ë¬ ¬ë à ááâ ¢¨¬ 80 · 52+2 · 52 = 4264 ¯à®áâëå ç¨á« . �áâ «®áì § ¯®«¨âì ª«¥âª¨ ª¢ ¤à â 

2× 2 ¨§ ¯à ¢®£® ¨�¥£® ã£« . � ¥¬   ®¤®© ¤¨ £® «¨ ¬ë ¯®áâ ¢¨¬ ¯ àã ®¢ëå ¯à®áâëå ç¨á¥«,    

¤àã£®© | ¨å ª¢ ¤à âë. � ¨â®£¥ ¬ë à §¬¥áâ¨¬ 4266 à §«¨çëå ¯à®áâëå ç¨á¥«. �

6. �  áâ®«¥ áâ®ïâ   ®á®¢ ¨ïå âà¨ ª®ãá , ª á ïáì ¤àã£ ¤àã£ . �ëá®âë ã ª®ãá®¢ ®¤¨ ª®¢ë¥,  

à ¤¨ãáë ¨å ®á®¢ ¨© à ¢ë 1, 2 ¨ 3. �  áâ®« ¯®«®�¨«¨ è à, ª á îé¨©áï ¢á¥å ª®ãá®¢. �ª § «®áì,

çâ® æ¥âà è à  à ¢®ã¤ «¥ ®â ¢á¥å â®ç¥ª ª á ¨ï ª®ãá®¢. � ©¤¨â¥ à ¤¨ãá è à .

�â¢¥â: 1.

P

O1 A C

O

E R

R

α

O1

O2

O3

A

B

C

1 3

1

2

�¥è¥¨¥: Ǳãáâì O
1

, O
2

, O
3

| æ¥âàë ®á®¢ ¨© ª®ãá®¢, O | æ¥âà è à , R | à ¤¨ãá è à , C |

â®çª  ª á ¨ï è à  á® áâ®«®¬, 2α ¨ 2β | ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨¥ ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® ª®ãá®¢, A ¨ B | â®çª¨

¯¥à¥á¥ç¥¨ï ®âà¥§ª®¢ CO
1

¨ CO
2

á ®á®¢ ¨ï¬¨ ª®ãá®¢. �  «¥¢®¬ à¨áãª¥ ¯®ª § ® á¥ç¥¨¥ ¯¥à¢®£®

ª®ãá  ¯«®áª®áâìî COO
1

. � á ¨¥ è à  á ¯¥à¢ë¬ ª®ãá®¬ ®§ ç ¥â, çâ® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà OE, ®¯ãé¥ë©

¨§ â®çª¨ O   ®¡à §ãîéãî PA, à ¢¥ R. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ è à ¨ ª®ãá ª á îâáï ¯«®áª®áâ¨,

¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ®¡à §ãîéãî PA ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® á¥ç¥¨î, ¨ «¥� â ¯® à §ë¥ áâ®à®ë ®â ¥¥. �®£¤ 

è à ª á ¥âáï ¯àï¬ëå AC ¨ AE ¢ â®çª å C ¨ E, ®âªã¤ 

OC = OE = R, AC = AE ¨ ∠AOC =

1

2

∠EOC =

π
4

− α
2

.

Ǳ®íâ®¬ã AC = R · tg
(

π
4

− α
2

)

¨,   «®£¨ç®, BC = R · tg
(

π
4

− β
2

)

. Ǳ®«®�¨¬

λ = tg

(

π
4

− α
2

)

, µ = tg

(

π
4

− β
2

)

.

� ª ª ª O
1

O
2

= 3, O
1

O
3

= 4, O
2

O
3

= 5, âà¥ã£®«ì¨ª O
1

O
2

O
3

ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®ã£®«ìë¬. � á¨«ã ãá«®¢¨ï

â®çª  C à ¢®ã¤ «¥  ®â â®ç¥ª ª á ¨ï ®á®¢ ¨© ª®ãá®¢. �®£¤  C «¥�¨â   ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ ¡¨áá¥ªâà¨á

âà¥ã£®«ì¨ª  O
1

O
2

O
3

¨, § ç¨â, ï¢«ï¥âáï æ¥âà®¬ ¥£® ¢¯¨á ®© ®ªàã�®áâ¨, à ¤¨ãá ª®â®à®© à ¢¥ 1.

�ëç¨á«ïï CO2

1

¨ CO2

2

¤¢ã¬ï á¯®á®¡ ¬¨, ¬ë ¯®«ãç¨¬

{

(1 + λR)2 = 2,

(2 + µR)2 = 5

⇐⇒
{

λ2R2

+ 2λR = 1,

µ2R2

+ 4µR = 1

⇐⇒
{

λ2R2

+ 2λR− 1 = 0,
(

λ2 − µ2
)

R2

= 2R (2µ− λ)
(∗)



(¬ë ¢ëç«¨ ¢â®à®¥ ãà ¢¥¨¥ ¨§ ¯¥à¢®£®). � ¬¥â¨¬, çâ®

1

λ
− λ =

1 + tg

α
2

1− tg

α
2

− 1− tg

α
2

1 + tg

α
2

=

4 tg

α
2

1− tg

2

α
2

= 2 tgα ¨,   «®£¨ç®,

1

µ
− µ = 2 tgβ.

� á¨«ã à ¢¥áâ¢  ¢ëá®â ª®ãá®¢ á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â®è¥¨¥ tg β = 2 tgα. Ǳ®íâ®¬ã

1− µ2 =
2µ

λ

(

1− λ2
)

¨ λ2 − µ2 = λ2 − 1 + 1− µ2 =

(

1− λ2
)

(2µ− λ)

λ
.

�â®à®¥ ¨§ ãà ¢¥¨© (∗) ¤ ¥â

R =

2(2µ− λ)
(

λ2 − µ2
)
=

2λ
(

1− λ2
) ⇐⇒ R− λ2R = 2λ.

�§ ¯¥à¢®£® ãà ¢¥¨ï á¨áâ¥¬ë (∗) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® λR =

√
2− 1. �áª«îç ï λ, ¬ë ¯®«ãç¨¬

R−
(√

2− 1

)

2

R
=

2

(√
2− 1

)

R
⇐⇒ R2

=

(
√
2− 1

)(
√
2 + 1

)

= 1⇐⇒ R = 1. �



� à¨ â 10

1. �  ªàã£«ë¬ áâ®«®¬ á¨¤ïâ 50 èª®«ì¨ª®¢: ¡«®¤¨ë, ¡àî¥âë ¨ àë�¨¥. �§¢¥áâ®, çâ® ¢ «î¡®©

£àã¯¯¥ á¨¤ïé¨å ¯®¤àï¤ èª®«ì¨ª®¢ ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï ¡«®¤¨ ¬¨ ¥áâì å®âï ¡ë ®¤¨ ¡àî¥â,   ¢ «î¡®©

£àã¯¯¥ ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï ¡àî¥â ¬¨ | å®âï ¡ë ®¤¨ àë�¨©. � ª®¥  ¨¬¥ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® àë�¨å

¬®�¥â á¨¤¥âì §  íâ¨¬ áâ®«®¬?

�â¢¥â: 17.

�¥è¥¨¥. �á«¨ ¡ë §  áâ®«®¬ á¨¤¥«¨ ®¤¨ ¡«®¤¨ë, â® ç¨á«® ¯ à á®á¥¤¥© ¡ë«® ¡ë à ¢® ª®«¨ç¥áâ¢ã

¡«®¤¨®¢. Ǳ®áª®«ìªã ¬¥�¤ã «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï ¡«®¤¨ ¬¨ ¥áâì ¡àî¥â, ¡àî¥â®¢ §  áâ®«®¬ á¨¤¨â ¥

¬¥ìè¥, ç¥¬ ¡«®¤¨®¢. � «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® àë�¨å §  áâ®«®¬ ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬

¡àî¥â®¢. � ç¨â, §  áâ®«®¬ á¨¤¨â ¥ ¬¥ìè¥

50

3

= 16

2

3

àë�¨å èª®«ì¨ª®¢, â® ¥áâì ¨å ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥

17. Ǳà¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à à áá ¤ª¨, á®¤¥à� é¥© à®¢® 17 àë�¨å:

���; ���; . . . ; ���; (16 à §); ��

(¡ãª¢ë �,�,� ®¡®§ ç îâ á®®â¢¥âáâ¢¥® àë�¨å, ¡àî¥â®¢ ¨ ¡«®¤¨®¢). �

2. � 200-§ ç®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  áâ¥à«¨ áâ àèãî æ¨äàã ¨ æ¨äàã, áâ®ïéãî ç¥à¥§ ®¤ã ®â ¥¥. �

à¥§ã«ìâ â¥ ç¨á«® ã¬¥ìè¨«®áì ¢ 44 à § . � ©¤¨â¥ ¢á¥ ç¨á« , ¤«ï ª®â®àëå íâ® ¢®§¬®�®.

�â¢¥â: 132c · 10197 ¯à¨ c = 1, 2, 3.

�¥è¥¨¥. Ǳà¥¤áâ ¢¨¬ ¨áå®¤®¥ ç¨á«® ¢ ¢¨¤¥ m+ 10

k · cba, £¤¥ a, b, c | ¤¥áïâ¨çë¥ æ¨äàë, k, m |

¥®âà¨æ â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ¯à¨ç¥¬ c > 0 ¨ m < 10

k
. �â¥à¥¢ æ¨äàë a ¨ c, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ç¨á«® m+10

kb.

Ǳ® ãá«®¢¨î

m+ 10

ka+ 10

k+1b+ 10

k+2c = 44

(

m+ 10

kb
)

⇐⇒ 43m = 10

k
(a− 34b) + 10

k+2c.

�¨á«® m ¤¥«¨âáï   10

k
¨ ¬¥ìè¥, ç¥¬ 10

k
, ¯®íâ®¬ã ®® à ¢® ã«î. �®£¤  ¯®á«¥ á®ªà é¥¨ï   10

k

ãà ¢¥¨¥ ¯à¨¬¥â ¢¨¤ 34b = a + 100c. Ǳ®áª®«ìªã 0 = (100c+ a)mod 34 = (a − 2c)mod 34, ¬ë ¯®«ãç ¥¬

a = 2c, ®âªã¤  b = 3c. � ª ª ª b < 10, æ¨äà  c ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï 1, 2, 3. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ®

¨áå®¤®¥ ç¨á«® (k + 3)-§ ç®¥, ¯®íâ®¬ã k = 197. �

3. � ë ç¨á«  x
1

, . . . , xn ∈ (0, 1). � ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢ëà �¥¨ï

A =

4

√
1− x

1

+ . . .+ 4

√
1− xn

1

4

√
x
1

+ . . .+ 1

4

√
xn

.

�â¢¥â:

√
2

2

.

�¥è¥¨¥. � á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  ¤«ï áà¥¤¥£® £ à¬®¨ç¥áª®£® ¨ áà¥¤¥£®  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®£®

1

1

4

√
x
1

+ . . .+ 1

4

√
xn

6
4

√
x
1

+ . . .+ 4

√
xn

n2
.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ «î¡ëå a
1

, . . . , an

( n
∑

k=1

ak

)

4

6

(

n

n
∑

k=1

a2k

)

2

6 n3
n
∑

k=1

a4k.

�âáî¤  ¢ á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  �®è¨

A2

6

(

n
∑

k=1

4

√
1− xk

)

2

·
(

n
∑

k=1

4

√
xk

)

2

n4
6

(

n
∑

k=1

4

√
1− xk

)

4

+

(

n
∑

k=1

4

√
xk

)

4

2n4
6

n
∑

k=1

(1− xk) +

n
∑

k=1

xk

2n
=

1

2

.



Ǳ®íâ®¬ã A 6
√
2

2

. � ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¯à¨ x
1

= . . . = xn =

1

2

. �

4. �ãâà¨ ã£«  à áâ¢®à  30

◦
á ¢¥àè¨®© A ¢ë¡à   â®çª  K, à ááâ®ï¨ï ®â ª®â®à®© ¤® áâ®à® ã£« 

à ¢ë 1 ¨ 2. �¥à¥§ â®çªã K ¯à®¢®¤ïâáï ¢á¥¢®§¬®�ë¥ ¯àï¬ë¥, ¯¥à¥á¥ª îé¨¥ áâ®à®ë ã£« . � ©¤¨-

â¥ ¬¨¨¬ «ìãî ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì¨ª , ®âá¥ª ¥¬®£® ¯àï¬®© ®â ã£« .

�â¢¥â: 8.

A Q

P

K

Y

X

Z

A Q

P

K

N C

M

B

�¥è¥¨¥ 1. �ë¡¥à¥¬   áâ®à® å ã£«  â®çª¨ P ¨ Q â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë â®çª  K ¡ë«  á¥à¥¤¨®©

®âà¥§ª  PQ. Ǳ®ª �¥¬, çâ® ¯àï¬ ï PQ ®âá¥ª ¥â âà¥ã£®«ì¨ª  ¨¬¥ìè¥© ¯«®é ¤¨. �®§ì¬¥¬ ¤àã£ãî

¯àï¬ãî, ¯à®å®¤ïéãî ç¥à¥§ â®çªã K. Ǳãáâì ®  ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®ë ã£«  ¢ â®çª å X ¨ Y . Ǳ¥à¥áâ ¢«ïï

¯à¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ P á Q ¨ X á Y , ¬ë ¬®�¥¬ áç¨â âì, çâ® X «¥�¨â   ®âà¥§ª¥ AP . � ¬ ¤®áâ â®ç®

¤®ª § âì, çâ® KX < KY . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥

SKXP =

1

2

·KX ·KP · sin∠XKP =

1

2

·KX ·KQ · sin∠Y KQ < 1

2

·KY ·KQ · sin∠Y KQ = SKYQ,

®âªã¤  SAXY = SAPQ−SKXP +SKYQ > SAPQ. �®¯ãáâ¨¬, çâ® KX > KY . �â¬¥â¨¬   ®âà¥§ª¥ KX â ªãî

â®çªã Z, çâ® KZ = KY (á¬. «¥¢ë© à¨áã®ª). �à¥ã£®«ì¨ª¨ KQY ¨ KPZ à ¢ë ¯® ¤¢ã¬ áâ®à® ¬ ¨

ã£«ã, ®âªã¤ 

∠KQY = ∠KPZ ¨ ∠ZPQ+ ∠AQP = 180

◦.

�® íâ® ¥¢®§¬®�®, ¯®áª®«ìªã â®çª  Z «¥�¨â ¢ãâà¨ âà¥ã£®«ì¨ª  APQ ¨

∠ZPQ+ ∠AQP 6 ∠APQ+ ∠AQP = 150

◦ < 180

◦.

�áâ «®áì ¢ëç¨á«¨âì ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì¨ª  APQ. Ǳãáâì M ¨ N | ¯à®¥ªæ¨¨ â®çª¨ K   «ãç¨ AP ¨ AQ,

£¤¥ KN = 2 ¨ KM = 1. �¡®§ ç¨¬ ¯à®¥ªæ¨î P   ¯àï¬ãî AQ ç¥à¥§ C,   ¯à®¥ªæ¨î Q   ¯àï¬ãî AP |

ç¥à¥§ B (á¬. ¯à ¢ë© à¨áã®ª). �®£¤  BQ = 2, PC = 4 ¨

SAPQ =

1

2

· AP ·BQ =

1

2

· PC

sin 30

◦
· BQ = 8. �

�¥è¥¨¥ 2. Ǳãáâì ¯àï¬ ï, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çªã K, ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®ë ã£«  ¢ â®çª å X ¨ Y ,

¯à¨ç¥¬ à ááâ®ï¨ï ®â K ¤® AX ¨ AY à ¢ë á®®â¢¥âáâ¢¥® 2 ¨ 1. Ǳ®«®�¨¬ x = AX , y = AY . �®£¤ 

1

4

xy = 1

2

· AX · AY · sin 30◦ = SAXY = SAXK + SAKY =

1

2

(2x+ y) ⇐⇒ y(x− 2) = 4x.

�ç¥¢¨¤®, çâ® x > 2. Ǳ«®é ¤ì âà¥ã£®«ì¨ª  AXY ¢ëà � ¥âáï äãªæ¨¥©

S(x) =
x2

x− 2

, ®âªã¤  S′
(x) =

x(x− 4)

(x− 2)

2

.

� ç¨â, ¯à®¨§¢®¤ ï S ®âà¨æ â¥«ì  ¯à¨ x ∈ (2, 4) ¨ ¯®«®�¨â¥«ì  ¯à¨ x > 4. Ǳ®íâ®¬ã  ¨¬¥ìè¥¥

§ ç¥¨¥ S ¤®áâ¨£ ¥âáï ¯à¨ x = 4 ¨ à ¢® 8. �

5. � ª«¥âª å â ¡«¨æë 75 × 75 à ááâ ¢«¥ë ¯®¯ à® à §«¨çë¥  âãà «ìë¥ ç¨á« . � �¤®¥ ¨§ ¨å

¨¬¥¥â ¥ ¡®«¥¥ âà¥å à §«¨çëå ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥«¥©. �§¢¥áâ®, çâ® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  a ¨§ â ¡«¨æë



¢ ®¤®© áâà®ª¥ ¨«¨ ¢ ®¤®¬ áâ®«¡æ¥ á ¨¬  ©¤¥âáï â ª®¥ ç¨á«® b, çâ® a ¨ b ¥ ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬®

¯à®áâë¬¨. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥« ¬®�¥â ¡ëâì ¢ â ¡«¨æ¥?

�â¢¥â: 4218.

�¥è¥¨¥. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á®áâ ¢®¥ ç¨á«® a ®¡á«ã�¨¢ ¥â ¯à®áâ®¥ ç¨á«® p, ¥á«¨ ç¨á«  a ¨ p ¥

¢§ ¨¬® ¯à®áâë (â® ¥áâì a ¤¥«¨âáï   p). �«ï ª �¤®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  ¢ â ¡«¨æ¥ ¥áâì ®¡á«ã�¨¢ îé¥¥

¥£® á®áâ ¢®¥. Ǳ®áª®«ìªã ª �¤®¥ á®áâ ¢®¥ ç¨á«® ¨¬¥¥â ¥ ¡®«¥¥ âà¥å à §«¨çëå ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥«¥©, ®®

®¡á«ã�¨¢ ¥â ¥ ¡®«¥¥ âà¥å ¯à®áâëå ç¨á¥«. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ â ¡«¨æ  á®¤¥à�¨â n á®áâ ¢ëå ç¨á¥«, â®

¯à®áâëå | ¥ ¡®«¥¥ 3n. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¡é¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨á¥« ¢ â ¡«¨æ¥ ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 4n. �®£¤ 

4n > 75

2

=⇒ n > 75

2

4

= 1406

1

4

=⇒ n > 1407 =⇒ 75

2 − n 6 75

2 − 1407 = 4218.

� ç¨â, ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥« ¢ â ¡«¨æ¥ ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 4218.

Ǳ®ª �¥¬ â¥¯¥àì, ª ª ¬®�® à §¬¥áâ¨âì ¢ â ¡«¨æ¥ 4218 ¯à®áâëå ç¨á¥«. �®á¯®«ì§ã¥¬áï á«¥¤ãîé¨¬

 «£®à¨â¬®¬ § ¯®«¥¨ï áâà®ª ¨ áâ®«¡æ®¢.

1) Ǳ¥à¢ë¥ 54 ¯®§¨æ¨¨ § ¯®«ï¥¬ à §«¨çë¬¨ ¯à®áâë¬¨ ç¨á« ¬¨ p
1

, p
2

, . . . , p
54

. �â¨ ç¨á«  ¤®«�ë

¡ëâì ®¢ë¬¨, â® ¥áâì ¥ ¨á¯®«ì§®¢ ¢è¨¬¨áï à ¥¥ ¢ â ¡«¨æ¥.

2) � á«¥¤ãîé¨å 18 ª«¥âª å à §¬¥é ¥¬ ç¨á«  p
1

p
2

p
3

, p
4

p
5

p
6

, . . . , p
52

p
53

p
54

.

3) Ǳ®á«¥¤¨¥ âà¨ ¯®§¨æ¨¨ ®áâ ¢«ï¥¬ ¥§ ¯®«¥ë¬¨.

Ǳà¨¬¥¨¬ íâ®â  «£®à¨â¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® á ç «  ª áâà®ª ¬ 1, 2, . . . , 75,   § â¥¬ ª âà¥¬ ¯®á«¥¤¨¬ áâ®«¡-

æ ¬. �¥¬ á ¬ë¬ ¬ë à ááâ ¢¨¬ 75 · 54+3 · 54 = 4212 ¯à®áâëå ç¨á« . �áâ «®áì § ¯®«¨âì ª«¥âª¨ ª¢ ¤à â 

3× 3 ¨§ ¯à ¢®£® ¨�¥£® ã£« . �ë¡¥à¥¬ ®¢ë¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  q
1

, . . . , q
6

¨ à ááâ ¢¨¬ ¨å â ª:





q
1

q
2

q
3

q
4

q
5

q
6

q
1

q
3

q
5

q
2

q
4

q
6



 .

� ¨â®£¥ ¬ë à §¬¥áâ¨¬ 4218 à §«¨çëå ¯à®áâëå ç¨á¥«. �

6. �  áâ®«¥ áâ®ïâ   ®á®¢ ¨ïå âà¨ ª®ãá , ª á ïáì ¤àã£ ¤àã£ . �ëá®âë ã ª®ãá®¢ ®¤¨ ª®¢ë¥,  

à ¤¨ãáë ¨å ®á®¢ ¨© à ¢ë 2r, 3r ¨ 10r. �  áâ®« ¯®«®�¨«¨ è à à ¤¨ãá  2, ª á îé¨©áï ¢á¥å ª®ãá®¢.

�ª § «®áì, çâ® æ¥âà è à  à ¢®ã¤ «¥ ®â ¢á¥å â®ç¥ª ª á ¨ï ª®ãá®¢. � ©¤¨â¥ r.

�â¢¥â: 1.

P

O1 A C

O

E 2

2

α

O1

O2

O3

A

B

C

2r 10r

2r

3r

�¥è¥¨¥: Ǳãáâì O
1

, O
2

, O
3

| æ¥âàë ®á®¢ ¨© ª®ãá®¢, O | æ¥âà è à , R | à ¤¨ãá è à , C |

â®çª  ª á ¨ï è à  á® áâ®«®¬, 2α ¨ 2β | ã£«ë ¯à¨ ¢¥àè¨¥ ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® ª®ãá®¢, A ¨ B | â®çª¨

¯¥à¥á¥ç¥¨ï ®âà¥§ª®¢ CO
1

¨ CO
2

á ®á®¢ ¨ï¬¨ ª®ãá®¢. �  «¥¢®¬ à¨áãª¥ ¯®ª § ® á¥ç¥¨¥ ¯¥à¢®£®

ª®ãá  ¯«®áª®áâìî COO
1

. � á ¨¥ è à  á ¯¥à¢ë¬ ª®ãá®¬ ®§ ç ¥â, çâ® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà OE, ®¯ãé¥ë©

¨§ â®çª¨ O   ®¡à §ãîéãî PA, à ¢¥ R. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ è à ¨ ª®ãá ª á îâáï ¯«®áª®áâ¨,

¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ®¡à §ãîéãî PA ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà® á¥ç¥¨î, ¨ «¥� â ¯® à §ë¥ áâ®à®ë ®â ¥¥. �®£¤ 

è à ª á ¥âáï ¯àï¬ëå AC ¨ AE ¢ â®çª å C ¨ E, ®âªã¤ 

OC = OE = 2, AC = AE ¨ ∠AOC =

1

2

∠EOC =

π
4

− α
2

.



Ǳ®íâ®¬ã AC = 2 tg

(

π
4

− α
2

)

¨,   «®£¨ç®, BC = 2 tg

(

π
4

− β
2

)

. Ǳ®«®�¨¬

λ = tg

(

π
4

− α
2

)

, µ = tg

(

π
4

− β
2

)

.

� ª ª ª O
1

O
2

= 5r, O
1

O
3

= 12r, O
2

O
3

= 13r, âà¥ã£®«ì¨ª O
1

O
2

O
3

ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®ã£®«ìë¬. � á¨«ã

ãá«®¢¨ï â®çª  C à ¢®ã¤ «¥  ®â â®ç¥ª ª á ¨ï ®á®¢ ¨© ª®ãá®¢. �®£¤  C «¥�¨â   ¯¥à¥á¥ç¥¨¨

¡¨áá¥ªâà¨á âà¥ã£®«ì¨ª  O
1

O
2

O
3

¨, § ç¨â, ï¢«ï¥âáï æ¥âà®¬ ¥£® ¢¯¨á ®© ®ªàã�®áâ¨, à ¤¨ãá ª®â®à®©

à ¢¥ 2r. �ëç¨á«ïï CO2

1

¨ CO2

2

¤¢ã¬ï á¯®á®¡ ¬¨, ¬ë ¯®«ãç¨¬

{

(2r + 2λ)2 = 8r2,

(3r + 2µ)2 = 13r2
⇐⇒

{

4λ2 + 8λr = 4r2,

4µ2 + 12µr = 4r2
⇐⇒

{

λ2 + 2λr − r2 = 0,

λ2 − µ2 = r (3µ− 2λ)
(∗)

(¬ë ¢ëç«¨ ¢â®à®¥ ãà ¢¥¨¥ ¨§ ¯¥à¢®£®). � ¬¥â¨¬, çâ®

1

λ
− λ =

1 + tg

α
2

1− tg

α
2

− 1− tg

α
2

1 + tg

α
2

=

4 tg

α
2

1− tg

2

α
2

= 2 tgα ¨,   «®£¨ç®,

1

µ
− µ = 2 tgβ.

� á¨«ã à ¢¥áâ¢  ¢ëá®â ª®ãá®¢ á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â®è¥¨¥ tg β =

3

2

tgα. Ǳ®íâ®¬ã

1− µ2 =
3µ

2λ

(

1− λ2
)

¨ λ2 − µ2 = λ2 − 1 + 1− µ2 =

(

1− λ2
)

(3µ− 2λ)

2λ
.

�â®à®¥ ¨§ ãà ¢¥¨© (∗) ¤ ¥â
r =

λ2 − µ2

3µ− 2λ
=

1− λ2

2λ
=

1

2

(

1

λ
− λ

)

.

�§ ¯¥à¢®£® ãà ¢¥¨ï á¨áâ¥¬ë (∗) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® λ = r
(√

2− 1

)

. �áª«îç ï λ, ¬ë ¯®«ãç¨¬

2r =

√
2 + 1

r
−
(
√
2− 1

)

r ⇐⇒
√
2 + 1 =

(
√
2 + 1

)

r2 ⇐⇒ r = 1. �
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