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Ìàòåìàòèêà

Çàäàíèÿ, ðåøåíèÿ, êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

Îáùèå óêàçàíèÿ ïî ïðîâåäåíèþ

Âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäàíèé êàæäîãî êëàññà � 2 ÷àñà.

×åðíîâèêè íå ïðîâåðÿþòñÿ.

Êàæäàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìàòèêå îöåíèâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì áàëëîâ îò 0 äî 7.

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî áàëëîâ çà îëèìïèàäó 28.

Îáùèå ïðèíöèïû âûñòàâëåíèÿ îöåíêè ïî ìàòåìàòèêå:

- ïðàâèëüíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ;

- ðåøåíèå ñ íåäî÷åòàìè � 5�6 áàëëîâ;

- ðåøåíèå ñ ïðîïóùåííûìè âàæíûìè ñëó÷àÿìè, ëèáî ñ äîêàçàííûì îäíèì èç äâóõ (áîëåå
ñëîæíûì) óòâåðæäåíèé çàäà÷è � 4 áàëëà;

- ðàññìîòðåíèå îòäåëüíûõ âàæíûõ ñëó÷àåâ ïðè îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ � 1 áàëë;

- äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, ïîìîãàþùèõ â ðåøåíèè çàäà÷è � 2�3 áàë-
ëà.

Âî âñåõ çàäà÷àõ, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, òîëüêî âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé ñòîèò
0 áàëëîâ.

Â ïðèâåäåííûõ ïîñëå ðåøåíèé çàäà÷ êîììåíòàðèÿõ óêàçàíû áàëëû çà òèïè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ
â ðåøåíèè è îøèáêè. Áàëëû çà îòäåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ ñóììèðóþòñÿ, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî
îòäåëüíî.

Îáÿçàòåëüíî ñëåäóåò ñäåëàòü îáúÿâëåíèå, ÷òî åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, òî îòâåòû â
êàæäîé çàäà÷å òðåáóþò îáúÿñíåíèÿ.



Âûåçäíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå 10 êëàññ

(1 çàäà÷à � 10.1 èëè 10.2; 2 çàäà÷à � 10.3 èëè 10.4; 3 çàäà÷à � 10.5; 4 çàäà÷à � 10.6)

Ì10.1-1 Íàéäèòå îòíîøåíèå
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åñëè èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0

â 4 ðàçà áîëüøå äðóãîãî (ac 6= 0).
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Ðåøåíèå. Ïóñòü óðàâíåíèå èìååò êîðíè x1, x2 (x1 = 4x2). Òîãäà èç òåîðåìû Âèåòà ïîëó÷àåì:
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Ì10.1-2 Íàéäèòå îòíîøåíèå
b2

ac
åñëè èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0

â 5 ðàç áîëüøå äðóãîãî (ac 6= 0).

Îòâåò.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü óðàâíåíèå èìååò êîðíè x1, x2 (x1 = 5x2). Òîãäà èç òåîðåìû Âèåòà ïîëó÷àåì:

x1 + x2 = 6x2 = − b
a
, x1x2 = 5x2 =
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Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 1 áàëë.
Âåðíûé îòâåò ïîëó÷åí ðàññìîòðåíèåì ïðèìåðà � 1 áàëë.

Ì10.2-1 Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî ÷èñëî n · 1000 · 1002 · 1004 + 4
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå n ìîæíî âçÿòü ÷èñëî 1002. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå m = 1002,
ïîëó÷àåì, ÷òî n · 1000 · 1002 · 1004 + 4 = nm(m2 − 4) + 4. È åñëè âçÿòü n = m, òî ïîëó÷èì
m2(m2 − 4) + 4 = (m2 − 2)2.

Ì10.2-2 Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî ÷èñëî n · 3000 · 3002 · 3004 + 4
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå n ìîæíî âçÿòü ÷èñëî 3002. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå m = 3002,
ïîëó÷àåì, ÷òî n · 3000 · 3002 · 3004 + 4 = nm(m2 − 4) + 4. È åñëè âçÿòü n = m, òî ïîëó÷èì
m2(m2 − 4) + 4 = (m2 − 2)2.

Êîììåíòàðèé. ×èñëî n âûáðàíî âåðíî, íî íå îáîñíîâàíî, ÷òî îíî ïîäõîäèò � 2 áàëëà.

Ì10.3 Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
1

a2
− 1

b
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20
â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò. a = 2, b = 5 è a = 4, b = 80.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî
1
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, ïîýòîìó a2 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî 1, 4, 9 èëè 16. Äëÿ a2 = 4

ïîëó÷àåì b = 5, äëÿ a2 = 16 ïîëó÷àåì b = 80, à äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Êîììåíòàðèé. Ïîëó÷åíà îöåíêà íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà a � 2 áàëëà.
Ïîòåðÿíî îäíî èç ðåøåíèé � íå áîëåå 4 áàëëîâ çà çàäà÷ó.
Óãàäàí òîëüêî îäèí îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 1 áàëë.
Óãàäàíû îáà îòâåòà áåç îáîñíîâàíèé � 2 áàëëà.



Ì10.4 Ïî êîëüöåâîé òðàññå îäíîâðåìåííî èç îäíîé òî÷êè â îäíîì íàïðàâëåíèè ñòàðòîâàëè òðè
âåëîñèïåäèñòà. Ïåðâûé èç íèõ ïðîåçæàåò âñþ òðàññó çà 5 ìèíóò, âòîðîé � çà 7 ìèíóò, òðåòèé �
çà 9 ìèíóò. ×åðåç êàêîå íàèìåíüøåå âðåìÿ âñå âåëîñèïåäèñòû âíîâü îêàæóòñÿ â îäíîé òî÷êå
òðàññû? Ñêîðîñòè âñåõ âåëîñèïåäèñòîâ ïîñòîÿííû.

Îòâåò. 157,5 ìèíóò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü S � äëèíà òðàññû, òîãäà ñêîðîñòü ïåðâîãî âåëîñèïåäèñòà ðàâíà S/5, âòîðî-
ãî � S/7, òðåòüåãî � S/9. Ïîýòîìó âðåìÿ T äî âñòðå÷è âñåõ âåëîñèïåäèñòîâ îïðåäåëÿåòñÿ
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= 157,5 ìèíóò.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 2 áàëëà.
Äîêàçàíî, ÷òî îäíà èç âñòðå÷ ïðîèçîéäåò ÷åðåç 157,5 · 2 = 315 ìèíóò � 0 áàëëîâ.

Çàìå÷àíèå. Ïåðâàÿ âñòðå÷à âåëîñèïåäèñòîâ ïðîèçîéäåò íå â ñòàðòîâîé òî÷êå.

Ì10.5 Â òðåóãîëüíèêå ABC, â êîòîðîì AB > AC, ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AL. Íà ñòîðîíå
AB âûáðàíà òî÷êà K òàê, ÷òî AK = AC. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà ALB. Äîêàæèòå, ÷òî óãëû KCB è ABO ðàâíû.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Âïèñàííûé óãîë BAL â äâà ðàçà ìåíüøå öåíòðàëüíîãî óãëà BOL, çíà÷èò,
∠BOL = 2∠BAL = ∠KAC (ñì. ðèñ.). Çíà÷èò, óãëû KAC è BOL � ðàâíûå óãëû ïðè âåðøè-
íàõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ KAC è BOL, ïîýòîìó ∠AKC = ∠OBC. Íî óãîë AKC �
âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà KBC, ïîýòîìó ∠AKC = ∠ABC + ∠KCB, â ÷àñòíîñòè ∠OBC =
∠AKC > ∠ABC, ïîýòîìó òî÷êà O ëåæèò ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò AB, íåæåëè C. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ∠OBC = ∠ABC + ∠ABO, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Âòîðîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì óãëû òðåóãîëüíèêà ∠BAC = 2α, ∠ABC = 2β, ∠ACB = 2γ;
ïî óñëîâèþ, β < γ. Òîãäà ∠ALB = ∠ACL + ∠LAC = α + 2γ > 90◦, ïîýòîìó O ëåæèò ïî
äðóãóþ ñòîðîíó îò AB, íåæåëè L, è ∠OBA = ∠OAB = (180◦ − ∠AOB) /2 = ∠ALB − 90◦ =
(α+ 2γ)− (α+ β + γ) = γ − β. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå AKC èìååì
∠ACK = ∠AKC = (180◦ − ∠KAC) /2 = 90◦ − α = β + γ, îòêóäà ∠KCB = ∠ACB − ∠ACK =
2γ − (β + γ) = γ − β = ∠OBA, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ∠BOL = ∠KAC � 2 áàëëà.
Çàìå÷åíî, ÷òî òðåóãîëüíèêè KAC è BOL ðàâíîáåäðåííûå, è äîêàçàíî, ÷òî ∠AKC = ∠OBC � 1
áàëë.
Èñïîëüçóåòñÿ, íî íå äîêàçàíî, ÷òî O ëåæèò ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò AB, íåæåëè C � ñíÿòü 1
áàëë.

Ì10.6-1 Èçâåñòíî, ÷òî 2x+ 3 > y2 + z2. Äîêàæèòå, ÷òî x+ y + z > −2,5.

Ðåøåíèå. Äîáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì äàííîãî íåðàâåíñòâà 2y + 2z. Ïîëó÷èì:

2(x+ y + z) + 3 > y2 + 2y + z2 + 2z = (y + 1)2 + (z + 1)2 − 2.

Ïîýòîìó
2(x+ y + z) > (y + 1)2 + (z + 1)2 − 5 ≥ −5,

÷òî è òðåáîâàëîñü.



Ì10.6-2 Èçâåñòíî, ÷òî 4x+ 2 > y2 + z2. Äîêàæèòå, ÷òî x+ y + z > −2,5.

Ðåøåíèå. Äîáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì äàííîãî íåðàâåíñòâà 4y + 4z. Ïîëó÷èì:

4(x+ y + z) + 2 > y2 + 4y + z2 + 4z = (y + 2)2 + (z + 2)2 − 8.

Ïîýòîìó
4(x+ y + z) > (y + 2)2 + (z + 2)2 − 10 ≥ −10,

÷òî è òðåáîâàëîñü.


