
Межрегиональная предметная олимпиада Казанского федерального университета 
по предмету «Математика», очный тур 

2012–2013 учебный год 
9 класс 

1. (25 б.) Можно ли выбрать параметры 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 так, что для всех 𝑥𝑥 верно равенство 
 (𝑥𝑥 + 𝑎𝑎)2 + (2𝑥𝑥 + 𝑏𝑏)2 + (2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐)2 = (3𝑥𝑥 + 1)2? 

2. (25 б.) Азат выписал подряд все числа месяца: 123456789101112… и покрасил три дня 
(дни рождения своих друзей), никакие два из которых не идут подряд. Оказалось, что 
все непокрашенные участки состоят из одинакового количества цифр. Докажите, что 
первое число месяца покрашено. 

3. (25 б.) 20 шахматистов сыграли турнир в один круг (каждый сыграл с каждым по одной 
партии). Журналист в репортаже сообщил, что каждый участник выиграл столько же 
партий, сколько и свел вничью. Докажите, что журналист ошибся. 

4. (25 б.) В треугольнике 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 стороны 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑎𝑎, 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑏𝑏. Биссектриса угла 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 пересекает 
сторону 𝐴𝐴𝐴𝐴 в точке 𝐾𝐾, а описанную вокруг треугольника окружность – в точке 𝑀𝑀. 
Окружность, описанная около треугольника 𝐴𝐴𝑀𝑀𝐾𝐾, вторично пересекает прямую 𝐴𝐴𝐴𝐴 в 
точке 𝑃𝑃. Найдите длину отрезка 𝐴𝐴𝑃𝑃. 
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1. (25 б.) Произведение четырех чисел – корней уравнений 𝑥𝑥2 + 2𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 = 0 и          
𝑥𝑥2 + 2𝑐𝑐𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 = 0, равно 1. Известно, что числа 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐 положительны. Найдите их. 

2. (25 б.) Два игрока по очереди заменяют один (любой) из коэффициентов 𝑎𝑎7, … ,𝑎𝑎0 в 
выражении  

𝑎𝑎7 ∙ 87 + 𝑎𝑎6 ∙ 86 + 𝑎𝑎5 ∙ 85 + ⋯+ 𝑎𝑎2 ∙ 82 + 𝑎𝑎1 ∙ 8 + 𝑎𝑎0 ∙ 1 
на +1 или –1 (по своему выбору). Докажите, что второй игрок всегда может добиться 
того, что результат после его последнего хода будет делиться на 13. 

3. (25 б.) Докажите неравенство 
1

1 ∙ √2 + 2 ∙ √1
+

1
2 ∙ √3 + 3 ∙ √2

+ ⋯+
1

2012 ∙ √2013 + 2013 ∙ √2012
> 0,97 

4. (25 б.) В треугольнике 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 проведена биссектриса 𝐴𝐴𝐾𝐾 и на сторонах 𝐴𝐴𝐴𝐴 и 𝐴𝐴𝐴𝐴 взяты 
соответственно точки 𝑀𝑀 и 𝑁𝑁 так, что ∠𝐴𝐴𝐾𝐾𝑀𝑀 = ∠𝐴𝐴𝐾𝐾𝑁𝑁 = 1

2
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. Докажите, что 

прямая 𝐴𝐴𝐴𝐴 касается окружности, описанной около треугольника 𝑀𝑀𝐴𝐴𝑁𝑁. 
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