
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2019/2020 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 5�10 êëàññîâ

1.1. [5�6.1 (20 áàëëîâ)] Â íåêîòîðîé ñåìüå ïàïà ðàáîòàåò ïî ãðàôèêó ¾2 ÷åðåç 2¿ (2 äíÿ
ðàáîòàåò, 2 äíÿ âûõîäíûå), ìàìà� ïî ãðàôèêó ¾1 ÷åðåç 2¿ (1 äåíü ðàáîòàåò, 2 äíÿ âûõîäíûå), à
äåòè ó÷àòñÿ ïî ïÿòèäíåâíîé ðàáî÷åé íåäåëå (ñ ïîíåäåëüíèêà ïî ïÿòíèöó). Â ñóááîòó 2 ñåíòÿáðÿ
ìàìà íàâåùàëà áàáóøêó â äåðåâíå, à ñëåäóþùèé äåíü âñÿ ñåìüÿ ïðîâåëà äîìà. Â êàêîé äåíü ó
íèõ ñíîâà áóäåò îáùèé âûõîäíîé?

Îòâåò: 23 ñåíòÿáðÿ (ñóááîòà).

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ, 2 è 3 ñåíòÿáðÿ áûëè äëÿ ìàìû âûõîäíûìè, ïîýòîìó å¼ ðàáî÷èìè äíÿìè
äàëåå â ñåíòÿáðå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 4, 7, 10 è ò. ä. Â âîñêðåñåíüå, 3 ñåíòÿáðÿ, áûë âûõîäíîé ó
ïàïû, íî íåèçâåñòíî, áûë ëè ó íåãî âûõîäíûì ïðåäûäóùèé äåíü. Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ.

1) Åñëè 2 ñåíòÿáðÿ ó ïàïû áûë âûõîäíîé, òî åãî ðàáî÷èìè äíÿìè äàëåå â ñåíòÿáðå ÿâëÿþòñÿ
÷èñëà 4, 5, 8, 9, 12, 13 è ò. ä. Îòìåòèì â êàëåíäàðå, â êàêèå ñóááîòû è âîñêðåñåíüÿ ðàáîòàþò
ðîäèòåëè:

×èñëî 2 (ñá) 3 (âñ) 9 (ñá) 10 (âñ) 16 (ñá) 17 (âñ) 23 (ñá) 24 (âñ)
Ìàìà Ð Ð
Ïàïà Ð Ð Ð Ð

2) Åñëè 2 ñåíòÿáðÿ ïàïà ðàáîòàë, òî åãî ðàáî÷èìè äíÿìè äàëåå â ñåíòÿáðå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà
5, 6, 9, 10, 13, 14 è ò. ä. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

×èñëî 2 (ñá) 3 (âñ) 9 (ñá) 10 (âñ) 16 (ñá) 17 (âñ) 23 (ñá) 24 (âñ)
Ìàìà Ð Ð
Ïàïà Ð Ð Ð Ð

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñëåäóþùèì îáùèì âûõîäíûì â ñåìüå áóäåò ñóááîòà, 23 ñåíòÿáðÿ.

2.1. [5�6.2 (20 áàëëîâ), 7�8.2 (15 áàëëîâ), 9.2 (15 áàëëîâ)] Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðî÷è-
òàòü ñëîâî ¾ÐÎÒÎÐ¿, äâèãàÿñü ïî áóêâàì ðèñóíêà, åñëè âîçâðàùàòüñÿ ïî ïóòè ê ïðîéäåííûì
áóêâàì íåëüçÿ, à ïðî÷òåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî íàïðàâëåíèåì, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè?

Ð Î Ò Î Ð
Î Ò Î Ð
Ò Î Ð
Î Ð
Ð

Ä Î Õ Î Ä
Î Õ Î Ä
Õ Î Ä
Î Ä
Ä

Îòâåò: 25.

Ðåøåíèå. ×èñëî ñïîñîáîâ ïðî÷òåíèÿ, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ âåðõíåé ëåâîé áóêâû ¾Ð¿, ðàâíî
24 = 16, òàê êàê íåîáõîäèìî ñäåëàòü 4 øàãà ïî áóêâàì è êàæäûé øàã íàïðàâëåí âïðàâî èëè
âíèç. Åñëè âû÷åðêíóòü ðàññìîòðåííóþ áóêâó ¾Ð¿, òî îñòà¼òñÿ ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî îñòàâøèõñÿ
ñïîñîáîâ íà ðèñ. 1.

Î Ò Î Ð
Î Ò Î Ð
Ò Î Ð
Î Ð
Ð

Î Ò Î
Î Ò Î Ð
Ò Î Ð
Î Ð
Ð

Ò
Ò Î

Ò Î Ð
Î Ð
Ð

Ò
Ò

Ò Î
Î Ð
Ð

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2 Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Çàôèêñèðóåì òåïåðü íàïðàâëåíèå ÷òåíèÿ: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâî ÷èòàåòñÿ òàê, ÷òî ïåð-
âàÿ áóêâà ¾Ð¿ â í¼ì íàõîäèòñÿ íå íèæå ïîñëåäíåé. Äëÿ ïðàâîé âåðõíåé áóêâû ¾Ð¿ ïîëó÷àåì
2 ñïîñîáà. Âû÷åðêíåì ýòó áóêâó (ðèñ. 2) è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ áóêâó ¾Ð¿. ×èñëî ñïîñîáîâ
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ïðî÷òåíèÿ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ íå¼, ðàâíî 3. Âû÷åðêíåì è ýòó áóêâó, à òàêæå áóêâû ¾Î¿, ðÿäîì
ñ êîòîðûìè íå îñòàëîñü íè îäíîé áóêâû ¾Ð¿, òàê êàê áîëüøå íåò ñïîñîáîâ ïðî÷òåíèÿ, ñîäåð-
æàùèõ ýòè áóêâû ¾Î¿ (ðèñ. 3). Ñëåäóþùàÿ áóêâà ¾Ð¿ íàõîäèòñÿ â òàêîé æå ïîçèöèè, ÷òî è
ïðåäûäóùàÿ, ïîýòîìó ñ íå¼ íà÷èíàåòñÿ òàêæå 3 âîçìîæíûõ ñïîñîáà. Íàêîíåö, âû÷åðêíåì å¼ è
ðàñïîëîæåííóþ âûøå áóêâó ¾Î¿ (ðèñ. 4). Òîãäà îñòà¼òñÿ âñåãî 1 ñïîñîá ïðî÷òåíèÿ.

Èòîãî ïîëó÷àåì 16 + 2 + 3 + 3 + 1 = 25 ñïîñîáîâ.

2.2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðî÷èòàòü ñëîâî ¾ÄÎÕÎÄ¿, äâèãàÿñü ïî áóêâàì ðèñóíêà,
åñëè âîçâðàùàòüñÿ ïî ïóòè ê ïðîéäåííûì áóêâàì íåëüçÿ, à ïðî÷òåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî
íàïðàâëåíèåì, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè?

Îòâåò: 25.

3.1. [5�6.3 (20 áàëëîâ)] Â òð¼õ êîëáàõ íàõîäèòñÿ êîíöåíòðèðîâàííàÿ êèñëîòà: â ïåðâîé 10 ã, âî
âòîðîé 20 ã, â òðåòüåé 30 ã. Èìååòñÿ òàêæå ÷åòâ¼ðòàÿ êîëáà ñ âîäîé. Åñëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
âîäû èç ÷åòâ¼ðòîé êîëáû äîáàâèòü â ïåðâóþ êîëáó, à îñòàëüíóþ âîäó âûëèòü âî âòîðóþ êîëáó,
òî â ïåðâîé êîëáå êèñëîòà áóäåò ñîñòàâëÿòü 1

20
÷àñòü, à âî âòîðîé äîëÿ êèñëîòû áóäåò ðàâíà

7
30
. Êàêóþ ÷àñòü áóäåò ñîñòàâëÿòü êèñëîòà â òðåòüåé êîëáå, åñëè âûëèòü â íå¼ âñþ âîäó èç

÷åòâ¼ðòîé êîëáû?

Îòâåò: 21
200

= 0,105.

Ðåøåíèå. Åñëè êèñëîòà ñîñòàâëÿåò â ïåðâîé êîëáå 1
20
÷àñòü, òî â íåé íàõîäèòñÿ 10 : 1

20
= 200 ã

ðàñòâîðà, ïîýòîìó âîäû â íåé 190 ã. Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîé êîëáû íàõîäèì, ÷òî âñåãî ðàñòâîðà â
íåé 20 : 7

30
= 600

7
ã, à âîäû 600

7
−20 = 460

7
ã. Ñëåäîâàòåëüíî, â ÷åòâ¼ðòîé êîëáå íàõîäèòñÿ 190+ 460

7
=

1790
7

ã âîäû. Òîãäà äîëÿ êèñëîòû â òðåòüåé êîëáå ïîñëå ñìåøèâàíèÿ ñ òàêèì êîëè÷åñòâîì âîäû
áóäåò ðàâíà

30

30 + 1790
7

=
210

2000
=

21

200
= 0,105.

4.1. [7�8.3 (15 áàëëîâ)] Â òð¼õ êîëáàõ íàõîäèòñÿ êîíöåíòðèðîâàííàÿ êèñëîòà: â ïåðâîé 10 ã, âî
âòîðîé 20 ã, â òðåòüåé 30 ã. Èìååòñÿ òàêæå ÷åòâ¼ðòàÿ êîëáà ñ âîäîé. Åñëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
âîäû èç ÷åòâ¼ðòîé êîëáû äîáàâèòü â ïåðâóþ êîëáó, à îñòàëüíóþ âîäó âûëèòü âî âòîðóþ êîëáó,
òî â ïåðâîé êîëáå êîíöåíòðàöèÿ êèñëîòû áóäåò ñîñòàâëÿòü 5%, à âî âòîðîé � 231

3
%. Êàêîâà

áóäåò êîíöåíòðàöèÿ êèñëîòû â òðåòüåé êîëáå, åñëè âûëèòü â íå¼ âñþ âîäó èç ÷åòâ¼ðòîé êîëáû?

Îòâåò: 10,5%.

Ðåøåíèå. Ñì. ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4.2. Â òð¼õ êîëáàõ íàõîäèòñÿ êîíöåíòðèðîâàííàÿ êèñëîòà: â ïåðâîé 10 ã, âî âòîðîé 30 ã,
â òðåòüåé 40 ã. Èìååòñÿ òàêæå ÷åòâ¼ðòàÿ êîëáà ñ âîäîé. Åñëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî âîäû èç
÷åòâ¼ðòîé êîëáû äîáàâèòü â ïåðâóþ êîëáó, à îñòàëüíóþ âîäó âûëèòü âî âòîðóþ êîëáó, òî â
ïåðâîé êîëáå êîíöåíòðàöèÿ êèñëîòû áóäåò ñîñòàâëÿòü 8%, à âî âòîðîé � 2828

29
%. Êàêîâà áóäåò

êîíöåíòðàöèÿ êèñëîòû â òðåòüåé êîëáå, åñëè âûëèòü â íå¼ âñþ âîäó èç ÷åòâ¼ðòîé êîëáû?

Îòâåò: 17,5%.

5.1. [5�6.4 (ï. à) � 10 áàëëîâ, ï. á) � 20 áàëëîâ)] Íà êëåò÷àòîé áóìàãå
èçîáðàæåíà ôèãóðà (ñì. ðèñóíîê). Òðåáóåòñÿ ðàçðåçàòü å¼ íà íåñêîëüêî
÷àñòåé è ñëîæèòü èç íèõ êâàäðàò (ïîâîðà÷èâàòü ÷àñòè ìîæíî, ïåðåâî-
ðà÷èâàòü íåëüçÿ). Ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü ïðè óñëîâèè, ÷òî à) ÷àñòåé íå
áîëüøå ÷åòûð¼õ; á) ÷àñòåé íå áîëüøå ïÿòè, ïðè÷¼ì âñå îíè � òðåóãîëü-
íèêè? Åñëè äà, ïîêàæèòå, êàê ýòî ñäåëàòü, åñëè íåò � äîêàæèòå, ÷òî
íåëüçÿ.

Îòâåò: à) äà; á) äà.
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Ðåøåíèå. Âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàçðåçàíèÿ äëÿ ïï. à) è á) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5, à) è á).

Ðèñ. 5, à) Ðèñ. 5, á)

6.1. [7�8.5 (20 áàëëîâ)] Íà êëåò÷àòîé áóìàãå èçîáðàæåíà ôèãóðà (ñì.
ðèñóíîê). Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü å¼ íà 5 òðåóãîëüíèêîâ è ñëîæèòü èç íèõ
êâàäðàò? Åñëè äà, ïîêàæèòå, êàê ýòî ñäåëàòü, åñëè íåò � äîêàæèòå, ÷òî
íåëüçÿ.

Îòâåò: äà.

Ðåøåíèå. Ñì. ðèñ. 5 á).

6.2. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå èçîáðàæåíà ôèãóðà (ñì. ðèñóíîê). Ìîæíî
ëè ðàçðåçàòü å¼ íà 5 òðåóãîëüíèêîâ è ñëîæèòü èç íèõ êâàäðàò? Åñëè äà,
ïîêàæèòå, êàê ýòî ñäåëàòü, åñëè íåò � äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ.

Îòâåò: äà.

7.1. [5�6.5 (ï. à) � 20 áàëëîâ, ï. á) � 20 áàëëîâ)] Âîâî÷êà ñêëàäûâàåò ÷èñëà â ñòîëáèê ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: îí íå çàïîìèíàåò äåñÿòêè, à ïîä êàæäîé ïàðîé öèôð â îäèíàêîâûõ ðàçðÿäàõ
ïèøåò èõ ñóììó, äàæå åñëè îíà äâóçíà÷íà. Íàïðèìåð, äëÿ ñóììû 248 + 208 îí ïîëó÷èë áû
çíà÷åíèå 4416.

à) Â ñêîëüêèõ ñëó÷àÿõ Âîâî÷êà ïîëó÷èò ïðàâèëüíûé îòâåò, ñêëàäûâàÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû
òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë? (Åñëè íåêîòîðûå äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà Âîâî÷êà óæå ñêëàäûâàë ðàíåå â
äðóãîì ïîðÿäêå, òî îí ýòîãî íå çàìå÷àåò.)

á) Íàéäèòå íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ðàçíîñòü ìåæäó âåðíûì îòâåòîì è îòâåòîì Âîâî÷êè
äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàð òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë.

Îòâåò: à) 244620; á) 1800.

Ðåøåíèå. à) Âîâî÷êà ïîëó÷èò ïðàâèëüíûé îòâåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ïðè ñëîæåíèè
ïîñëåäíèõ è ïðåäïîñëåäíèõ öèôð ïîëó÷èòñÿ òàêæå öèôðà, ò. å. íå áóäåò ïåðåíîñà ðàçðÿäà.
Ïîäñ÷èòàåì, äëÿ ñêîëüêèõ ïàð öèôð èõ ñóììà íå ïðåâîñõîäèò 9. Åñëè îäíà öèôðà ðàâíà 0, òî
äëÿ äðóãîé èìååì 10 âàðèàíòîâ (ëþáàÿ öèôðà); åñëè îäíà öèôðà ðàâíà 1, òî äëÿ äðóãîé åñòü 9
âàðèàíòîâ (îò 0 äî 8), è ò.ä.; åñëè îäíà öèôðà ðàâíà 9, òî äëÿ äðóãîé îñòà¼òñÿ ëèøü 1 âàðèàíò
(ðàâíà 0). Èòîãî âàðèàíòîâ 1 + 2 + . . . + 10 = 55. Ïåðâàÿ öèôðà êàæäîãî èç ñêëàäûâàåìûõ
òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü ëþáîé îò 1 äî 9. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ïîëó÷àåì 9 · 9 · 55 · 55 =
245025 âàðèàíòîâ. Ïðè ýòîì îäèíàêîâûå ïàðû ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ Âîâî÷êà ïîëó÷èò ïðàâèëüíûé
îòâåò, ó÷òåíû äâàæäû. Òàêèõ ïàð âñåãî 9·5·5 = 405. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâèëüíûé îòâåò Âîâî÷êà
ïîëó÷èò â 245025− 405 = 244620 ñëó÷àÿõ.

á) Ïóñòü abc è xyz � ñêëàäûâàåìûå Âîâî÷êîé ÷èñëà (a, x > 1, òàê êàê ÷èñëà òð¼õçíà÷íû), èõ
ñóììà ðàâíà 100(a+ x)+ 10(b+ y)+ (c+ z). Åñëè Âîâî÷êà ïîëó÷èë íåïðàâèëüíûé îòâåò, òî ïðè
ñëîæåíèè ïîñëåäíèõ èëè ïðåäïîñëåäíèõ öèôð (èëè â îáîèõ ñëó÷àÿõ) ñóììà áûëà äâóçíà÷íîé,
ò. å. âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

1) Åñëè b+ y > 10, c+ z < 10, òî Âîâî÷êà ïîëó÷èò îòâåò 1000(a+ x) + 10(b+ y) + (c+ z), à
ðàçíîñòü ìåæäó âåðíûì îòâåòîì è îòâåòîì Âîâî÷êè ðàâíà 900(a+ x).

2) Åñëè b+ y < 10, c+ z > 10, òî îòâåò Âîâî÷êè ðàâåí 1000(a+ x) + 100(b+ y) + (c+ z), ÷òî
îòëè÷àåòñÿ îò âåðíîãî îòâåòà íà 900(a+ x) + 90(b+ y).

3) Åñëè b+ y > 10, c+ z > 10, òî Âîâî÷êà ïîëó÷èò îòâåò 10000(a+ x) + 1000(b+ y) + (c+ z),
â ýòîì ñëó÷àå ðàçíîñòü ðàâíà 9900(a+ x) + 990(b+ y).
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Èòàê, â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ðàçíîñòü îòâåòîâ áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì 900(a + x) > 1800. Ðàç-
íîñòü, ðàâíàÿ 1800, ïîëó÷èòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ñëîæåíèè ÷èñåë 105 è 105: Âîâî÷êà ïîëó÷èò îòâåò
2010 ïðè âåðíîì îòâåòå 210.

8.1. [9.5 (15 áàëëîâ) ] Âîâî÷êà ñêëàäûâàåò òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà â ñòîëáèê ñëåäóþùèì îáðàçîì:
îí íå çàïîìèíàåò äåñÿòêè, à ïîä êàæäîé ïàðîé öèôð â îäèíàêîâûõ ðàçðÿäàõ ïèøåò èõ ñóììó,
äàæå åñëè îíà äâóçíà÷íà. Íàïðèìåð, äëÿ ñóììû 248+208 îí ïîëó÷èë áû çíà÷åíèå 4416. Íàéäèòå
íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ðàçíîñòü ìåæäó îòâåòîì Âîâî÷êè è âåðíûì îòâåòîì.

Îòâåò: 1800.

Ðåøåíèå. Ñì. ðåøåíèå ï. á) ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

9.1. [7�8.1 (15 áàëëîâ)] Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ÷èñëîâîãî ðåáóñà AÁ = ÁÂ (ðàçíûì áóêâàì
ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå öèôðû; â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò äâóçíà÷íîå ÷èñëî, à íå ïðîèçâåäåíèå öèôð
À è Á).

Îòâåò: 32 = 25, 36 = 62, 64 = 43.

Ðåøåíèå. Åñëè Â = 1, òî ÁÂ = Á � íå äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Âûïèøåì, êàêèå äâóçíà÷íûå ÷èñëà
ïîëó÷àþòñÿ, åñëè Â > 2:

1) Â = 2: 42 = 16, 52 = 25, 62 = 36, 72 = 49, 82 = 64, 92 = 81. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèåì
ðåøåíèåì ðåáóñà ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ðàâåíñòâî 36 = 62.

2) Â = 3: 33 = 27, 43 = 64. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 64 = 43.
3) Â = 4: 24 = 16, 34 = 81. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò.
4) Â = 5: 25 = 32. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 32 = 25.
5) Â = 6: 26 = 64 � ðåøåíèåì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ïðè Â > 6 è Á > 2 ÷èñëî ÁÂ âñåãäà áóäåò áîëüøå 100. Òàêèì îáðàçîì, ðåáóñ èìååò 3 ðåøåíèÿ
32 = 25, 36 = 62, 64 = 43.

9.2. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ÷èñëîâîãî ðåáóñà ÀÁ = ÂÀ (ðàçíûì áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå
öèôðû; â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò äâóçíà÷íîå ÷èñëî, à íå ïðîèçâåäåíèå öèôð Â è À).

Îòâåò: 25 = 32, 62 = 36, 43 = 64.

10.1. [7�8.4 (15 áàëëîâ)] Íàéäèòå âñå a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå a2(x−2)+a(39−20x)+20 = 0
èìååò õîòÿ áû äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.

Îòâåò: 20.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: (a−20)(ax−2a−1) = 0. Ïðè a = 0 îíî íå èìååò
êîðíåé, ïðè a = 20 ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå x, ïðè îñòàëüíûõ a êîðåíü ðîâíî îäèí.

10.2. Íàéäèòå âñå a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå a2(x + 2) − a(10x + 21) + 10 = 0 èìååò õîòÿ áû
äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.

Îòâåò: 10.

11.1. [7�8.6 (20 áàëëîâ)] Íà áèññåêòðèñå óãëà BAC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êàM , à íà
ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB çà òî÷êó A � òî÷êà N òàê, ÷òî AC = AM = 1 è ∠ANM = ∠CNM .
Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà AN .

Îòâåò: 1.

Ðåøåíèå. Ïîñòàâèì òî÷êó K íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà NC çà òî÷êó C. Òî÷êà M ëåæèò îäíî-
âðåìåííî íà áèññåêòðèñàõ óãëîâ BAC è ANC, à çíà÷èò, ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ AC è NC
è, ñòàëî áûòü, ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà ACK. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî óãëîâ M è C â
ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå AMC, èç ðàâåíñòâà íàêðåñò ëåæàùèõ óãëîâ CMA è MCK ïî-
ëó÷àåì ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ AM è NC. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàêðåñò ëåæàùèå óãëû MAC

4



è ACN ðàâíû ∠BAC/2, à çíà÷èò, ∠ANC = ∠BAC − ∠ACN = ∠BAC/2. Ïîëó÷èëè, ÷òî òðå-
óãîëüíèê NAC ðàâíîáåäðåííûé è AN = AC = AM = 1.

11.2. Íà áèññåêòðèñå óãëà ACB òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà N , à íà ïðîäîëæåíèè
ñòîðîíû AC çà òî÷êó C � òî÷êà M òàê, ÷òî BC = CN = 2 è ∠CMN = ∠BMN . Íàéäèòå
äëèíó îòðåçêà CM .

Îòâåò: 2.

12.1. [9.7 (15 áàëëîâ), 10.6 (15 áàëëîâ)] Íà áèññåêòðèñå óãëà BAC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà
òî÷êà M , à íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB çà òî÷êó A � òî÷êà N òàê, ÷òî AC = AM = 1 è
∠ANM = ∠CNM . Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà CNM .

Îòâåò: 1.

Ðåøåíèå. Ñì. ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

12.2. Íà áèññåêòðèñå óãëà ACB òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà N , à íà ïðîäîëæåíèè
ñòîðîíû AC çà òî÷êó C � òî÷êà M òàê, ÷òî BC = CN = 2 è ∠CMN = ∠BMN . Íàéäèòå
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BMN .

Îòâåò: 2.

13.1. [7�8.7 (20 áàëëîâ), 9.8 (15 áàëëîâ), 10.8 (20 áàëëîâ)] Èìååòñÿ êðóãëûé âðàùàþùèéñÿ ñòîë
ñ 16 ñåêòîðàìè, íà êîòîðûõ ïî êðóãó íàïèñàíû ÷èñëà 0, 1, 2, . . ., 7, 8, 7, 6, . . ., 2, 1. Çà ñòîëîì
ñèäÿò 16 èãðîêîâ, çàíóìåðîâàííûõ ïî ïîðÿäêó. Ïîñëå êàæäîãî âðàùåíèÿ ñòîëà êàæäûé èãðîê
ïîëó÷àåò ñòîëüêî î÷êîâ, ñêîëüêî íàïèñàíî íà ñåêòîðå, çà êîòîðûì îí îêàçàëñÿ ïîñëå îñòàíîâêè
ñòîëà. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîñëå 13 âðàùåíèé ñòîëà èãðîê íîìåð 5 íàáðàë â ñóììå 72 î÷êà, à èãðîê
íîìåð 9 íàáðàë â ñóììå 84 î÷êà. Ñêîëüêî î÷êîâ íàáðàë èãðîê íîìåð 1?

Îòâåò: 20.

Ðåøåíèå. Èãðîêè �5 è �9 âìåñòå íàáðàëè 72 + 84 = 156 = 12 · 13 î÷êîâ. Çà îäíî âðàùåíèå
îíè ìîãóò âìåñòå ïîëó÷èòü íå áîëüøå 12 î÷êîâ. Çíà÷èò, â êàæäîì èç 13 âðàùåíèé îíè âìåñòå
ïîëó÷èëè 12 î÷êîâ. Çàìåòèì, ÷òî 12 î÷êîâ îíè ïîëó÷àþò â âèäå îäíîé èç ñóì 8 + 4, 7 + 5,
6 + 6, 5 + 7 èëè 4 + 8, êîãäà ñåêòîð 8 îêàçûâàåòñÿ ïåðåä îäíèì èç íèõ èëè ìåæäó íèìè, ò. å.
ïåðåä îäíèì èç èãðîêîâ ñ íîìåðàìè 6, 7, 8. Â êàæäîì èç ýòèõ ïÿòè ñëó÷àåâ èãðîê �1 ïîëó÷àåò
ñîîòâåòñòâåííî 4, 3, 2, 1 èëè 0 î÷êîâ. Ýòî ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëîé x1 =

x5−x9
2

+ 2, ãäå xn �
êîëè÷åñòâî î÷êîâ çà ýòî âðàùåíèå ó èãðîêà ñ íîìåðîì n. Òîãäà êîëè÷åñòâî î÷êîâ èãðîêà �1
ïîñëå 13 âðàùåíèé ðàâíî 72−84

2
+ 2 · 13 = 20.

13.2. Èìååòñÿ êðóãëûé âðàùàþùèéñÿ ñòîë ñ 16 ñåêòîðàìè, íà êîòîðûõ ïî êðóãó íàïèñàíû
÷èñëà 0, 1, 2, . . ., 7, 8, 7, 6, . . ., 2, 1. Çà ñòîëîì ñèäÿò 16 èãðîêîâ, çàíóìåðîâàííûõ ïî ïîðÿäêó.
Ïîñëå êàæäîãî âðàùåíèÿ ñòîëà êàæäûé èãðîê ïîëó÷àåò ñòîëüêî î÷êîâ, ñêîëüêî íàïèñàíî íà
ñåêòîðå, çà êîòîðûì îí îêàçàëñÿ ïîñëå îñòàíîâêè ñòîëà. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîñëå 13 âðàùåíèé
ñòîëà èãðîê íîìåð 5 íàáðàë â ñóììå 72 î÷êà, à èãðîê íîìåð 9 íàáðàë â ñóììå 84 î÷êà. Ñêîëüêî
î÷êîâ íàáðàë èãðîê íîìåð 13?

Îòâåò: 32.

13.3. Èìååòñÿ êðóãëûé âðàùàþùèéñÿ ñòîë ñ 16 ñåêòîðàìè, íà êîòîðûõ ïî êðóãó íàïèñàíû
÷èñëà 0, 1, 2, . . ., 7, 8, 7, 6, . . ., 2, 1. Çà ñòîëîì ñèäÿò 16 èãðîêîâ, çàíóìåðîâàííûõ ïî ïîðÿäêó.
Ïîñëå êàæäîãî âðàùåíèÿ ñòîëà êàæäûé èãðîê ïîëó÷àåò ñòîëüêî î÷êîâ, ñêîëüêî íàïèñàíî íà
ñåêòîðå, çà êîòîðûì îí îêàçàëñÿ ïîñëå îñòàíîâêè ñòîëà. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîñëå 11 âðàùåíèé ñòîëà
èãðîê íîìåð 6 íàáðàë â ñóììå 78 î÷êîâ, à èãðîê íîìåð 10 íàáðàë â ñóììå 54 î÷êà. Ñêîëüêî
î÷êîâ íàáðàë èãðîê íîìåð 2?

Îòâåò: 34.

13.4. Èìååòñÿ êðóãëûé âðàùàþùèéñÿ ñòîë ñ 16 ñåêòîðàìè, íà êîòîðûõ ïî êðóãó íàïèñàíû
÷èñëà 0, 1, 2, . . ., 7, 8, 7, 6, . . ., 2, 1. Çà ñòîëîì ñèäÿò 16 èãðîêîâ, çàíóìåðîâàííûõ ïî ïîðÿäêó.
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Ïîñëå êàæäîãî âðàùåíèÿ ñòîëà êàæäûé èãðîê ïîëó÷àåò ñòîëüêî î÷êîâ, ñêîëüêî íàïèñàíî íà
ñåêòîðå, çà êîòîðûì îí îêàçàëñÿ ïîñëå îñòàíîâêè ñòîëà. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîñëå 11 âðàùåíèé ñòîëà
èãðîê íîìåð 6 íàáðàë â ñóììå 78 î÷êîâ, à èãðîê íîìåð 10 íàáðàë â ñóììå 54 î÷êà. Ñêîëüêî
î÷êîâ íàáðàë èãðîê íîìåð 14?

Îòâåò: 10.

14.1. [9.1 (15 áàëëîâ), 10.1 (15 áàëëîâ)] Âû÷èñëèòå√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + . . .+ 2017

√
1 + 2018 · 2020.

Îòâåò: 3.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 2018 · 2020 = 20192 − 1, 2017 · 2019 = 20182 − 1, . . ., ïîëó÷àåì√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + . . .+ 2017

√
1 + 2018 · 2020 =

=

√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + . . .+ 2016

√
1 + 2017 · 2019 = . . . =

√
1 + 2 · 4 = 3.

14.2. Âû÷èñëèòå

√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + . . .+ 2018

√
1 + 2019 · 2021.

Îòâåò: 3.

15.1. [9.3 (15 áàëëîâ)] Â òðàïåöèè ABCD äèàãîíàëü AC ðàâíà 1 è ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî å¼
âûñîòîé. Èç òî÷åê A è C ê ñòîðîíàì CD è AB ñîîòâåòñòâåííî ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿðû AE
è CF . Íàéäèòå AD, åñëè AD = CF è BC = CE.

Îòâåò:
√√

2− 1.

Ðåøåíèå. Ïóñòü AD = CF = x, BC = CE = y. Òîãäà èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABC,
ACE è ACD ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì AB =

√
1 + y2, AE =

√
1− y2, CD =

√
1 + x2.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà SABC = 1
2
AC ·BC = 1

2
CF · AB, îòêóäà ïîëó÷àåì

y = x
√

1 + y2 ⇒ y2 = x2(1 + y2) ⇒ y2 =
x2

1− x2
.

Àíàëîãè÷íî, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ACD ðàâíà SACD = 1
2
AC · AD = 1

2
AE · CD, ïîýòîìó x =√

1− y2
√
1 + x2. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîëó÷åííîå ðàíåå âûðàæåíèå y2 ÷åðåç x2, ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ

0 < x < 1 íàõîäèì

x =

√
1− 2x2

√
1 + x2√

1− x2
⇒ x2(1− x2) = (1− 2x2)(1 + x2) ⇒ x2 − x4 = 1− x2 − 2x4 ⇒

⇒ x4 + 2x2 − 1 = 0 ⇒ (x2 + 1)2 = 2 ⇒ x =

√√
2− 1.

15.2. Â òðàïåöèè KLMN äèàãîíàëü KM ðàâíà 1 è ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî å¼ âûñîòîé. Èç
òî÷åê K è M ê ñòîðîíàì MN è KL ñîîòâåòñòâåííî ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿðû KP è MQ.
Íàéäèòå LM , åñëè KN =MQ è LM =MP .

Îòâåò: 1
4√2 .
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16.1. [9.4 (15 áàëëîâ), 10.4 (15 áàëëîâ)] Íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = x + 1
x
, ãäå x > 0, íàéäèòå

òî÷êó, áëèæàéøóþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

Îòâåò:
(

1
4√2 ;

1+
√
2

4√2

)
.

Ðåøåíèå. Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè
(
x, x+ 1

x

)
äî íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâåí

r2(x) = x2 +
(
x+

1

x

)2
= 2x2 + 2 +

1

x2
.

Ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïîëó÷àåì

r2(x) = 2x2 +
1

x2
+ 2 > 2

√
2x2 · 1

x2
+ 2 = 2

√
2 + 2,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè óñëîâèè 2x2 = 1
x2
, ò. å. x4 = 1

2
. Ïîñêîëüêó x > 0, îòñþäà

íàõîäèì x = 1
4√2 , y = x+ 1

x
= 1+

√
2

4√2 .

16.2. Íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = x− 1
x
, x > 0, íàéäèòå òî÷êó, áëèæàéøóþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

Îòâåò:
(

1
4√2 ;

1−
√
2

4√2

)
.

17.1. [9.6 (15 áàëëîâ), 10.3 (15 áàëëîâ)] Íàéäèòå ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè íàèìåíü-
øåãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, èìåþùåãî ðîâíî 2020 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé.

Îòâåò: 2100 · 34 · 5 · 7.

Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî τ(n) ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n, äîïóñêàþùåãî ðàçëî-
æåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

n = pα1
1 p

α2
2 · . . . · p

αk
k (1)

(çäåñü α1, α2, . . . , αk > 1), âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · . . . · (αk + 1). (2)

Â ñàìîì äåëå, ëþáîé äåëèòåëü ÷èñëà n èìååò âèä pβ11 p
β2
2 · . . . · p

βk
k , ãäå 0 6 βi 6 αi, i = 1, . . . , k,

ïðè ýòîì êàæäûé ïîêàçàòåëü βi ìîæíî âûáðàòü αi + 1 ñïîñîáîì (îò 0 äî αi).
Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ íàéòè íàèìåíüøåå ÷èñëî n âèäà (1), äëÿ êîòîðîãî

(α1 + 1)(α2 + 1) · . . . · (αk + 1) = 2020 = 22 · 5 · 101,

òî åñòü îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêàçàòåëè α1, . . . , αk è ïðîñòûå ìíîæèòåëè p1, . . . , pk.
Ïîêàæåì, ÷òî èñêîìûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 2100 · 34 · 5 · 7.
Ìîæíî ñ÷èòàòü (ïåðåíóìåðîâàâ ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðîñòûå ìíîæèòåëè), ÷òî ïîêàçàòåëè â

ðàçëîæåíèè (1) óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ: α1 > α2 > . . . > αk. Êðîìå òîãî, íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî (óïîðÿäî÷åííîãî ïî íåâîçðàñòàíèþ) íàáîðà ïîêàçàòåëåé ñðåäè
âñåõ ÷èñåë âèäà (1) íàèìåíüøèì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî, ó êîòîðîãî p1, p2, . . . , pk � ýòî ïåðâûå k ïðîñòûõ
÷èñåë, âçÿòûå â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè pi > pj, αi > αj, òî p

αi
i p

αj

j > pαi
j p

αj

i

(ïîñêîëüêó p
αi−αj

i > p
αi−αj

j ), è ïåðåñòàíîâêà ìíîæèòåëåé pi è pj ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü èñêîìîå
÷èñëî. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, äîëæíû áûòü çàäåéñòâîâàíû âñå íàèìåíüøèå ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 101 äîëæíî âõîäèòü â ïðîèçâåäåíèå (2) îòäåëüíûì ìíîæèòåëåì,
òàê êàê èíà÷å α1 + 1 > 101 · 2 è

pα1
1 > 2201 > 2100 · 34 · 5 · 7.

1Ñ ó÷åòîì ñëó÷àÿ, êîãäà íåñêîëüêî ïîêàçàòåëåé ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæèòåëè ìîæíî

ìåíÿòü ìåñòàìè.
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Îñòàåòñÿ ïåðåáðàòü âîçìîæíûå ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà 2020 ñ îòäåëüíûì ìíîæèòåëåì 101:

101 · 20, 101 · 10 · 2, 101 · 5 · 4, 101 · 5 · 2 · 2

è ñðàâíèòü ìåæäó ñîáîé ÷èñëà

2100 · 319, 2100 · 39 · 5, 2100 · 34 · 53, 2100 · 34 · 5 · 7.

18.1. [10.2 (15 áàëëîâ)] Äåðåâÿííûé ïàðàëëåëåïèïåä, âñå ñòîðîíû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ öåëûì
÷èñëîì ñàíòèìåòðîâ, ïîêðàñèëè êðàñíîé êðàñêîé, à ïîñëå ýòîãî ðàñïèëèëè ïàðàëëåëüíî ãðàíÿì
íà êóáèêè ñî ñòîðîíîé 1 ñì. Îêàçàëîñü, ÷òî ó òðåòè ïîëó÷èâøèõñÿ êóáèêîâ õîòÿ áû îäíà ãðàíü
êðàñíàÿ, à ó îñòàâøèõñÿ äâóõ òðåòåé âñå ãðàíè íå îêðàøåíû. Íàéäèòå äëèíó ïàðàëëåëåïèïåäà,
åñëè îíà íà 2 ñì áîëüøå øèðèíû è íà 4 ñì áîëüøå âûñîòû.

Îòâåò: 18 ñì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü äëèíà ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà n ñì, òîãäà øèðèíà ðàâíà n− 2, à âûñîòà ðàâíà
n − 4. Ïîëó÷èòñÿ n(n − 2)(n − 4) êóáèêîâ. Íåîêðàøåííûõ êóáèêîâ áóäåò (n − 2)(n − 4)(n − 6)
(¾óáèðàåòñÿ¿ ñëîé øèðèíîé â 1 êóáèê ñ êàæäîé ñòîðîíû). Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (n − 2)(n −
4)(n − 7) = 2

3
n(n − 2)(n − 4) ïðè óñëîâèè n ≥ 7. Åãî êîðíè: n = 2, n = 4, n = 18. Ïåðâûå äâà

êîðíÿ íå ïîäõîäÿò. Çíà÷èò, n = 18, è ýòî ïàðàëëåëåïèïåä 18× 16× 14.

18.2. Äåðåâÿííûé ïàðàëëåëåïèïåä, âñå ñòîðîíû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ öåëûì ÷èñëîì ñàí-
òèìåòðîâ, ïîêðàñèëè ñèíåé êðàñêîé, à ïîñëå ýòîãî ðàñïèëèëè ïàðàëëåëüíî ãðàíÿì íà êóáèêè
ñî ñòîðîíîé 1 ñì. Îêàçàëîñü, ÷òî ó òðåòè ïîëó÷èâøèõñÿ êóáèêîâ âñå ãðàíè íå îêðàøåíû, à ó
îñòàâøèõñÿ äâóõ òðåòåé õîòÿ áû îäíà ãðàíü ñèíÿÿ. Íàéäèòå âûñîòó ïàðàëëåëåïèïåäà, åñëè îíà
íà 4 ñì ìåíüøå äëèíû è íà 2 ñì ìåíüøå øèðèíû.

Îòâåò: 5 ñì.

18.3. Äåðåâÿííûé ïàðàëëåëåïèïåä, âñå ñòîðîíû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ öåëûì ÷èñëîì ñàíòè-
ìåòðîâ, ïîêðàñèëè çåëåíîé êðàñêîé, à ïîñëå ýòîãî ðàñïèëèëè ïàðàëëåëüíî ãðàíÿì íà êóáèêè
ñî ñòîðîíîé 1 ñì. Îêàçàëîñü, ÷òî ó òðåòè ïîëó÷èâøèõñÿ êóáèêîâ õîòÿ áû îäíà ãðàíü çåëåíàÿ, à
ó îñòàâøèõñÿ äâóõ òðåòåé âñå ãðàíè íå îêðàøåíû. Íàéäèòå øèðèíó ïàðàëëåëåïèïåäà, åñëè îíà
íà 2 ñì ìåíüøå äëèíû è íà 2 ñì áîëüøå âûñîòû.

Îòâåò: 16 ñì.

18.4. Äåðåâÿííûé ïàðàëëåëåïèïåä, âñå ñòîðîíû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ öåëûì ÷èñëîì ñàíòè-
ìåòðîâ, ïîêðàñèëè ôèîëåòîâîé êðàñêîé, à ïîñëå ýòîãî ðàñïèëèëè ïàðàëëåëüíî ãðàíÿì íà êóáèêè
ñî ñòîðîíîé 1 ñì. Îêàçàëîñü, ÷òî ó òðåòè ïîëó÷èâøèõñÿ êóáèêîâ âñå ãðàíè íå îêðàøåíû, à ó
îñòàâøèõñÿ äâóõ òðåòåé õîòÿ áû îäíà ãðàíü ôèîëåòîâàÿ. Íàéäèòå âûñîòó ïàðàëëåëåïèïåäà,
åñëè îíà íà 2 ñì ìåíüøå äëèíû è íà 2 ñì áîëüøå øèðèíû.

Îòâåò: 7 ñì.

19.1. [10.5 (15 áàëëîâ)] Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

sin(2020x) + cos(2020x) =
x

5050
+ 1

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 8 000 êîðíåé, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [−2π; 2π].
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì sin(2020x) + cos(2020x) =

√
2 sin

(
2020x+ π

4

)
∈ [−

√
2;
√
2]. Íà îòðåçêå

[−2π; 2π] ôóíêöèÿ x
5050

+1 ïðèíèìàåò òîëüêî çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà
[
1− 2π

5050
; 1 + 2π

5050

]
⊂ [0;

√
2] ⊂

[−
√
2;
√
2]. Ïîýòîìó (â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âñåõ óïîìÿíóòûõ ôóíêöèé) íà êàæäîì îòðåçêå

ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè
√
2 sin

(
2020x+ π

4

)
, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ïîëóïåðèîäó ýòîé ôóíêöèè,

òî åñòü π
2020

, óðàâíåíèå èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü (íà ñàìîì äåëå ðîâíî îäèí, íî
äëÿ ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà íóæíû îöåíêè ïðîèçâîäíûõ). Â îòðåçîê [−2π; 2π] òàêèõ îòðåçêîâ
óìåùàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 4π : π

2020
− 1 = 8079 > 8000 êîðíåé.
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19.2. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

sin(1010x)− cos(1010x) = 1− x

2020

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 10 000 êîðíåé, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [−5π; 5π].
19.3. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

cos(2020x)− sin(2020x) =
x

3030
+ 1

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 16 000 êîðíåé, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [−4π; 4π].
19.4. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

cos(3030x) + sin(3030x) = 1− x

2020

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 12 000 êîðíåé, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [−2π; 2π].

20.1. [10.7 (15 áàëëîâ)] Ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì:

1) f(1) + 1 > 0;
2) f(x+ y)− xf(y)− yf(x) = f(x)f(y)− x− y + xy ïðè ëþáûõ x, y ∈ Z;
3) 2f(x) = f(x+ 1)− x+ 1 ïðè ëþáûõ x ∈ Z.
Íàéäèòå f(10).

Îòâåò: 1014.

Ðåøåíèå. Åñëè h(x) = f(x) + x, òî èç óñëîâèÿ 2) ïîëó÷àåì h(x + y) = h(x)h(y). Òîãäà ïðè
x = y = 0 ýòî ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä h(0)2 = h(0), ò. å. h(0) = 0 èëè h(0) = 1. Â ïåðâîì
ñëó÷àå h(x) ≡ 0, ÷òî íåâîçìîæíî èç-çà óñëîâèÿ 1). Åñëè a = h(1), òî h(x) = ax ïðè ëþáûõ
x ∈ Z. Èç óñëîâèÿ 3) íàõîäèì a = 2, òîãäà h(10) = 210 = 1024, f(10) = h(10)− 10 = 1014.

20.2. Ôóíêöèÿ g, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
1) g(1) > 1;
2) g(x+ y) + xg(y) + yg(x) = g(x)g(y) + x+ y + xy ïðè ëþáûõ x, y ∈ Z;
3) 3g(x) = g(x+ 1) + 2x− 1 ïðè ëþáûõ x ∈ Z.
Íàéäèòå g(5).

Îòâåò: 248.

Ðåøåíèå. Ïóñòü g(1) = a, òîãäà èç óñëîâèÿ 3) ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì g(2) = 3a − 1, g(3) =
9a − 6, g(4) = 27a − 23, g(5) = 81a − 76. Èç óñëîâèÿ 2), ïîäñòàâëÿÿ x = 4 è y = 1, ïîëó÷àåì
ïîñëå óïðîùåíèé óðàâíåíèå a2−5a+4 = 0, îòêóäà a = 1 èëè a = 4. Ñëó÷àé a = 1 ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ 1). Ñëåäîâàòåëüíî, a = 4, òîãäà g(5) = 81a− 76 = 81 · 4− 76 = 248.

20.3. Ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
1) f(1) > −1;
2) f(x)f(y)− x− y + xy = f(x+ y)− xf(y)− yf(x) ïðè ëþáûõ x, y ∈ Z;
3) 2f(x+ 1) = f(x)− x− 2 ïðè ëþáûõ x ∈ Z.
Íàéäèòå f(−7).

Îòâåò: 135.

20.4. Ôóíêöèÿ g, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
1) g(1)− 1 > 0;
2) g(x)g(y) + x+ y + xy = g(x+ y) + xg(y) + yg(x) ïðè ëþáûõ x, y ∈ Z;
3) 3g(x+ 1) = g(x) + 2x+ 3 ïðè ëþáûõ x ∈ Z.
Íàéäèòå g(−6).

Îòâåò: 723.
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