
1.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√
2− x = −x. Â îòâåò çàïèøèòå öåëûé êîðåíü, åñëè îí îäèí, è ñóììó

öåëûõ êîðíåé, åñëè èõ íåñêîëüêî.
Îòâåò. −2.
1.2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

√
6− x = −x. Â îòâåò çàïèøèòå öåëûé êîðåíü, åñëè îí îäèí, è ñóììó

öåëûõ êîðíåé, åñëè èõ íåñêîëüêî.
Îòâåò. −3.

2.1. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî ïðÿìîé y = 9− 3x è îñÿìè êîîðäèíàò.
Îòâåò. 13.5.

2.2. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî ïðÿìîé y = 15− 5x è îñÿìè êîîðäèíàò.
Îòâåò. 22.5.

3.1. Ñðåäè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 20x + 19y = 2019 íàéäèòå òàêîå, äëÿ
êîòîðîãî âåëè÷èíà |x− y| ìèíèìàëüíà. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå xy.

Îòâåò. 2623.

Ðåøåíèå. Îäíèì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðà x = 100, y = 1. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî
âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé åñòü x = 100− 19n, y = 1+ 20n, n ∈ Z. Ìîäóëü ðàçíîñòè |x− y| =
|100 − 19n − 1 − 20n| = |99 − 39n| ìèíèìàëåí ïðè n = 3, à ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå åñòü
(x, y) = (43, 61). Â îòâåò çàïèñûâàåì xy = 43 · 61 = 2623.

3.2. Ñðåäè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 20x − 19y = 2019 íàéäèòå òàêîå, äëÿ
êîòîðîãî âåëè÷èíà |x+ y| ìèíèìàëüíà. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå xy.

Îòâåò. −2623.
3.3. Ñðåäè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 20x + 18y = 2018 íàéäèòå òàêîå, äëÿ

êîòîðîãî âåëè÷èíà |x− y| ìèíèìàëüíà. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå xy.
Îòâåò. 2805.

3.4. Ñðåäè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 20x − 18y = 2018 íàéäèòå òàêîå, äëÿ
êîòîðîãî âåëè÷èíà |x+ y| ìèíèìàëüíà. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå xy.

Îòâåò. −2805.
3.5. Ñðåäè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 20x + 17y = 2017 íàéäèòå òàêîå, äëÿ

êîòîðîãî âåëè÷èíà |x− y| ìèíèìàëüíà. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå xy.
Îòâåò. 2989.

3.6. Ñðåäè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 20x − 17y = 2017 íàéäèòå òàêîå, äëÿ
êîòîðîãî âåëè÷èíà |x+ y| ìèíèìàëüíà. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå xy.

Îòâåò. −2989.

4.1. Ïðåïîäàâàòåëü ëåòíåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ëàãåðÿ âçÿë ñ ñîáîé íà âñ¼ ëåòî íåñêîëüêî
ðóáàøåê, íåñêîëüêî ïàð áðþê, íåñêîëüêî ïàð îáóâè è äâà ïèäæàêà. Íà êàæäîì óðîêå îí áûë â
áðþêàõ, â ðóáàøêå è â îáóâè, à ïèäæàê íàäåâàë íà íåêîòîðûõ óðîêàõ. Íà ëþáûõ äâóõ óðîêàõ
õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ åãî îäåæäû èëè îáóâè îòëè÷àëñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè áû îí âçÿë íà
îäíó ðóáàøêó áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 18 óðîêîâ áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó
áðþê áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 63 óðîêà áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó îáóâè áîëüøå,
òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 42 óðîêà áîëüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî óðîêîâ îí ñìîã áû ïðîâåñòè
ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

Îòâåò. 126.

Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2018/2019 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 10�11 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (1-é òóð)



Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðåïîäàâàòåëü ïðèâ¼ç ñ ñîáîé x ðóáàøåê, y ïàð áðþê, z ïàð îáóâè è 2 ïè-
äæàêà. Òîãäà îí ìîæåò ïðîâåñòè 3xyz óðîêîâ (÷èñëî 3 îçíà÷àåò: 2 óðîêà â êàæäîì èç ïèäæàêîâ
è 1 óðîê áåç ïèäæàêà). Åñëè ó íåãî áóäåò íà îäíó ðóáàøêó áîëüøå, òî êîëè÷åñòâî óðîêîâ âû-
ðàñòåò íà 3yz. Åñëè ó íåãî áóäåò íà îäíó ïàðó áðþê áîëüøå, òî êîëè÷åñòâî óðîêîâ âûðàñòåò
íà 3xz. Åñëè ó íåãî áóäåò íà îäíó ïàðó îáóâè áîëüøå, òî êîëè÷åñòâî óðîêîâ âûðàñòåò íà 3yz.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç òð¼õ óðàâíåíèé: 3yz = 18, 3xz = 63, 3xy = 42. Îòñþäà
yz = 6, xz = 21, xy = 14, è ïîýòîìó (xyz)2 = 6 · 21 · 14, xyz = 42 (õîòÿ ýòî è íå îáÿçàòåëüíî, íî
ìîæíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî x = 7, y = 2, z = 3). Èñêîìàÿ âåëè÷èíà: 3xyz = 126.

Çàìå÷àíèå. Âîçìîæåí âàðèàíò ïîíèìàíèÿ óñëîâèÿ çàäà÷è, â êîòîðîì òðåáóåòñÿ íàéòè íàè-
áîëüøåå ÷èñëî óðîêîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåïîäàâàòåëü âîçüì¼ò ñ ñîáîé è ðóáàøåê, è áðþê, è
ïàð îáóâè íà 1 áîëüøå. Ñîîòâåòñòâóþùèé îòâåò 3(x+1)(y+1)(z+1) = 288 òàêæå çàñ÷èòûâàåòñÿ
êàê âåðíûé.

4.2. Ïðåïîäàâàòåëü ëåòíåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ëàãåðÿ âçÿë ñ ñîáîé íà âñ¼ ëåòî íåñêîëüêî
ðóáàøåê, íåñêîëüêî ïàð áðþê, íåñêîëüêî ïàð îáóâè è äâà ïèäæàêà. Íà êàæäîì óðîêå îí áûë â
áðþêàõ, â ðóáàøêå è â îáóâè, à ïèäæàê íàäåâàë íà íåêîòîðûõ óðîêàõ. Íà ëþáûõ äâóõ óðîêàõ
õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ åãî îäåæäû èëè îáóâè îòëè÷àëñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè áû îí âçÿë íà
îäíó ðóáàøêó áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 18 óðîêîâ áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó
áðþê áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 54 óðîêà áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó îáóâè áîëüøå,
òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 36 óðîêîâ áîëüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî óðîêîâ îí ñìîã áû ïðîâåñòè
ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

Îòâåò. 108.

4.3. Ïðåïîäàâàòåëü ëåòíåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ëàãåðÿ âçÿë ñ ñîáîé íà âñ¼ ëåòî íåñêîëüêî
ðóáàøåê, íåñêîëüêî ïàð áðþê, íåñêîëüêî ïàð îáóâè è äâà ïèäæàêà. Íà êàæäîì óðîêå îí áûë â
áðþêàõ, â ðóáàøêå è â îáóâè, à ïèäæàê íàäåâàë íà íåêîòîðûõ óðîêàõ. Íà ëþáûõ äâóõ óðîêàõ
õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ åãî îäåæäû èëè îáóâè îòëè÷àëñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè áû îí âçÿë
íà îäíó ðóáàøêó áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 36 óðîêîâ áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó
ïàðó áðþê áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 45 óðîêîâ áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó îáóâè
áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 60 óðîêîâ áîëüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî óðîêîâ îí ñìîã áû
ïðîâåñòè ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

Îòâåò. 180.

4.4. Ïðåïîäàâàòåëü ëåòíåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ëàãåðÿ âçÿë ñ ñîáîé íà âñ¼ ëåòî íåñêîëüêî
ðóáàøåê, íåñêîëüêî ïàð áðþê, íåñêîëüêî ïàð îáóâè è äâà ïèäæàêà. Íà êàæäîì óðîêå îí áûë â
áðþêàõ, â ðóáàøêå è â îáóâè, à ïèäæàê íàäåâàë íà íåêîòîðûõ óðîêàõ. Íà ëþáûõ äâóõ óðîêàõ
õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ åãî îäåæäû èëè îáóâè îòëè÷àëñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè áû îí âçÿë íà
îäíó ðóáàøêó áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 36 óðîêîâ áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó
áðþê áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 72 óðîêà áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó îáóâè áîëüøå,
òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 54 óðîêà áîëüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî óðîêîâ îí ñìîã áû ïðîâåñòè
ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

Îòâåò. 216.

Çàìå÷àíèå. Â âàðèàíòàõ 4.2, 4.3, 4.4 îòâåòû 252, 360, 420 ñîîòâåòñòâåííî òàêæå çàñ÷èòûâà-
þòñÿ êàê âåðíûå.

5.1. Íàéäèòå
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Îòâåò. −0.2.



Ðåøåíèå. Äëÿ ñóììû S1 èìååì
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Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî S1, ïîëó÷èì

S1 =
1− 22019

7 · 22019

(ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ ñóììû ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ãåîìåò-
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5.2. Íàéäèòå
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Îòâåò. −5.

5.3. Íàéäèòå
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≈ −0.45.

5.4. Íàéäèòå
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Îòâåò. −2.2.

6.1. Íà ñòîðîíàõ AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè D è E. Îòðåç-
êè AE è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CDE, åñëè ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ ABF , ADF è BEF ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1, 1

2
è 1

4
.

Îòâåò. 15
56
≈ 0.27.

Ðåøåíèå. Ïóñòü S1 = SAFD = 1
2
, S2 = SABF = 1, S3 = SBEF = 1

4
, S4 = SDEF , S5 = SCDE. Òàê

êàê îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ñ ðàâíûìè âûñîòàìè ðàâíî îòíîøåíèþ äëèí îñíîâà-
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6.2. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè E è F . Îòðåç-
êè BF è CE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AEF , åñëè ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ BCD, BDE è CDF ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1, 1

2
è 1

6
.

Îòâåò. 7
44
≈ 0.16.

6.3. Íà ñòîðîíàõ AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè D è E. Îòðåç-
êè AE è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CDE, åñëè ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ ABF , ADF è BEF ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1, 1

3
è 1

4
.

Îòâåò. 5
33
≈ 0.15.

6.4. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè E è F . Îòðåç-
êè BF è CE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AEF , åñëè ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ BCD, BDE è CDF ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1, 1

3
è 1

5
.

Îòâåò. 4
35
≈ 0.11.

6.5. Íà ñòîðîíàõ AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè D è E. Îòðåç-
êè AE è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CDE, åñëè ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ ABF , ADF è BEF ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1, 1

4
è 1

5
.

Îòâåò. 3
38
≈ 0.08.

6.6. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè E è F . Îòðåç-
êè BF è CE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AEF , åñëè ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ BCD, BDE è CDF ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1, 1

3
è 1

6
.

Îòâåò. 14
153
≈ 0.09.

7.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 cos
4πx

5
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12πx
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= 2 cos

4πx
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(
3 + tg2

πx

5
− 2 tg

πx

5

)
.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó åãî êîðíåé íà îòðåçêå [−11; 19].
Îòâåò. 112.5.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì
πx

5
= z. Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé êîñèíóñà òðîéíîãî óãëà,

ïîëó÷èì
3 cos 4z + 4 cos3 4z − 3 cos 4z = 2 cos 4z · (3 + tg2 z − 2 tg z),

(2 cos2 4z − 3− tg2 z + 2 tg z) cos 4z = 0,[
cos 4z = 0,
2 cos2 4z = tg2 z − 2 tg z + 3,[
cos 4z = 0,
2(cos2 4z − 1) = (tg z − 1)2.

Òàê êàê âî âòîðîì óðàâíåíèè ñèñòåìû ëåâàÿ ÷àñòü íåïîëîæèòåëüíà, à ïðàâàÿ íåîòðèöàòåëüíà,
òî ïîëó÷àåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ 4z = π

2
+ 2πk (òî åñòü z = π

8
+ πk

4
), à èç âòîðîãî z = π

4
+ πn,

k, n ∈ Z. Ïîýòîìó x = 5
8
+ 5k

4
èëè x = 5

4
+ 5n, k, n ∈ Z.

Èç ïåðâîé ñåðèè íà îòðåçîê [−11; 19] ïîïàäóò 24 ÷èñëà ïðè k ∈ [−9; 14], èõ ñóììà ðàâíà

5

8
· 24 + 5

4
· (−9− 8− . . .− 1 + 0 + 1 + . . .+ 14) = 15 +

5

4
· (10 + 11 + . . .+ 14) = 15 + 75 = 90.

Èç âòîðîé ñåðèè íà îòðåçîê [−11; 19] ïîïàäóò 6 ÷èñåë ïðè k ∈ [−2; 3], èõ ñóììà ðàâíà

5

4
· 6 + 5 · (−2− 1 + 0 + 1 + 2 + 3) =

15

2
+ 15 =

45

2
.

Îáùàÿ ñóììà: 90 + 45
2
= 112.5.



7.2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 cos
2πx

3
+ cos 2πx = 2 cos

2πx

3

(
3 + tg2

πx

6
− 2 tg

πx

6

)
.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó åãî êîðíåé íà îòðåçêå [−12; 19].
Îòâåò. 86.25.

7.3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 cos
4πx

5
+ cos

12πx

5
= 2 cos

4πx

5

(
3 + tg2

πx

5
+ 2 tg

πx

5

)
.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó åãî êîðíåé íà îòðåçêå [−13; 17].
Îòâåò. 67.5.

7.4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 cos
2πx

3
+ cos 2πx = 2 cos

2πx

3

(
3 + tg2

πx

6
+ 2 tg

πx

6

)
.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó åãî êîðíåé íà îòðåçêå [−12; 18].
Îòâåò. 82.5.

8.1. Èçâåñòíî, ÷òî P (x) � ìíîãî÷ëåí 9-é ñòåïåíè è P (k) = 2k ïðè âñåõ k = 1, 2, 3, . . . , 10.
Íàéäèòå P (12).

Îòâåò. 4072.

Ðåøåíèå. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n è P (k) = 2k ïðè âñåõ k = 1, 2, 3, ..., n+1. Íàéä¼ì
P (n+m+ 2), m = 0, 1, . . .. Ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà ïðè ëþáîì k ∈ N èìååì

2k = 2 · (1 + 1)k−1 = 2
k−1∑
i=0

Ci
k−1 = 2

k−1∑
i=0

(k − 1)(k − 2) . . . (k − i)
i!

.

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà åñòü ìíîãî÷ëåí îò k ñòåïåíè k− 1, ïðè÷¼ì
åñëè äîáàâèòü ê ýòîé ñóììå ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå i = k, k+1, . . . , n, òî îíà íå èçìåíèòñÿ,
òàê êàê (k− 1)(k− 2) . . . (k− i) = 0 ïðè i > k (êàæäîå òàêîå ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò ìíîæèòåëü
(k − k) = 0). Çíà÷èò,

2k = 2
k−1∑
i=0

(k − 1)(k − 2) . . . (k − i)
i!

= 2
n∑
i=0

(k − 1)(k − 2) . . . (k − i)
i!

ïðè k ∈ N, n > k − 1.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

Q(x) = 2
n∑
i=0

(x− 1)(x− 2) . . . (x− i)
i!

.

Ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, ïðè÷¼ì ïî äîêàçàííîìó Q(k) = 2k, k = 1, 2, 3, ..., n+1. Ñëåäîâàòåëüíî,
P (x) = Q(x) êàê ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n, ñîâïàäàþùèå â n+ 1 òî÷êå.

Ïîäñòàâëÿÿ x = n+m+ 2 (m > 0), íàõîäèì

P (n+m+ 2) = 2
n∑
i=0

Ci
n+m+1 = 2

n+m+1∑
i=0

Ci
n+m+1 − 2

n+m+1∑
i=n+1

Ci
n+m+1 = 2n+m+2 − 2

m∑
i=0

Ci
n+m+1

(â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ñíîâà èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà è ðàâåíñòâà äëÿ
áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ci

n+m+1 = Cn+m+1−i
n+m+1 ). Ïðè m = 1 ïîëó÷àåì

P (n+ 3) = 2n+3 − 2− 2(n+ 2) = 2n+3 − 2n− 6.



Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìíîãî÷ëåíà èç óñëîâèÿ çàäà÷è n = 9, P (12) = 212 − 2 · 9− 6 = 4072.

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè
â n+1 òî÷êàõ k = 1, 2, 3, . . . , n+1. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ýòèõ òî÷åê óáåæäàåìñÿ, ÷òî
óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò ìíîãî÷ëåí (èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà)

P (x) = 2
(x− 2)(x− 3)(x− 4) . . . (x− (n+ 1))

(1− 2)(1− 3)(1− 4) . . . (1− (n+ 1))
+ 22

(x− 1)(x− 3)(x− 4) . . . (x− (n+ 1))

(2− 1)(2− 3)(2− 4) . . . (2− (n+ 1))
+

+ 23
(x− 1)(x− 2)(x− 4) . . . (x− (n+ 1))

(3− 1)(3− 2)(3− 4) . . . (3− (n+ 1))
+ . . .+

+ 2n+1 (x− 1)(x− 2)(x− 3) . . . (x− n)
(n+ 1− 1)(n+ 1− 2)(n+ 1− 3) . . . (n+ 1− n)

=

= 2(−1)n
(
(x− 2) . . . (x− (n+ 1))

n!
− 21

(x− 1)(x− 3) . . . (x− (n+ 1))

1!(n− 1)!
+

+ 22
(x− 1)(x− 2)(x− 4) . . . (x− (n+ 1))

2!(n− 2)!
− . . .+ (−1)n2n (x− 1) . . . (x− n)

n!

)
.

Åãî çíà÷åíèå â òî÷êå x = n+ 3 ðàâíî

P (n+ 3) = 2(−1)n
(
(n+ 1)n(n− 1) . . . 3 · 2

n!
− 21

(n+ 2)n(n− 1) . . . · 3 · 2
1!(n− 1)!

+

+ 22
(n+ 2)(n+ 1)(n− 1) . . . · 3 · 2

2!(n− 2)!
− . . .+ (−1)n2n (n+ 2)(n+ 1) . . . · 4 · 3

n!

)
=

= 2(−1)n(n+ 2)(n+ 1)
( 1

n+ 2
− 21C1

n ·
1

n+ 1
+ 22C2

n ·
1

n
+ . . .+ (−1)n2nCn

n ·
1

2

))
=

= 2(−1)n(n+ 2)(n+ 1)
n∑
k=0

(−2)k Ck
n

n− k + 2
= 2(−1)n(n+ 2)(n+ 1)S(1),

ãäå

S(x) =
n∑
k=0

Ck
n

(−2)kxn−k+2

n− k + 2
.

Ïîñêîëüêó

S ′(x) =

( n∑
k=0

Ck
n

(−2)kxn−k+2

n− k + 2

)′
=

n∑
k=0

Ck
n(−2)kxn−k+1 = x(x− 2)n = (x− 2)n+1 + 2(x− 2)n,

ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ S(0) = 0 íàõîäèì S(x) =
(x− 2)n+2 − (−2)n+2

n+ 2
+2

(x− 2)n+1 − (−2)n+1

n+ 1
. Çíà÷èò,

P (n+ 3) = 2(−1)n(n+ 2)(n+ 1)

(
(−1)n+2 − (−2)n+2

n+ 2
+ 2

(−1)n+1 − (−2)n+1

n+ 1

)
=

= − 2(n+ 1)(n+ 2)

(
2n+2 − 1

n+ 2
− 2n+2 − 2

n+ 1

)
= 2(2n+2 − 1)− 2(n+ 2) = 2n+3 − 2n− 6.

8.2. Èçâåñòíî, ÷òî P (x) � ìíîãî÷ëåí 10-é ñòåïåíè è P (k) = 2k ïðè âñåõ k = 1, 2, 3, . . . , 11.
Íàéäèòå P (13).

Îòâåò. 8166.

8.3. Èçâåñòíî, ÷òî P (x) � ìíîãî÷ëåí 11-é ñòåïåíè è P (k) = 2k ïðè âñåõ k = 1, 2, 3, . . . , 12.
Íàéäèòå P (14).

Îòâåò. 16356.

8.4. Èçâåñòíî, ÷òî P (x) � ìíîãî÷ëåí 12-é ñòåïåíè è P (k) = 2k ïðè âñåõ k = 1, 2, 3, . . . , 13.
Íàéäèòå P (15).

Îòâåò. 32738.



9.1. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ A è B è ðàñïîëîæåíû ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 7, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
èõ öåíòðàìè ðàâíî 13. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 5 íàõîäèòñÿ â òî÷êå C, è îí êàñàåòñÿ
âíåøíèì îáðàçîì êàæäîãî èç äâóõ ïåðâûõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò.
√
30 ≈ 5.48.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O1 è O2 �öåíòðû, à r1 è r2 �ðàäèóñû øàðîâ, êàñàþùèõñÿ ïëîñêîñòè ABC
â òî÷êàõ B è A ñîîòâåòñòâåííî, r3 = 5 � ðàäèóñ òðåòüåãî øàðà. Ïî óñëîâèþ r1 + r2 = r = 7,
O1O2 = d = 13. Ïóñòü òàêæå AB = c, BC = a, AC = b. Èç òðåóãîëüíèêîâ O1BC è O2AC ïî
òåîðåìå Ïèôàãîðà ïîëó÷àåì

(r3 + r1)
2 = r21 + a2, (r3 + r2)

2 = r22 + b2,

îòêóäà a2 + b2 = 2r23 + 2(r1 + r2)r3. Èñïîëüçóÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷åê O1, B, A è O2, íàõîäèì

(r1 + r2)
2 + c2 = d2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

a2 + b2 − c2 = 2r23 + 2(r1 + r2)r3 + (r1 + r2)
2 − d2 = 2 · 52 + 2 · 7 · 5 + 72 − 132 = 0.

Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé, à ðàäèóñ îïèñàííîé âîêðóã íåãî îêðóæíîñòè ðàâåí
ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, ò. å.

R =
c

2
=

√
d2 − (r1 + r2)2

2
=

√
d2 − r2
2

=
√
30 ≈ 5.48.

9.2. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ B è C è ðàñïîëîæåíû ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 7, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
èõ öåíòðàìè ðàâíî 17. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 8 íàõîäèòñÿ â òî÷êå A, è îí êàñàåòñÿ
âíåøíèì îáðàçîì êàæäîãî èç äâóõ ïåðâûõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò. 2
√
15 ≈ 7.75.

9.3. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ A è B è ðàñïîëîæåíû ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 9, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
èõ öåíòðàìè ðàâíî

√
305. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 7 íàõîäèòñÿ â òî÷êå C, è îí êàñàåòñÿ

âíåøíèì îáðàçîì êàæäîãî èç äâóõ ïåðâûõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò. 2
√
14 ≈ 7.48.

9.4. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ B è C è ðàñïîëîæåíû ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 11, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
èõ öåíòðàìè ðàâíî 5

√
17. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 8 íàõîäèòñÿ â òî÷êå A, è îí êàñàåò-

ñÿ âíåøíèì îáðàçîì êàæäîãî èç äâóõ ïåðâûõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò. 2
√
19 ≈ 8.72.

9.5. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ A è B è ðàñïîëîæåíû ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 11, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
èõ öåíòðàìè ðàâíî

√
481. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 9 íàõîäèòñÿ â òî÷êå C, è îí êàñàåò-

ñÿ âíåøíèì îáðàçîì êàæäîãî èç äâóõ ïåðâûõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò. 3
√
10 ≈ 9.49.



9.6. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ B è C è ðàñïîëîæåíû ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 12, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
èõ öåíòðàìè ðàâíî 4

√
29. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 8 íàõîäèòñÿ â òî÷êå A, è îí êàñàåò-

ñÿ âíåøíèì îáðàçîì êàæäîãî èç äâóõ ïåðâûõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò. 4
√
5 ≈ 8.94.

9.7. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ A è B è ðàñïîëîæåíû ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 13, à ðàññòîÿíèå
ìåæäó èõ öåíòðàìè ðàâíî

√
505. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 8 íàõîäèòñÿ â òî÷êå C, è îíà

êàñàåòñÿ äâóõ ïåðâûõ ñôåð. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.
Îòâåò. 2

√
21 ≈ 9.17.

10.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn} çàäàíû óñëîâèÿìè x1 = 11, y1 = 7, xn+1 = 3xn + 2yn,
yn+1 = 4xn + 3yn, n ∈ N. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà y20181855 − 2x20181855 íà 2018.

Îòâåò. 1825.

Ðåøåíèå. Ïðè âñåõ n ∈ N ÷èñëà xn è yn íå÷¼òíû. Çàìåòèì, ÷òî

2x2n+1 − y2n+1 = 2(3xn + 2yn)
2 − (4xn + 3yn)

2 = 2x2n − y2n.

Ñëåäîâàòåëüíî, 2x2n − y2n = . . . = 2x21 − y21 = 242− 49 = 193.
Ïóñòü p = 1009. Ýòî ÷èñëî íå÷¼òíîå è ïðîñòîå, ïîýòîìó ÷èñëî (y2n − 2x2n)

p = (−193)p äà¼ò
òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 2p, ÷òî è y2pn − 2px2pn , òàê êàê âñå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
C1
p , . . ., C

p−1
p äåëÿòñÿ íà p. Êðîìå òîãî, ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, 2p ïðè äåëåíèè íà 2p = 2018

äà¼ò îñòàòîê 2 (è, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñåë y2pn − 2px2pn è y2pn − 2x2pn îäèíàêîâû),
à (−193)p ïðè äåëåíèè íà 2p = 2018 äà¼ò îñòàòîê 2018− 193 = 1825.

10.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn} çàäàíû óñëîâèÿìè x1 = 13, y1 = 9, xn+1 = 3xn + 2yn,
yn+1 = 4xn + 3yn, n ∈ N. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà y20181711 − 2x20181711 íà 2018.

Îòâåò. 1761.

10.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn} çàäàíû óñëîâèÿìè x1 = 9, y1 = 5, xn+1 = 3xn + 2yn,
yn+1 = 4xn + 3yn, n ∈ N. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà y20181818 − 2x20181818 íà 2018.

Îòâåò. 1881.

10.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn} çàäàíû óñëîâèÿìè x1 = 5, y1 = 11, xn+1 = 3xn + 4yn,
yn+1 = 2xn + 3yn, n ∈ N. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà x20181777 − 2y20181777 íà 2018.

Îòâåò. 1801.

10.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn} çàäàíû óñëîâèÿìè x1 = 7, y1 = 13, xn+1 = 3xn + 4yn,
yn+1 = 2xn + 3yn, n ∈ N. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà x20181762 − 2y20181762 íà 2018.

Îòâåò. 1729.


