
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 9 êëàññà c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (2-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Åñëè ÷èñëî óìåíüøèòü íà 1, òî åãî êâàäðàò óìåíüøèòñÿ íà 111. ×åìó ðàâíî ýòî ÷èñëî?
Îòâåò. 56.

2. Êàêóþ ÷àñòü ïëîùàäè êðóãà çàíèìàåò âïèñàííûé â íåãî êâàäðàò? Îòâåò äàéòå â ïðîöåí-
òàõ, îêðóãëèâ åãî äî öåëûõ.

Îòâåò. 64.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Íàéäèòå âñå ïàðû äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå â 25/24 ðàçà áîëüøå ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî. Â îòâåòå óêàæèòå íàèáîëüøåå èç ñðåäíèõ
àðèôìåòè÷åñêèõ äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð.

Îòâåò. 75.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a, b � èñêîìûå ÷èñëà (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a > b)
è ïóñòü a+b
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Çíà÷èò, a : b = 16 : 9. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a è b � äâóçíà÷íûå ÷èñëà, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà áóäåò
íàèáîëüøåé äëÿ a = 16 · 6 = 96, b = 9 · 6 = 54. Èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ðàâíî 96+54

2
= 75.

1.2. Íàéäèòå âñå ïàðû äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå
â 25/24 ðàçà ìåíüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî. Â îòâåòå óêàæèòå íàèáîëüøåå èç ñðåäíèõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð.

Îòâåò. 72.

2.1. Â âåðøèíàõ êóáà ïðîñòàâëåíû ÷èñëà ±1, à íà åãî ãðàíÿõ � ÷èñëà, ðàâíûå ïðîèçâåäå-
íèþ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ ýòîé ãðàíè. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò
ïðèíèìàòü ñóììà ýòèõ 14 ÷èñåë. Â îòâåòå óêàæèòå èõ ïðîèçâåäåíèå.

Îòâåò. −20160.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñóììû ðàâíî 14. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîìåíÿòü
çíàê â îäíîé èç âåðøèí, òî ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ, óâåëè÷èòñÿ èëè óìåíüøèòñÿ íà
2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîìåíÿþòñÿ çíàêè ó òð¼õ ãðàíåé. Åñëè èõ ñóììà áûëà 1, −1, 3, −3, òî
ñòàíåò −1, 1, −3, èëè 3, ñîîòâåòñòâåííî, ò. å. èçìåíèòñÿ íà 2 èëè íà 6. Âèäíî, ÷òî åñëè ñëîæèòü
äâå ñóììû, òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 4 íå ìåíÿåòñÿ. Çíà÷èò ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëà 10, 6, 2, −2,
−6, −10. ×èñëî −14, î÷åâèäíî, ïîëó÷èòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ñäåëàòü âñå
÷èñëà ðàâíûìè −1. Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ëåãêî ñòðîÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

3.1. Ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ x > 0; f(x) ðàâíà áîëüøåìó èç ÷èñåë x è
1/x, à g(x) ðàâíà ìåíüøåìó èç ÷èñåë x è 1/x. Ðåøèòå óðàâíåíèå f(5x) · g(8x) · g(25x) = 1. Â
îòâåòå óêàæèòå ðåøåíèå, åñëè îíî îäíî, èëè ñóììó ðåøåíèé, åñëè èõ íåñêîëüêî. Îòâåò ïðè
íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,09 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 0,089).

Ðåøåíèå. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
à) 0 < 5x < 8x < 25x 6 1. Òîãäà f(5x)·g(8x)·g(25x) = 8x·25x

5x
= 40x = 1, îòêóäà x = 1

40
= 0,025.

b) 0 < 5x < 8x 6 1 < 25x. Òîãäà f(5x) · g(8x) · g(25x) = 8x
5x·25x = 8

125x
= 1, ò. å. x = 8

124
= 0,064.

c) 0 < 5x 6 1 < 8x < 25x. Òîãäà f(5x) · g(8x) · g(25x) = 1
5x·8x·25x = 1

1000x3 = 1, îòêóäà x = 0,1,
÷òî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 < 8x.

d) 1 < 5x < 8x < 25x. Òîãäà f(5x) · g(8x) · g(25x) = 5x
8x·25x = 1

40x
= 1, îòêóäà x = 1

40
, ÷òî íå

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 < 5x.



Èòàê, óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ x = 0,025 è x = 0,064, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 0,089 ≈ 0,09.

Çàìå÷àíèå. Òî÷íîå çíà÷åíèå 0,089 òàêæå çàñ÷èòûâàåòñÿ êàê âåðíûé îòâåò.

4.1. Ñêîëüêî ÷èñåë îò 1 äî 1000 (âêëþ÷èòåëüíî) íå ïðåäñòàâèìû â âèäå ðàçíîñòè äâóõ
êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë?

Îòâåò. 250.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå íå÷åòíîå ÷èñëî 2n+1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (n+1)2−n2.
Êðîìå òîãî, ÷¼òíîå ÷èñëî, êðàòíîå 4, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 4n = (n+1)2− (n− 1)2. Îñòàþòñÿ
÷èñëà âèäà 4n + 2. Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàò ìîæåò äàâàòü îñòàòêè 0 èëè 1 ïðè äåëåíèè íà 4,
ïîýòîìó ÷èñëà âèäà 4n+2 íåëüçÿ ïîëó÷èòü êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ. Òàêèõ ÷èñåë (âèäà 4n+2)
ðîâíî îäíî â êàæäîé ÷åòâ¼ðêå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî òàêèõ ÷èñåë îò 1
äî 1000 áóäåò 1000/4 = 250.

5.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè a1 = 1,

a2n =

{
an, åñëè n ÷¼òíî,
2an, åñëè n íå÷¼òíî;

a2n+1 =

{
2an + 1, åñëè n ÷¼òíî,
an, åñëè n íå÷¼òíî.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, äëÿ êîòîðîãî an = a2017.
Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Óêàçàííûå ïðàâèëà ëåãêî èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ äâîè÷íîé ñèñòåìû:
åñëè n îêàí÷èâàåòñÿ íà 0 è ñïðàâà ïðèïèñûâàþò 1, òî è ê an ñïðàâà ïðèïèñûâàþò 1. Åñëè n
îêàí÷èâàåòñÿ íà 1 è ïðèïèñûâàþò 0, òî ê an ñïðàâà ïðèïèñûâàþò 0. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ an íå
ìåíÿåòñÿ (êîãäà ê 0 ïðèïèñûâàþò 0 èëè ê 1 ïðèïèñûâàþò 1). Çàïèøåì â äâîè÷íîé ñèñòåìå ÷èñëî
2017: 2017 = 111111000012. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî a2017 = 1012 = 510. Ïðîâåðÿÿ ïåðâûå íåñêîëüêî
çíà÷åíèé, íàéä¼ì a5 = 5.

6.1. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè èçîáðàæåí ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà (âêëþ÷àÿ
âåðøèíû) íàõîäèòñÿ ðîâíî 2019 òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ âîçìîæ-
íàÿ äëèíà ãèïîòåíóçû òðåóãîëüíèêà ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ? Â îòâåòå óêàæèòå äëèíó ãèïîòåíóçû,
îêðóãë¼ííóþ äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà.

Îòâåò. 952.

Ðåøåíèå. Íàèìåíüøàÿ äëèíà ãèïîòåíóçû ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êàìè íàèìåíüøåå, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êàòåòû èäóò ïî ëèíèÿì ñåòêè
(äëÿ ïîâ¼ðíóòîãî òðåóãîëüíèêà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè áóäåò íå ìåíåå

√
2). Òîãäà êàæäûé

êàòåò èìååò äëèíó 673, à ãèïîòåíóçà ðàâíà 673
√
2 ≈ 952.

7.1. Â ðÿä âûïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî íåêîòîðîãî n. Êîãäà îäíî èç ÷èñåë óäàëèëè,
îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îñòàâøèõñÿ ðàâíî 403

4
. Íàéäèòå ÷èñëî, êîòîðîå óäàëèëè.

Îòâåò. 61.

Ðåøåíèå. Ñóììà ÷èñåë îò 1 äî n ðàâíà Sn = n(n+1)
2

. Ïóñòü óäàëèëè ÷èñëî m, ãäå 1 6 m 6 n.
Òîãäà óñëîâèå çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Sn −m

n− 1
= 40

3

4
.

Ïðåîáðàçóåì: n+2
2
− m−1

n−1
= 403

4
. Çàìåòèì, ÷òî m−1

n−1
6 1, ïîýòîìó åñëè n ÷¼òíî, òî m−1

n−1
= 1

4
, à åñëè

íå÷¼òíî, òî m−1
n−1

= 3
4
. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì n = 80, îòêóäà m − 1 = 79 · 1

4
� íå öåëîå. Âî

âòîðîì ñëó÷àå n = 81, ò. å. m− 1 = 80 · 3
4
= 60.


