
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 7�8 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (2-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êîíôåò íóæíî, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî ðàçäåëèòü ïîðîâíó è
ìåæäó 6, è ìåæäó 15, è ìåæäó 20 äåòüìè?

Îòâåò. 60.

2. Åñëè ÷èñëî óìåíüøèòü íà 1, òî åãî êâàäðàò óìåíüøèòñÿ íà 111. ×åìó ðàâíî ýòî ÷èñëî?
Îòâåò. 56.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Íà îñòðîâå Ðûöàðåé è Ëæåöîâ ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò.
Îäíàæäû ïóòåøåñòâåííèê îïðîñèë ñåìåðûõ æèòåëåé îñòðîâà.

� ß ðûöàðü, � ñêàçàë ïåðâûé.
� Äà, îí ðûöàðü, � ñêàçàë âòîðîé.
� Ñðåäè ïåðâûõ äâóõ íå ìåíåå 50% ëæåöîâ, � ñêàçàë òðåòèé.
� Ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ íå ìåíåå 65% ëæåöîâ, � ñêàçàë ÷åòâ¼ðòûé.
� Ñðåäè ïåðâûõ ÷åòûð¼õ íå ìåíåå 50% ðûöàðåé, � ñêàçàë ïÿòûé.
� Ñðåäè ïåðâûõ ïÿòè íå ìåíåå 40% ëæåöîâ, � ñêàçàë øåñòîé.
� Ñðåäè ïåðâûõ øåñòè íå ìåíåå 65% ðûöàðåé, � ñêàçàë ñåäüìîé.
Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ðûöàðåé ñðåäè íèõ íà ñàìîì äåëå.
Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûé æèòåëü � ðûöàðü. Òîãäà âòîðîé � òîæå, à òðåòèé
è ÷åòâ¼ðòûé � ëæåöû. Åñëè æå íàîáîðîò, ïåðâûé � ëæåö, òî âòîðîé � òîæå, à òðåòèé è
÷åòâ¼ðòûé � ðûöàðè. Â ëþáîì ñëó÷àå ñðåäè ïåðâûõ ÷åòûð¼õ ðîâíî äâà ðûöàðÿ è äâà ëæåöà.
Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèÿ ïÿòîãî, øåñòîãî è ñåäüìîãî æèòåëåé èñòèííû, ò. å. îíè ðûöàðè.

1.2. Íà îñòðîâå Ðûöàðåé è Ëæåöîâ ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò.
Îäíàæäû ïóòåøåñòâåííèê îïðîñèë ñåìåðûõ æèòåëåé îñòðîâà.

� ß ðûöàðü, � ñêàçàë ïåðâûé.
� Äà, îí ðûöàðü, � ñêàçàë âòîðîé.
� Ñðåäè ïåðâûõ äâóõ íå ìåíåå 50% ëæåöîâ, � ñêàçàë òðåòèé.
� Ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ íå ìåíåå 65% ëæåöîâ, � ñêàçàë ÷åòâ¼ðòûé.
� Ñðåäè ïåðâûõ ÷åòûð¼õ íå ìåíåå 50% ðûöàðåé, � ñêàçàë ïÿòûé.
� Ñðåäè ïåðâûõ ïÿòè íå ìåíåå 40% ëæåöîâ, � ñêàçàë øåñòîé.
� Ñðåäè ïåðâûõ øåñòè íå ìåíåå 65% ðûöàðåé, � ñêàçàë ñåäüìîé.
Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ëæåöîâ ñðåäè íèõ íà ñàìîì äåëå.
Îòâåò. 2.

2.1. Âàñÿ î÷åíü ëþáèò ñîáèðàòü ãðèáû. Îí ïîäñ÷èòàë, ÷òî çà îñåíü îí ñîáðàë êîëè÷åñòâî
ãðèáîâ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ òð¼õçíà÷íûì ÷èñëîì, ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 14. Ïîòîì Âàñÿ
ïîäñ÷èòàë, ÷òî èç ñîáðàííûõ ãðèáîâ 8% áåëûõ, à 14% � ïîäáåðåçîâèêîâ. Ñêîëüêî ãðèáîâ ñîáðàë
Âàñÿ?

Îòâåò. 950.

Ðåøåíèå. ×òîáû 14% îò ÷èñëà ãðèáîâ áûëî öåëûì ÷èñëîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû îáùåå ÷èñëî
ãðèáîâ áûëî êðàòíî 50. Òîãäà ïîñëåäíèå äâå öèôðû � 00 èëè 50. Íî åñëè òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî
îêàí÷èâàåòñÿ íà äâà íóëÿ, òî ñóììà öèôð íå ìîæåò áûòü áîëüøå 9, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíèå
äâå öèôðû � 50, ò. å. ïåðâàÿ öèôðà ðàâíà 14− 5− 0 = 9.

2.2. Âàñÿ î÷åíü ëþáèò ñîáèðàòü ãðèáû. Îí ïîäñ÷èòàë, ÷òî çà îñåíü îí ñîáðàë êîëè÷åñòâî
ãðèáîâ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ òð¼õçíà÷íûì ÷èñëîì, ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 14. Ïîòîì Âàñÿ



ïîäñ÷èòàë, ÷òî èç ñîáðàííûõ ãðèáîâ 8% ïîäáåðåçîâèêîâ, à 14% � áåëûõ. Ñêîëüêî áåëûõ ãðèáîâ
ñîáðàë Âàñÿ?

Îòâåò. 133.

2.3. Âàñÿ î÷åíü ëþáèò ñîáèðàòü ãðèáû. Îí ïîäñ÷èòàë, ÷òî çà îñåíü îí ñîáðàë êîëè÷åñòâî
ãðèáîâ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ òð¼õçíà÷íûì ÷èñëîì, ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 14. Ïîòîì Âàñÿ
ïîäñ÷èòàë, ÷òî èç ñîáðàííûõ ãðèáîâ 8% ïîäáåðåçîâèêîâ, à 14% � áåëûõ. Ñêîëüêî ïîäáåðåçîâè-
êîâ ñîáðàë Âàñÿ?

Îòâåò. 76.

3.1. Íàéäèòå âñå ïàðû äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå â 25/24 ðàçà áîëüøå ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî. Â îòâåòå óêàæèòå íàèáîëüøåå èç ñðåäíèõ
àðèôìåòè÷åñêèõ äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð.

Îòâåò. 75.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a, b � èñêîìûå ÷èñëà (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a > b)
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Çíà÷èò, a : b = 16 : 9. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a è b � äâóçíà÷íûå ÷èñëà, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà áóäåò
íàèáîëüøåé äëÿ a = 16 · 6 = 96, b = 9 · 6 = 54. Èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ðàâíî 96+54

2
= 75.

3.2. Íàéäèòå âñå ïàðû äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå
â 25/24 ðàçà ìåíüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî. Â îòâåòå óêàæèòå íàèáîëüøåå èç ñðåäíèõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð.

Îòâåò. 72.

4.1. Â ðÿä áûëè âûïèñàíû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 2017 âêëþ÷èòåëüíî. Ñêîëüêî ðàç
áûëà íàïèñàíà öèôðà 7?

Îòâåò. 602.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷èñëà îò 1 äî 2000. Òîãäà öèôðà 7 ìîæåò ñòîÿòü íà 3 ìåñòå
ñ êîíöà: ÷èñëà âèäà 7 ∗ ∗ èëè 17 ∗ ∗ � òàêèõ ÷èñåë 200. Ìîæåò ñòîÿòü íà 2-ì: ∗7∗ èëè 1 ∗ 7∗ �
òàêèõ ÷èñåë òîæå 200; èëè ïîñëåäíåé: ∗ ∗ 7 èëè 1 ∗ ∗7 � òàêèõ òîæå 200. Êðîìå òîãî, åñòü åù¼
2007 è 2017 � åù¼ äâå öèôðû 7.

5.1. Â âåðøèíàõ êóáà ïðîñòàâëåíû ÷èñëà ±1, à íà åãî ãðàíÿõ � ÷èñëà, ðàâíûå ïðîèçâåäå-
íèþ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ ýòîé ãðàíè. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò
ïðèíèìàòü ñóììà ýòèõ 14 ÷èñåë. Â îòâåòå óêàæèòå èõ ïðîèçâåäåíèå.

Îòâåò. −20160.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñóììû ðàâíî 14. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîìåíÿòü

çíàê â îäíîé èç âåðøèí, òî ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ, óâåëè÷èòñÿ èëè óìåíüøèòñÿ íà
2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîìåíÿþòñÿ çíàêè ó òð¼õ ãðàíåé. Åñëè èõ ñóììà áûëà 1, −1, 3, −3, òî
ñòàíåò −1, 1, −3, èëè 3, ñîîòâåòñòâåííî, ò. å. èçìåíèòñÿ íà 2 èëè íà 6. Âèäíî, ÷òî åñëè ñëîæèòü
äâå ñóììû, òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 4 íå ìåíÿåòñÿ. Çíà÷èò ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëà 10, 6, 2, −2,
−6, −10. ×èñëî −14, î÷åâèäíî, ïîëó÷èòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ñäåëàòü âñå
÷èñëà ðàâíûìè −1. Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ëåãêî ñòðîÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

6.1. Ñêîëüêî ÷èñåë îò 1 äî 1000 (âêëþ÷èòåëüíî) íå ïðåäñòàâèìû â âèäå ðàçíîñòè äâóõ
êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë?

Îòâåò. 250.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå íå÷åòíîå ÷èñëî 2n+1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (n+1)2−n2.
Êðîìå òîãî, ÷¼òíîå ÷èñëî, êðàòíîå 4, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 4n = (n+1)2− (n− 1)2. Îñòàþòñÿ
÷èñëà âèäà 4n + 2. Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàò ìîæåò äàâàòü îñòàòêè 0 èëè 1 ïðè äåëåíèè íà 4,
ïîýòîìó ÷èñëà âèäà 4n+2 íåëüçÿ ïîëó÷èòü êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ. Òàêèõ ÷èñåë (âèäà 4n+2)
ðîâíî îäíî â êàæäîé ÷åòâ¼ðêå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî òàêèõ ÷èñåë îò 1
äî 1000 áóäåò 1000/4 = 250.



7.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè a1 = 1,

a2n =

{
an, åñëè n ÷¼òíî,
2an, åñëè n íå÷¼òíî;

a2n+1 =

{
2an + 1, åñëè n ÷¼òíî,
an, åñëè n íå÷¼òíî.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, äëÿ êîòîðîãî an = a2017.
Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Óêàçàííûå ïðàâèëà ëåãêî èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ äâîè÷íîé ñèñòåìû:
åñëè n îêàí÷èâàåòñÿ íà 0 è ñïðàâà ïðèïèñûâàþò 1, òî è ê an ñïðàâà ïðèïèñûâàþò 1. Åñëè n
îêàí÷èâàåòñÿ íà 1 è ïðèïèñûâàþò 0, òî ê an ñïðàâà ïðèïèñûâàþò 0. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ an íå
ìåíÿåòñÿ (êîãäà ê 0 ïðèïèñûâàþò 0 èëè ê 1 ïðèïèñûâàþò 1). Çàïèøåì â äâîè÷íîé ñèñòåìå ÷èñëî
2017: 2017 = 111111000012. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî a2017 = 1012 = 510. Ïðîâåðÿÿ ïåðâûå íåñêîëüêî
çíà÷åíèé, íàéä¼ì a5 = 5.


