
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 7�8 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (1-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Ïîñëå òîãî, êàê Âàñÿ ñúåë ïîëîâèíó ñâîèõ ÿáëîê è åù¼ îäíî, ó íåãî îñòàëàñü òðåòü îò
îáùåãî êîëè÷åñòâà. Ñêîëüêî ÿáëîê èçíà÷àëüíî áûëî ó Âàñè?

Îòâåò. 6.

2. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà 1000000 è ïðè ýòîì îêàí÷èâà-
þòñÿ íå íà 0?

Îòâåò. 13.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå
âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû òóðèñò âñòðåòèë ïÿòåðûõ æèòåëåé îñòðîâà è ñïðîñèë ó íèõ: ¾Ñêîëüêî
ëæåöîâ ñðåäè âàñ?¿ Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Îäèí¿, âòîðîé îòâåòèë: ¾Äâà¿, òðåòèé îòâåòèë: ¾Òðè¿,
÷åòâ¼ðòûé îòâåòèë: ¾×åòûðå¿, ïÿòûé îòâåòèë: ¾Ïÿòü¿. Ñêîëüêî ëæåöîâ áûëî íà ñàìîì äåëå?

Îòâåò. 4.

Ðåøåíèå. Ñðåäè îïðîøåííûõ æèòåëåé îñòðîâà ðûöàðåì ÿâëÿåòñÿ ðîâíî îäèí, òàê êàê âñå
îíè äàëè ðàçíûå, ïðè÷åì âñå âîçìîæíûå îòâåòû. Òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå � ëæåöû.

1.2. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå
âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû òóðèñò âñòðåòèë øåñòåðûõ æèòåëåé îñòðîâà è ñïðîñèë ó íèõ: ¾Ñêîëüêî
ëæåöîâ ñðåäè âàñ?¿ Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Îäèí¿, âòîðîé îòâåòèë: ¾Äâà¿, òðåòèé îòâåòèë: ¾Òðè¿,
÷åòâ¼ðòûé îòâåòèë: ¾×åòûðå¿, ïÿòûé îòâåòèë: ¾Ïÿòü¿, øåñòîé îòâåòèë: ¾Øåñòü¿. Ñêîëüêî ëæå-
öîâ áûëî íà ñàìîì äåëå?

Îòâåò. 5.

1.3. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå
âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû òóðèñò âñòðåòèë ÷åòâåðûõ æèòåëåé îñòðîâà è ñïðîñèë ó íèõ: ¾Ñêîëüêî
ëæåöîâ ñðåäè âàñ?¿ Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Îäèí¿, âòîðîé îòâåòèë: ¾Äâà¿, òðåòèé îòâåòèë: ¾Òðè¿,
÷åòâ¼ðòûé îòâåòèë: ¾×åòûðå¿. Ñêîëüêî ëæåöîâ áûëî íà ñàìîì äåëå?

Îòâåò. 3.

2.1. Êàê-òî ðàç â îäíîé êîìïàíèè ïðîèçîø¼ë òàêîé ðàçãîâîð:
� Ìû äîëæíû íåìåäëåííî ïîçâîíèòü Ìèøå! � âîñêëèêíóë Âàíÿ.
Îäíàêî Ìèøèíîãî òåëåôîííîãî íîìåðà íèêòî íå ïîìíèë.
� ß òî÷íî ïîìíþ, ÷òî ïîñëåäíèå òðè öèôðû òåëåôîííîãî íîìåðà � ïîñëåäîâàòåëüíûå íà-

òóðàëüíûå ÷èñëà, � ñêàçàëà Íàñòÿ.
� À ÿ ïðèïîìèíàþ, ÷òî ïåðâûå ïÿòü öèôð îáðàçîâûâàëè ïàëèíäðîì, � îòìåòèë Àíòîí.
� Ñåìèçíà÷íûå íîìåðà íèêòî òàê íå çàïîìèíàåò, èõ ðàçáèâàþò íà òðè ãðóïïû: ñíà÷àëà òðè

öèôðû, à ïîòîì äâà ðàçà ïî äâå, è ìíå êàæåòñÿ, ÷òî òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè
òàêîì ðàçáèåíèè, äåëèëîñü íà 9 � çàìåòèë Íèêèòà.

� Òî÷íî-òî÷íî, � ïîääåðæàë Ìèòÿ, �à åù¼ â òåëåôîíå áûëî òðè ïîäðÿä ñòîÿùèõ åäèíèöû.
� Òîëüêî îäíî èç äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè Íèêèòèíîì ðàçáèåíèè, áûëî ïðî-

ñòûì, � äîáàâèë Ñàøà.
Ïîìîãèòå ðåáÿòàì âîññòàíîâèòü íîìåð Ìèøèíîãî òåëåôîíà.
Îòâåò. 7111765.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî òðè ïîäðÿä åäèíèöû íå ìîãóò ñòîÿòü â íà÷àëå, òàê êàê 111 íå äåëèòñÿ
íà 9. Çíà÷èò, ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ öèôð åñòü îòëè÷íàÿ îò åäèíèöû. Åñëè ýòî âòîðàÿ èëè òðåòüÿ
öèôðû, òî ïîñêîëüêó ïåðâûå ïÿòü îáðàçóþò ïàëèíäðîì, à ïîñëåäíèå òðè � ïîñëåäîâàòåëüíûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, â íîìåðå íå íàéä¼òñÿ òð¼õ åäèíèö ïîäðÿä. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðàÿ, òðåòüÿ



è ÷åòâ¼ðòàÿ öèôðû � åäèíèöû, òîãäà ïåðâàÿ è ïÿòàÿ � ñåì¼ðêè. Çíà÷èò, ïåðâîå äâóçíà÷íîå
÷èñëî ïðè íèêèòèíîì ðàçáèåíèè � 17 (ïðîñòîå ÷èñëî). Ïîñëåäíèå òðè öèôðû áóäóò ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, åñëè âòîðîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî ðàâíî 89 èëè 65. Íî ïîñêîëüêó
89 � ïðîñòîå ÷èñëî, îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííûé âàðèàíò 65. Çíà÷èò, èñêîìûé íîìåð � 7111765.

2.2. Êàê-òî ðàç â îäíîé êîìïàíèè ïðîèçîø¼ë ñëåäóþùèé ðàçãîâîð:
� Íàì íóæíî ïîçâîíèòü Âîâî÷êå! � ñêàçàëà Êàòÿ.
Îäíàêî Âîâî÷êèíîãî òåëåôîííîãî íîìåðà íèêòî íå ïîìíèë.
� ß òî÷íî ïîìíþ, ÷òî ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ïåðâûõ äâóõ öèôð, â 3 ðàçà áîëüøå, ÷åì ÷èñëî

ñîñòàâëåííîå èç ïîñëåäíèõ äâóõ öèôð, � ñêàçàëà Îëÿ.
� À ÿ ïðèïîìèíàþ, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà â äâà ðàçà ìåíüøå ïðåäïîñëåäíåé, � îòìåòèë

Ñåð¼æà.
� Òðåòüÿ öèôðà ñ êîíöà è òðåòüÿ öèôðà ñ íà÷àëà òî÷íî îäèíàêîâûå � çàìåòèë Èãîðü.
� Òî÷íî-òî÷íî, � ïîääåðæàë Ìèòÿ, �è ýòà öèôðà òî ëè â äâà ðàçà áîëüøå, òî ëè íà äâà

áîëüøå ïðåäïîñëåäíåé.
� À åù¼ ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç öèôð òåëåôîíà, äåëèòñÿ íà 9, � äîáàâèëà Ëåíà.
Ïîìîãèòå ðåáÿòàì âîññòàíîâèòü íîìåð Âîâî÷êèíîãî òåëåôîíà.
Îòâåò. 6347421.

3.1. Èç îäíîé òî÷êè êðóãîâîé äîðîæêè îäíîâðåìåííî â îäíîì íàïðàâëåíèè ñòàðòîâàëè ïå-
øåõîä è âåëîñèïåäèñò. Ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà íà 55% áîëüøå ñêîðîñòè ïåøåõîäà, è ïîýòîìó
âðåìÿ îò âðåìåíè âåëîñèïåäèñò îáãîíÿåò ïåøåõîäà. Â ñêîëüêèõ ðàçíûõ òî÷êàõ äîðîæêè áóäóò
ïðîèñõîäèòü îáãîíû?

Îòâåò. 11.

Ðåøåíèå. Ïðèìåì äëèíó äîðîæêè çà 55 (â íåêîòîðûõ åäèíèöàõ), à ñêîðîñòè ïåøåõîäà è
âåëîñèïåäèñòà çà 100x è 155x. Òîãäà îáãîíû áóäóò ïðîèñõîäèòü ÷åðåç êàæäûå 1/x åäèíèö âðå-
ìåíè. Çà ýòî âðåìÿ ïåøåõîä ïðîõîäèò 100 åäèíèö, ò. å. îêàçûâàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè 10 åäèíèö â
îáðàòíóþ ñòîðîíó îò ñòàðòà. Òàê áóäåò ïðîèñõîäèòü íà êàæäîì îáãîíå. Â ìîìåíò 11-ãî îáãî-
íà ïåøåõîä ïðîéäåò 1100 åäèíèö è îêàæåòñÿ â òî÷êå ñòàðòà, ïîñëå ÷åãî òî÷êè îáãîíà íà÷íóò
ïîâòîðÿòüñÿ.

3.2. Èç îäíîé òî÷êè êðóãîâîé äîðîæêè îäíîâðåìåííî â îäíîì íàïðàâëåíèè ñòàðòîâàëè ïå-
øåõîä è âåëîñèïåäèñò. Ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà íà 60% áîëüøå ñêîðîñòè ïåøåõîäà, è ïîýòîìó
âðåìÿ îò âðåìåíè âåëîñèïåäèñò îáãîíÿåò ïåøåõîäà. Â ñêîëüêèõ ðàçíûõ òî÷êàõ äîðîæêè áóäóò
ïðîèñõîäèòü îáãîíû?

Îòâåò. 3.

4.1. Áóäåì íàçûâàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî èíòåðåñíûì, åñëè âñå åãî öèôðû, êðîìå ïåðâîé è
ïîñëåäíåé, ìåíüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî äâóõ ñîñåäíèõ öèôð. Íàéäèòå íàèáîëüøåå èíòå-
ðåñíîå ÷èñëî.

Îòâåò. 96433469.

Ðåøåíèå. Ïóñòü an � n-ÿ öèôðà èñêîìîãî ÷èñëà. Ïî óñëîâèþ an < an+1+an−1

2
(êðîìå ïåðâîé

è ïîñëåäíåé öèôðû), ïîýòîìó an − an+1 < an−1 − an, ò. å. ðàçíîñòè bn = an − an+1 óìåíüøàþòñÿ.
Ñðåäè íèõ íå ìîæåò áûòü ÷åòûð¼õ ïîëîæèòåëüíûõ, òàê êàê 1 + 2+ 3+ 4 = 10 > 9. Àíàëîãè÷íî
íå ìîæåò áûòü ÷åòûð¼õ îòðèöàòåëüíûõ. Çíà÷èò, ìàêñèìóì òàêèõ ðàçíîñòåé ìîæåò áûòü 7, à
èñêîìîå ÷èñëî âîñüìèçíà÷íîå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îíî áûëî íàèáîëüøèì, ïåðâàÿ öèôðà äîëæíà
áûòü ðàâíà 9, à ïåðâûå ðàçíîñòè ìåæäó öèôðàìè êàê ìîæíî ìåíüøå. Åñëè ðàçíîñòè ðàâíû
ïîñëåäîâàòåëüíî 3, 2, 1, 0, −1, −2, −3, òî ïîëó÷èì îòâåò: 96433469.

5.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 2x +2x+1 + . . .+2x+2000 > 22017.
Îòâåò. 17.

Ðåøåíèå. Çíà÷åíèå x = 17, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Åñëè æå x 6 16, òî èìååì

2x + 2x+1 + . . .+ 2x+2000 6 216 + 217 + . . .+ 22015 + 22016 < 22017,



òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî ñâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ê ñëåäóþùèì: 216 + 217 + . . . + 22015 <
22017 − 22016 = 22016, 216 + 217 + . . . + 22014 < 22016 − 22015 = 22015, . . ., 216 + 217 < 219 − 218 = 218,
216 < 218 − 217 = 217, ÷òî âåðíî.

6.1. Ñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ ñ öåëûìè ñòîðîíàìè èìåþò ïåðèìåòð, ðàâíûé 27? (Òðåóãîëü-
íèêè, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ñòîðîí � íàïðèìåð, 7, 10, 10 è 10, 10, 7 � ñ÷èòàþòñÿ çà
îäèí òðåóãîëüíèê.)

Îòâåò. 19.

Ðåøåíèå. Óïîðÿäî÷èì ñòîðîíû ïî âîçðàñòàíèþ: a 6 b 6 c. Òîãäà ìåíüøàÿ ñòîðîíà a íå
ïðåâîñõîäèò 9. Åñëè a = 1 èëè a = 2, òî òàêîé òðåóãîëüíèê îäèí. Åñëè a = 3 èëè a = 4, òî
òàêèõ ïî äâà. Åñëè a = 5 èëè a = 6, òî òàêèõ ïî òðè. Åñëè a = 7, òî òàêèõ ÷åòûðå. Åñëè a = 8,
òî òàêèõ äâà. Åñëè a = 9, òî òàêîé òðåóãîëüíèê îäèí. Èòîãî ïîëó÷àåì 19 òðåóãîëüíèêîâ.

7.1. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå n!
2
= k!+l!, ãäå n! = 1·2·. . . n. Â îòâåòå óêàæèòå

0, åñëè ðåøåíèé íåò, n, åñëè ðåøåíèå îäíî, ñóììó çíà÷åíèé n äëÿ âñåõ ðåøåíèé, åñëè ðåøåíèé
íåñêîëüêî. Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ òðîéêà (n, k, l); åñëè ðåøåíèÿ îòëè÷àþòñÿ õîòÿ
áû â îäíîé êîìïîíåíòå, îíè ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè.

Îòâåò. 10 (âñå òðîéêè ðåøåíèé (n, k, l): (3, 1, 2), (3, 2, 1), (4, 3, 3)).

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî k < n è l < n. Åñëè n > 4, òî n! > 4 · (n− 1)! > 2 · (k! + l!), ïîýòîìó
òàêèõ ðåøåíèé íåò. Åñëè n = 2, òî ïîëó÷àåì 1 = k!+ l! � íåò ðåøåíèé; åñëè n = 3, òî óðàâíåíèå
3 = k! + l! èìååò äâà ðåøåíèÿ: k = 1, l = 2 è k = 2, l = 1; åñëè n = 4, òî óðàâíåíèå 12 = k! + l!
äà¼ò åù¼ îäíî ðåøåíèå k = l = 3.


