
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 10�11 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (1-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Âû÷èñëèòå 1− 2 + 3− 4 + 5− 6 + . . .− 2016 + 2017.
Îòâåò. 1009.

2. Íàéäèòå îáú¼ì ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû, åñëè ñòîðîíà å¼ îñíîâàíèÿ ðàâíà√
3, à óãîë ìåæäó áîêîâîé ãðàíüþ è îñíîâàíèåì ðàâåí 60◦.
Îòâåò. 1,5.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 20, x2 = 17, xn+1 = xn − xn−1 (n > 2).
Íàéäèòå x2018.

Îòâåò. 17.

Ðåøåíèå.Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî xn+3 = xn+2−xn+1 = xn+1−xn−xn+1 = −xn, ïîýòîìó xn+6 =
−xn+3 = xn, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 6. Ïîñêîëüêó 2018 = 6 · 336 + 2,
ïîëó÷àåì x2018 = x2 = 17.

1.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 20, x2 = 18, xn+1 = xn − xn−1 (n > 2).
Íàéäèòå x2017.

Îòâåò. 20.

1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 20, x2 = −17, xn+1 = xn−xn−1 (n > 2).
Íàéäèòå x2018.

Îòâåò. −17.

1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = −20, x2 = −18, xn+1 = xn − xn−1
(n > 2). Íàéäèòå x2017.

Îòâåò. −20.

1.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = −20, x2 = −17, xn+1 = xn − xn−1
(n > 2). Íàéäèòå x2018.

Îòâåò. −17.

1.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 20, x2 = 18, xn+1 = xn − xn−1 (n > 2).
Íàéäèòå x2018.

Îòâåò. 18.

2.1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ íàèáîëüøåå èç ÷èñåë x2 è cos 2x ìåíüøå, ÷åì 1
2
. Â

îòâåò çàïèøèòå ñóììàðíóþ äëèíó íàéäåííûõ ïðîìåæóòêîâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, îêðóãëèâ å¼ ïðè
íåîáõîäèìîñòè äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,37 (òî÷íîå çíà÷åíèå:
√

2− π
3
).

Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâî max{x2, cos 2x} < 1
2
ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ{

x2 < 1
2
,

cos 2x < 1
2

⇔ x ∈
(
−
√

2

2
;−π

6

)
∪
(π

6
;

√
2

2

)
.

Ñóììàðíàÿ äëèíà íàéäåííûõ ïðîìåæóòêîâ ðàâíà 2(
√
2
2
− π

6
) =
√

2− π
3
≈ 0,37.

2.2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ íàèáîëüøåå èç ÷èñåë
√

x
2
è tg x íå áîëüøå, ÷åì

1. Â îòâåò çàïèøèòå ñóììàðíóþ äëèíó íàéäåííûõ ïðîìåæóòêîâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, îêðóãëèâ å¼
ïðè íåîáõîäèìîñòè äî ñîòûõ.

Îòâåò. 1,21 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 2− π
4
).



2.3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ íàèìåíüøåå èç ÷èñåë 1
x
è sinx áîëüøå, ÷åì 1

2
. Â

îòâåò çàïèøèòå ñóììàðíóþ äëèíó íàéäåííûõ ïðîìåæóòêîâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, îêðóãëèâ å¼ ïðè
íåîáõîäèìîñòè äî ñîòûõ.

Îòâåò. 1,48 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 2− π
6
).

2.4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ íàèìåíüøåå èç ÷èñåë 8−x2 è ctg x íå ìåíüøå, ÷åì
−1. Â îòâåò çàïèøèòå ñóììàðíóþ äëèíó íàéäåííûõ ïðîìåæóòêîâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, îêðóãëèâ
å¼ ïðè íåîáõîäèìîñòè äî ñîòûõ.

Îòâåò. 4,57 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 3 + π
2
).

3.1. Ôèëàòåëèñò Àíäðåé ðåøèë ðàçëîæèòü âñå ñâîè ìàðêè ïîðîâíó â 2 êîíâåðòà, íî îêàçà-
ëîñü, ÷òî îäíà ìàðêà ëèøíÿÿ. Êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 3 êîíâåðòà, ëèøíåé ñíîâà îêà-
çàëàñü îäíà ìàðêà; êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 5 êîíâåðòîâ, ëèøíèìè îêàçàëèñü 3 ìàðêè;
íàêîíåö, êîãäà îí ïîïûòàëñÿ èõ ðàçëîæèòü ïîðîâíó â 9 êîíâåðòîâ, îñòàëîñü 7 ìàðîê. Ñêîëüêî
âñåãî ìàðîê ó Àíäðåÿ, åñëè íåäàâíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçìåñòèòü èõ âñå ó ñåáÿ, åìó ïðèøëîñü
êóïèòü âòîðîé àëüáîì íà 150 ìàðîê, òàê êàê îäíîãî òàêîãî æå àëüáîìà óæå íå õâàòàëî?

Îòâåò. 223.

Ðåøåíèå. Åñëè èñêîìîå ÷èñëî x, òî èç ïåðâîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî x � íå÷åòíîå, à èç
îñòàëüíûõ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî x+ 2 äîëæíî äåëèòüñÿ íà 3, 5 è 9, ò. å. èìååò âèä 5 · 9 · p. Çíà÷èò,
x = 45(2k−1)−2 = 90k−47. Ïî óñëîâèþ 150 < x 6 300, ïîýòîìó k = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, x = 223.

3.2.Ôèëàòåëèñò Áîðèñ ðåøèë ðàçëîæèòü âñå ñâîè ìàðêè ïîðîâíó â 2 êîíâåðòà, íî îêàçàëîñü,
÷òî îäíà ìàðêà ëèøíÿÿ. Êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 3 êîíâåðòà, ëèøíåé ñíîâà îêàçàëàñü
îäíà ìàðêà; êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 7 êîíâåðòîâ, îñòàëîñü 5 ìàðîê; íàêîíåö, êîãäà
îí ïîïûòàëñÿ èõ ðàçëîæèòü ïîðîâíó â 9 êîíâåðòîâ, îñòàëîñü 7 ìàðîê. Ñêîëüêî âñåãî ìàðîê ó
Áîðèñà, åñëè íåäàâíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçìåñòèòü èõ âñå ó ñåáÿ, åìó ïðèøëîñü êóïèòü òðåòèé
àëüáîì íà 160 ìàðîê, òàê êàê äâóõ òàêèõ æå àëüáîìîâ óæå íå õâàòàëî?

Îòâåò. 439.

3.3. Ôèëàòåëèñò Âàëåðèé ðåøèë ðàçëîæèòü âñå ñâîè ìàðêè ïîðîâíó â 2 êîíâåðòà, íî îêà-
çàëîñü, ÷òî îäíà ìàðêà ëèøíÿÿ. Êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 3 êîíâåðòà, ëèøíåé ñíîâà
îêàçàëàñü îäíà ìàðêà; êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 5 êîíâåðòîâ, ëèøíèìè îêàçàëèñü 3
ìàðêè; íàêîíåö, êîãäà îí ïîïûòàëñÿ èõ ðàçëîæèòü ïîðîâíó â 9 êîíâåðòîâ, îñòàëîñü 7 ìàðîê.
Ñêîëüêî âñåãî ìàðîê ó Âàëåðèÿ, åñëè íåäàâíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçìåñòèòü èõ âñå ó ñåáÿ, åìó
ïðèøëîñü êóïèòü òðåòèé àëüáîì íà 160 ìàðîê, òàê êàê äâóõ òàêèõ æå àëüáîìîâ óæå íå õâàòàëî?

Îòâåò. 403.

3.4. Ôèëàòåëèñò Ãåííàäèé ðåøèë ðàçëîæèòü âñå ñâîè ìàðêè ïîðîâíó â 2 êîíâåðòà, íî îêà-
çàëîñü, ÷òî îäíà ìàðêà ëèøíÿÿ. Êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 3 êîíâåðòà, ëèøíåé ñíîâà
îêàçàëàñü îäíà ìàðêà; êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 7 êîíâåðòîâ, îñòàëîñü 5 ìàðîê; íàêîíåö,
êîãäà îí ïîïûòàëñÿ èõ ðàçëîæèòü ïîðîâíó â 9 êîíâåðòîâ, îñòàëîñü 7 ìàðîê. Ñêîëüêî âñåãî ìà-
ðîê ó Ãåííàäèÿ, åñëè íåäàâíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçìåñòèòü èõ âñå ó ñåáÿ, åìó ïðèøëîñü êóïèòü
âòîðîé àëüáîì íà 200 ìàðîê, òàê êàê îäíîãî òàêîãî æå àëüáîìà óæå íå õâàòàëî?

Îòâåò. 313.

4.1. ×åðåç âåðøèíó A ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ äèàãîíàëü
BD, ñòîðîíó CD è ïðÿìóþ BC â òî÷êàõ E, F è G ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå îòíîøåíèå BE : ED,
åñëè FG : FE = 4. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 2,24 (òî÷íîå çíà÷åíèå:
√

5).

Ðåøåíèå. Ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ EH, ïàðàëëåëüíóþ AB (òî÷êà H ëåæèò íà ñòîðîíå BC), è
îáîçíà÷èì BH = a, HC = b, BE = x, ED = y (ñì. ðèñ. 1). Ïî òåîðåìå Ôàëåñà èñêîìîå

îòíîøåíèå ðàâíî t =
x

y
=
a

b
. Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ BEG è AED ïîëó÷àåì

x

a+ 5b
=

y

a+ b
,

çíà÷èò t =
x

y
=
a+ 5b

a+ b
=
t+ 5

t+ 1
⇔ t2 + t = t+ 5⇔ t2 = 5. Ñëåäîâàòåëüíî, t =

√
5 ≈ 2,24.
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Ðèñ. 1 (ê çàäà÷å 4)

4.2. ×åðåç âåðøèíó A ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ äèàãîíàëü
BD, ñòîðîíó CD è ïðÿìóþ BC â òî÷êàõ E, F è G ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå îòíîøåíèå FG : FE,
åñëè BE : ED =

√
7. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 6.

4.3. ×åðåç âåðøèíó A ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ äèàãîíàëü
BD, ñòîðîíó CD è ïðÿìóþ BC â òî÷êàõ E, F è G ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ED, åñëè FG :
FE = 7, BE = 8. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 2,83 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 2
√

2).

4.4. ×åðåç âåðøèíó A ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ äèàãîíàëü
BD, ñòîðîíó CD è ïðÿìóþ BC â òî÷êàõ E, F è G ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå BE, åñëè FG :
FE = 9, ED = 1. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 3,16 (òî÷íîå çíà÷åíèå:
√

10).

5.1. Íàéäèòå ñóììó öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè öåëîé ÷àñòè ÷èñëà
√

11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2017

22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
2018

5.

Îòâåò. 6056 (÷èñëî èç óñëîâèÿ çàäà÷è ðàâíî 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
2017

5).

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó

11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2017

22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
2018

5 =
102017 − 1

9
· 102019 +

102018 − 1

9
· 20 + 5 =

104036 + 102019 + 25

9
=

(
102018 + 5

3

)2

,

÷èñëî èç óñëîâèÿ çàäà÷è åñòü
102018 + 5

3
=

2018︷ ︸︸ ︷
99 . . . 99 +6

3
= 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸

2018

+2 = 33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
2017

5, îíî ÿâëÿåòñÿ

öåëûì, à ñóììà åãî öèôð ðàâíà 2017 · 3 + 5 = 6056.

5.2. Íàéäèòå ñóììó öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè öåëîé ÷àñòè ÷èñëà
√

11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2018

55 . . . 55︸ ︷︷ ︸
2017

6.

Îòâåò. 6055 (÷èñëî èç óñëîâèÿ çàäà÷è ðàâíî 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
2017

4).

5.3. Íàéäèòå ñóììó öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè öåëîé ÷àñòè ÷èñëà
√

44 . . . 44︸ ︷︷ ︸
2017

22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
2018

5.

Îòâåò. 12107 (÷èñëî èç óñëîâèÿ çàäà÷è ðàâíî 66 . . . 66︸ ︷︷ ︸
2017

5).

5.4. Íàéäèòå ñóììó öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè öåëîé ÷àñòè ÷èñëà
√

44 . . . 44︸ ︷︷ ︸
2018

88 . . . 88︸ ︷︷ ︸
2017

9.

Îòâåò. 12109 (÷èñëî èç óñëîâèÿ çàäà÷è ðàâíî 66 . . . 66︸ ︷︷ ︸
2017

7).

6.1. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x ln 27 log13 e = 27 log13 y. Â îòâåòå óêàæèòå
ñóììó x+ y äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì y � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 70.

Îòâåò. 117.



Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ
x ln 27

ln 13
=

27 ln y

ln 13
⇔ x ln 27 = 27 ln y ⇔

ln 27x = ln y27 ⇔ 27x = y27 ⇔ 3x = y9, ïðè ýòîì y > 1, à çíà÷èò, x > 0. Òàê êàê ÷èñëî 3 ïðîñòîå,
òî èëè y = 1 (òîãäà x = 0), èëè y äåëèòñÿ íà 3 è íå èìååò äðóãèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Çíà÷èò,
y = 3n, ãäå n > 0. Ïîýòîìó x = 9n. Òàê êàê y > 70, òî n > 4, èñêîìîå ðåøåíèå: (x, y) = (36, 81).
Â îòâåò çàïèñûâàåì x+ y = 117.

6.2. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x ln 81 log17 e = 40 log17 y. Â îòâåòå óêàæèòå
ðàçíîñòü x− y äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì y � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 50.

Îòâåò. −41.

6.3. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x log11 27 = 27 ln y log11 e. Â îòâåòå óêàæèòå
ðàçíîñòü x− y äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì y � íàèáîëüøåå, íå ïðåâîñõîäÿùåå 90.

Îòâåò. −45.

6.4. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x log19 81 = 40 ln y log19 e. Â îòâåòå óêàæèòå
ñóììó x+ y äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì y � íàèáîëüøåå, íå ïðåâîñõîäÿùåå 100.

Îòâåò. 121.

7.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
5x2 + 8xy + 5y2 − 14x− 10y + 30

(4− x2 − 10xy − 25y2)7/2
. Îòâåò ïðè

íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.
Îòâåò. 0,16 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 5

32
).

Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå èç óñëîâèÿ çàäà÷è ðàâíî

(2x+ y)2 + (x+ 2y)2 − 14x− 10y + 30

(4− (x+ 5y)2)7/2
=

(2x+ y − 3)2 + (x+ 2y − 1)2 + 20

(4− (x+ 5y)2)7/2
.

×èñëèòåëü ýòîé äðîáè íå ìåíüøå 20, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè 2x+y−3 = x+2y−1 = 0,
ò. å. ïðè x = 5

3
, y = −1

3
. Ïðè ýòèõ æå çíà÷åíèÿõ x è y çíàìåíàòåëü äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî

çíà÷åíèÿ 47/2 = 27 = 128. Ñëåäîâàòåëüíî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äðîáè ðàâíî 20
128

= 5
32
≈ 0,16.

7.2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
5x2 − 8xy + 5y2 − 10x+ 14y + 55

(9− 25x2 + 10xy − y2)5/2
. Îòâåò ïðè

íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.
Îòâåò. 0,19 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 5

27
).

7.3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
13x2 + 24xy + 13y2 − 14x− 16y + 61

(4− 16x2 − 8xy − y2)7/2
. Îòâåò

ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.
Îòâåò. 0,44 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 7

16
).

7.4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
13x2 + 24xy + 13y2 + 16x+ 14y + 68

(9− x2 − 8xy − 16y2)5/2
. Îòâåò

ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.
Îòâåò. 0,26 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 7

27
).

Çàìå÷àíèå. Â âàðèàíòàõ 7.1 è 7.3 òî÷íûå çíà÷åíèÿ 0,15625 è 0,4375 ñîîòâåòñòâåííî òàêæå
çàñ÷èòûâàþòñÿ êàê âåðíûå.

8.1. Òî÷êè K, L, M , N ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â ãðàíè SAB, SAC,
SBC è ABC òåòðàýäðà SABC. Èçâåñòíî, ÷òî AB = SC = 5, AC = SB = 7, BC = SA = 8.
Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðà KLMN . Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,66 (òî÷íîå çíà÷åíèå:
√
11
5
).

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì âèäå. Ïóñòü BC = SA = a, AC = SB = b, AB = SC = c.
Ãðàíè òåòðàýäðà SABC ÿâëÿþòñÿ ðàâíûìè òðåóãîëüíèêàìè (òàêîé òåòðàýäð íàçûâàåòñÿ ðàâ-

íîãðàííûì). Ïðîâåä¼ì ÷åðåç êàæäîå åãî ðåáðî ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ ïðîòèâîïîëîæíîìó
ðåáðó (ñì. ðèñ. 2). Ýòè øåñòü ïëîñêîñòåé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïàðàëëåëåïèïåä, íàçûâàåìûé



ñîïðîâîæäàþùèì äëÿ òåòðàýäðà SABC. Ð¼áðà òåòðàýäðà ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëÿìè ãðàíåé ïàðàë-
ëåëåïèïåäà, à ð¼áðà ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíû îòðåçêàì, ñîåäèíÿþùèì öåíòðû ïðîòèâîïîëîæíûõ
ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà (ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð òåòðàýäðà). Ïîñêîëüêó ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ð¼áðà òåòðàýäð ðàâíû, äèàãîíàëè ïàðàëëåëüíûõ ãðàíåé ñîïðîâîæäàþùåãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà òàêæå ðàâíû, ïîýòîìó åãî ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè, à ñàì ïàðàëëåëåïèïåä �
ïðÿìîóãîëüíûé. Îáîçíà÷èâ äëèíû ðåáåð ïàðàëëåëåïèïåäà ÷åðåç x, y, z, ïîëó÷àåì x2 + y2 = a2,
y2 + z2 = b2, z2 +x2 = c2. Ñêëàäûâàÿ òðè ýòèõ ðàâåíñòâà, íàõîäèì x2 + y2 + z2 = a2+b2+c2

2
, îòêóäà

x2 = a2+c2−b2
2

, y2 = b2+c2−a2
2

, z2 = a2+b2−c2
2

. Çíà÷èò, îáú¼ì ñîïðîâîæäàþùåãî ïàðàëëåëåïèïåäà

ðàâåí V = xyz =
√
2
4

√
(a2 + c2 − b2)(b2 + c2 − a2)(a2 + b2 − c2), à îáú¼ì èñõîäíîãî ðàâíîãðàííîãî

òåòðàýäðà ðàâåí VSABC = 1
3
V =

√
2

12

√
(a2 + c2 − b2)(b2 + c2 − a2)(a2 + b2 − c2).

A

B

S

C

G

F

K

L

M

NR

Q

n

E

D

A

B

C

S

Q

R

n

z

x

y

Q

R

K N

B A

E

F G
1 1

1

1

1

1

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî òåòðàýäð KLMN òàêæå ðàâíîãðàííûé. Âûðàçèì äëèíû
ð¼áåð ïàðàëëåëåïèïåäà, ñîïðîâîæäàþùåãî òåòðàýäð KLMN , ÷åðåç äëèíû x, y, z ð¼áåð ïàðàë-
ëåëåïèïåäà, ñîïðîâîæäàþùåãî òåòðàýäð SABC. Îáîçíà÷èì (ñì. ðèñ. 1) ÷åðåç Q è R ñåðåäèíû
ð¼áåð SC è AB, à ÷åðåç F è G � îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñ ãðàíåé SAB è CAB, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè Q è R. Òàê êàê l ïåðïåíäèêóëÿðíà ãðàíÿì ñîïðî-
âîæäàþùåãî ïàðàëëåëåïèïåäà (ñì. ðèñ. 2), òî l ⊥ SC è l ⊥ AB. Ïîâåðí¼ì òåòðàýäð SABC íà
180◦ âîêðóã ïðÿìîé l. Ïðè ýòîì òåòðàýäðû SABC, KLMN (è ïàðàëëåëåïèïåä, ñîïðîâîæäàþ-
ùèé SABC) ïåðåéäóò ñàìè â ñåáÿ. Òàê êàê âåðøèíû M è L ïåðåéäóò äðóã â äðóãà, òî îòðåçîê
ML ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé l è ïåðåñåêàåò å¼ â ñâîåé ñåðåäèíå � òî÷êå D. Àíàëîãè÷íî ïîëó-
÷àåì KN ⊥ l, E = KN ∩ l, KE = EN . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ð¼áðà SC è AB èñïîëüçóþòñÿ â
ðàññóæäåíèÿõ ðàâíîçíà÷íî, ïîýòîìó QD = RE.

Ïóñòü Π � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êóQ è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ðåáðó SC. Ðàññìîòðèì
îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ òåòðàýäðà SABC íà ïëîñêîñòü Π (ñì. ðèñ. 3). Òî÷êè A′, B′, F ′, G′, K ′,
N ′ � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê A, B, F , G,K, N íà ïëîñêîñòü Π, òî÷êà Q � îðòîãîíàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ òî÷åê S è C, îòðåçîê QR ëåæèò â ïëîñêîñòè Π, è òàê êàê R � ñåðåäèíà AB, òî R �
ñåðåäèíà A′B′, è àíàëîãè÷íî E � ñåðåäèíà K ′N ′, à R � ñåðåäèíà F ′G′.

Òî÷êà K, ÿâëÿÿñü öåíòðîì îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê SAB, äåëèò áèññåêòðè-
ñó SF â îòíîøåíèè FK

FS
= c

a+b+c
. Òàê êàê ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè îòíîøåíèå äëèí

îòðåçêîâ ñîõðàíÿåòñÿ, òî FK
FS

= F ′K′

F ′S′ , à òàê êàê KN ⊥ QR è AB ⊥ QR, òî K ′N ′ ⊥ QR è

A′B′ ⊥ QR. Çíà÷èò, K ′N ′ ‖ A′B′ è RE
RQ

= F ′K′

F ′S′ = FK
FS

= c
a+b+c

. Çíà÷èò, ðåáðî DE ïàðàëëåëå-
ïèïåäà, ñîïðîâîæäàþùåãî òåòðàýäð KLMN , ðàâíî DE = RQ − RE − DQ = RQ − 2RE =
z
(
1 − 2c

a+b+c

)
= z a+b−c

a+b+c
. Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ïàðû ð¼áåð SA,BC è SB,AC, ïîëó÷àåì,

÷òî äðóãèå ð¼áðà ïàðàëëåëåïèïåäà, ñîïðîâîæäàþùåãî òåòðàýäð KLMN , ðàâíû ñîîòâåòñòâåí-
íî y b+c−a

a+b+c
, xa+c−b

a+b+c
. Çíà÷èò, îáú¼ì òåòðàýäðà KLMN ðàâåí VKLMN = (b+c−a)(a+c−b)(a+b−c)

(a+b+c)3
VSABC =

√
2

12
· (b+c−a)(a+c−b)(a+b−c)

(a+b+c)3

√
(a2 + c2 − b2)(b2 + c2 − a2)(a2 + b2 − c2). Ïðè a = 8, b = 7, c = 5 ïîëó÷àåì

VKLMN =
√
11
5
≈ 0,66.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü è äðóãèìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ÷òîáû íàéòè äëèíû
ð¼áåð òåòðàýäðà KLMN , ìîæíî ïîñòóïèòü òàê: íàéòè äëèíû áèññåêòðèñ SA1 è SC1 òðåóãîëü-
íèêîâ BSC è ASB ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå äëèíû îòðåçêîâ BA1, BC1. Äàëåå íàéòè óãîë B



â òðåóãîëüíèêå ABC, à çàòåì îòðåçîê A1C1 èç òðåóãîëëüíèêà BA1C1. Â òðåóãîëüíèêå SA1C1

ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ íàéòè óãîë S è, çíàÿ, â êàêîì îòíîøåíèè òî÷êè K è L äåëÿò áèññåê-
òðèñû SA1 è SC1, íàéòè îòðåçêè SK è SL. Íàêîíåö, èç òðåóãîëüíèêà SKL íàéòè äëèíó KL.
Îñòàëüíû¼ ð¼áðà òåòðàýäðà KLMN íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

8.2. Òî÷êè A, B, C, D ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â ãðàíè PQS, PRS,
QRS è PQR òåòðàýäðà PQRS. Èçâåñòíî, ÷òî PQ = RS = 7, PR = QS = 8, PS = QR = 9.
Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðà ABCD. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 1,84 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 5
√
11
9
).

8.3. Â òåòðàýäðå KLMN èçâåñòíî, ÷òî KL = MN = 4, KM = LN = 5, KN = ML = 6.
Òî÷êè P , Q, R, S ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè KLM , KLN ,
KMN è LMN . Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðà PQRS. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,29 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 7
√
6

60
).

8.4. Â òåòðàýäðå EFGH èçâåñòíî, ÷òî EF = GH = 7, EG = FH = 10, EH = FG = 11.
Òî÷êè K, L, M , N ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè EFG, EFH,
EGH è FGH. Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðàKLMN . Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 2,09 (òî÷íîå çíà÷åíèå:
√
215
7
).

8.5. Â òåòðàýäðå KLMN èçâåñòíû äëèíû ðåáåð KL = MN = 9, KM = LN = 15, KN =
LM = 16. Òî÷êè P , Q, R, S ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêèKLM ,
KLN , KMN è LMN . Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðà PQRS. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå
äî ñîòûõ.

Îòâåò. 4,85 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 11
√
7

6
).


