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1. Â íåêîòîðîé ñòðàíå àëôàâèò ñîñòîèò èç òð¼õ áóêâ: ¾Ì¿, ¾Ã¿ è ¾Ó¿. Ñëî-
âîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñîñòîÿùàÿ èç ýòèõ áóêâ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, â êîòîðîé äâå ñîãëàñíûå íå ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì è äâå ãëàñíûå íå
ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì. Ñêîëüêî â ýòîé ñòðàíå ñîñòîÿùèõ èç 200 áóêâ ñëîâ,
êîòîðûå ñîäåðæàò êàæäóþ èç òð¼õ áóêâ õîòÿ áû ïî ðàçó?

Îòâåò: 2101−4. Ðåøåíèå. Ðàçîáðàâøèñü ñî ñòðóêòóðîé ñëîâ, ïðèõîäèì
ê ðàññìîòðåíèþ òð¼õ ñëó÷àåâ.
1) Ïåðâàÿ áóêâà Ì. Òîãäà âòîðàÿ � Ó, òðåòüÿ - Ã èëè Ì, ÷åòâåðòàÿ � Ó,
ïÿòàÿ - Ã èëè Ì, ..., 200-ÿ - Ó. Òàêèõ ñëîâ áóäåò 299. 2) Àíàëîãè÷íî, åñëè
ïåðâàÿ áóêâà � Ã.
3) Ïåðâàÿ áóêâà Ó. Òîãäà âòîðàÿ � Ã èëè Ì, òðåòüÿ - Ó, ÷åòâåðòàÿ � Ã
èëè Ì, ..., 200-ÿ � Ã èëè Ì. Òàêèõ ñëîâ áóäåò 2100.
Âñåãî ñëîâ: 299 + 299 + 2100 = 2101. Îòñþäà íóæíî óáðàòü 4 ñëîâà: ÌÓ-
ÌÓ....ÌÓ, ÃÓÃÓ...ÃÓ, ÓÌÓÌ...ÓÌ è ÓÃÓÃ...ÓÃ (â êàæäîì èç íèõ íåò
îäíîé èç áóêâ).

2. Ãðàôèê êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè f(x) = x2+2px−p2+7p−2015 ïåðåñåêàåò
êîîðäèíàòíûå îñè â òðåõ òî÷êàõ: A, B è C. Íàéäèòå çíà÷åíèå p, ïðè
êîòîðîì ïðîèçâåäåíèå äëèí îòðåçêîâOA×OB×OC áóäåò íàèìåíüøèì.

Îòâåò: p = 7
2 . Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðàáîëà ïåðåñåêàëà â òðåõ

òî÷êàõ íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíåíèå èìåëî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿx1 è x2.
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äàííîãî òðåõ÷ëåíà äèñêðèìèíàíò âñåãäà
ïîëîæèòåëåí. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå OA × OB × OC = |x1| · |x2| · |f(0)|.
Ïðèìåíèâ òåîðåìó Âèåòà, ïîëó÷èì, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî êâàäðàòó
ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Çíà÷èò îíî ìèíèìàëüíî, êîãäà ìèíèìàëåí (−p2+7p−
2015)2, ÷òî áóäåò ïðè p = 7

2 .

3. Â òðåóãîëüíèêå 4ABC, îñíîâàíèå AB êîòîðîãî ëåæèò íà îñè àáñöèññ,
ïðîâåäåíû âûñîòû AM , BN è CK. Íàéäèòå äëèíó îñíîâàíèÿ AB, åñëè
èçâåñòíû êîîðäèíàòû òî÷åêM(2, 2) è N(4, 4).

Îòâåò: AB = 4
√
5. Ðåøåíèå.

Îïèðàþùàÿñÿ íà AB êàê íà



äèàìåòð îêðóæíîñòü ñîäåðæèò òî÷êèM è N (ñì. ðèñ.). Å¼ öåíòðD ðàâ-
íîóäàë¼í îò M è N. Òàê êàê ïðÿìàÿ MN èìååò âèä y = x, òî ïåðïåí-
äèêóëÿðíàÿ åé ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíóMN � òî÷êó (3, 3)
� èìååò âèä y = 6 − x. Çíà÷èò, ñåðåäèíà AB � òî÷êà D � èìååò êîîð-
äèíàòû (6, 0). Òî÷êà D ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A,B,M è N . Ïðè ýòîì
DM 2 = DN 2 = 42 + 22 = 20. Çíà÷èò, BD = AD = 2

√
5, è äëèíà îñíîâà-

íèÿ ðàâíà AB = 4
√
5.

4. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ðàçáèëè íà ¾õîðîøèå¿ è ¾ïëîõèå¿ ïî ñëåäóþ-
ùèì ïðàâèëàì:
a) Èç ëþáîãî ïëîõîãî ÷èñëà ìîæíî âû÷åñòü íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå åãî ïîëîâèíû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿ ðàçíîñòü
ñòàëà ¾õîðîøåé¿.
b) Èç ¾õîðîøåãî¿ ÷èñëà íåëüçÿ âû÷åñòü íå áîëåå ïîëîâèíû, òàê, ÷òîáû
îíî îñòàëîñü ¾õîðîøèì¿.
Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî 1 � ¾õîðîøåå¿. Íàéäèòå áëèæàéøåå ê 2015 õîðîøåå
÷èñëî.

Îòâåò: 2047. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðåâ íåñêîëüêî ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë çàìåòèì, ÷òî õîðîøèå ÷èñëà èìåþò âèä 2n − 1 (à 2n, ..., 2n+ 1− 2
� ïëîõèå).

Äîêàæåì ýòî ïî ìåòîäó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äëÿn = 1 óòâåðæäå-
íèå äàíî â óñëîâèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿn−1.
Ðàññìîòðèì ÷èñëî âèäà M = 2n + k, ãäå k = 0, 1, ..., 2n − 2. Òîãäà èç
òàêîãî ÷èñëà ìîæíî âû÷åñòü k + 1 6 1

2(2
n + k) = M

2 .

C äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì ÷èñëî âèäà N = 2n − 1. Èç íåãî íàäî
âû÷åñòü ïî êðàéíåé ìåðå 2n−1, ÷òî ïðåâîñõîäèò N

2 = 2n−1 − 1
2 .

Çíà÷èò áëèæàéøèì õîðîøèì ÷èñëîì ê 2015 áóäåò ÷èñëî 2047 = 211 − 1.

5. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ABD è
BCD ðàâíû, à ïëîùàäü ACD ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ABD. Íàéäèòå
äëèíó îòðåçêà CM , ãäå M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
AD = 12.

Îòâåò: CM = 18. Ðåøåíèå. Èç ðàâåíñòâà ïëîùàäåéABC è CBD âû-
òåêàåò, ÷òîO � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåéAC è BD äåëèò AC ïîïî-
ëàì (ñì. ðèñ). À èç òîãî, ÷òî S(ACD)12S(ABD) ñëåäóåò, ÷òî S(AOD) =
1
3S(AOB), ñëåäîâàòåëüíî,OD = 1

3BO = GO, ãäå G � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.

Çíà÷èò AGCD � ïàðàëëåëîãðàìì, ïîýòîìó AD = CG = 2
3CM = 12,

îòêóäà CM = 18.



6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì: a1 = a2 = 1,
an+1 = an · an−1 + 3. Ìîæåò ëè ÷èñëî a2015 − a2011 − 39 áûòü ïðîñòûì?

Îòâåò: Íåò, ýòî ÷èñëî áóäåò êðàòíî a2011 > 1. Ðåøåíèå. Ïîêàæåì,
÷òî ýòî ÷èñëî áóäåò êðàòíî a2011. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îñòàòêè
îò äåëåíèÿ íà a2011 ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ. Î÷åâèäíî, a2012 è a2013 äàþò
îñòàòêè 3, a2014 � 12, à a2015 � 39. Ñëåäîâàòåëüíî, a2015−a2011−39 äåëèòñÿ
íà a2011 áåç îñòàòêà.

7. Íàéäèòå ðåøåíèå ñèñòåìû â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ

{
a3 + b = c(a2 + b2)

a+ b3 = d(a2 + b2)

Îòâåò: a = b = c = d = 1. Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî (a, b) =
1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (a, b) = d > 1. Òîãäà èç ïåðâîãî

óðàâíåíèÿ b = c(a2 + b2)− a3
...d2. Àíàëîãè÷íî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ a

...d2,
÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà a(a2+b2)−(a3+b) = b(ab−1) è b(a2+b2)−(a+b3) =
a(ab−1) êðàòíû a2+b2. Ñëåäîâàòåëüíî, ab−1 äîëæíî äåëèòüñÿ íà a2+b2,
÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè a = b = 1.
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1. Íà äåíü ðîæäåíèÿ Àíäðåÿ ïîñëåäíåé ïðèøëà ßíà, ïîäàðèâøàÿ åìó ìÿ÷,
à ïðåäïîñëåäíèì � Ýäóàðä, ïîäàðèâøèé åìó êàëüêóëÿòîð. Èñïûòûâàÿ


