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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ïî ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

ðåøåíèÿ

9 êëàññ

1. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD è âûáðàíû òî÷êè A1, B1, C1 è D1, òàêèå, ÷òî òî÷êà A
ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà DD1, òî÷êà B � ñåðåäèíîé AA1, òî÷êà C � ñåðåäèíîé

BB1 è òî÷êà D � ñåðåäèíîé CC1. Íàéäèòå ïëîùàäü A1B1C1D1, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

S(ABCD) = 1.

Îòâåò:5

Ðåøåíèå:
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Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè 4ABC è 4ABD1 ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû èõ ïëî-

ùàäè. Òðåóãîëüíèêè 4ABD1 è 4A1BD1 èìåþò îáùóþþ âûñîòó D1H è ðàâíûå îñ-

íîâàíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîâåëèêè. Òàêèì îáðàçîì, S(4AA1D1) = 1. Ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî S(4BB1A1) = S(4CC1B1) = S(4DD1C1) = 1. Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì
S(A1B1C1D1) = 5.

2. a) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé N = 100 . . . 0︸ ︷︷ ︸
40

, íå ÿâëÿþùèõñÿ íè òî÷-

íûìè êâàäðàòàìè (ò.å. êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë), íè òî÷íûìè êóáàìè. b) ... íå

ïðåäñòàâèìûõ â âèäå mn, ãäå m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì n > 1. .

Îòâåò:à) 1093; á) 981.

Ðåøåíèå:Îáîçíà÷èì ÷åðåçKn êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé, ÿâëÿþùèõñÿ òî÷íûìè n-ìè ñòå-
ïåíÿìè



à)N = 240 · 540, äåëèòåëè N èìåþò âèä 2m · 5n, ãäå 0 6 m,n 6 40. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ
41× 41 = 1681 äåëèòåëåé. Èç íèõ ïîëíûìè êâàäðàòàìè áóäóò òå, â êîòîðûõ m è n �

÷åòíûå, òàêèõ áóäåò 21 × 21 = 441, ñëåäîâàòåëüíî 1240 äåëèòåëåé íå áóäóò òî÷íûìè

êâàäðàòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè òî÷íûõ êóáîâ áóäóò è ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ åùå è òî÷íûìè êâàä-

ðàòàìè. Ýòî ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ òî÷íûìè 6 ñòåïåíÿìè. Èõ êîëè÷åñòâî ñ÷èòàåì àíàëî-

ãè÷íî òîìó, êàê ñ÷èòàëè êîëè÷åñòâî òî÷íûõ êâàäðàòîâ. À äåëèòåëåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ

íè òî÷íûìè êâàäðàòàìè, íè òî÷íûìè êóáàìè áóäåò 1240 - K3 +K6.

á) àíàëîãè÷íî ïóíêòó à)

3. Ðåøèòü ñèñòåìó


x2 = 2

√
y2 + 1;

y2 = 2
√
z2 − 1− 2;

z2 = 4
√
x2 + 2− 6.

Îòâåò:(
√
2, 0,
√
2), (
√
2, 0,−

√
2), (−

√
2, 0,
√
2), (−

√
2, 0,−

√
2).

Ðåøåíèå:Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ a =
√
x2 + 2, b =

√
y2 + 1, c =

√
z2 − 1. Ïîëó÷èòñÿ

ñèñòåìà:


a2 − 2 = 2b

b2 − 1 = 2c− 2

c2 + 1 = 4a− 6

Ñëîæèì âñå óðàâíåíèÿ è ïåðåíåñåì â ëåâóþ ÷àñòü: a2 + b2 + c2 − 4a− 2b− 2c+ 6 = 0.
Âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäàðòû, ïîëó÷èì (a − 2)2 + (b − 1)2 + (c − 1)2 = 0, îòêóäà a = 2,
b = 1, c = 1. Äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó, ïîëó÷èì x = ±

√
2, y = 0, z = ±

√
2.

4. Êîëÿ ñåë èãðàòü â WoW â ìîìåíò, êîãäà ÷àñîâàÿ è ìèíóòíàÿ ñòðåëêè áûëè ïðîòèâî-

ïîëîæíû. Îí çàêîí÷èë èãðàòü ÷åðåç öåëîå ÷èñëî ìèíóò, ïðè÷åì, â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ

ìèíóòíàÿ ñòðåëêà ñîâïàëà ñ ÷àñîâîé. Ñêîëüêî âðåìåíè îí èãðàë (åñëè èçâåñòíî, ÷òî

îí èãðàë ìåíüøå 12 ÷àñîâ)?

Ðåøåíèå:Ìèíóòíàÿ ñòðåëêà äîãîíÿåò ÷àñîâóþ ñî ñêîðîñòüþ 11
2

◦
/ìèí. ×òîáû îíè ñîâ-

ïàëè ðàçíîñòü óãëîâ ïîâîðîòà äîëæíà áûòü 180 + 360k. Ýòà âåëè÷è÷íà êðàòíà 11 ïðè
k = 5, 16, .... Ïî ñìûñëó çàäà÷è ïîäõîäèò òîëüêî k = 5, ÷òî äàåò íàì 6 ÷àñîâ.

5. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m,n), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

n · (n− 1) · (n− 2) · (n− 3) = m · (m− 1).

Îòâåò:(1, 1), (2, 1); (3, 1).

Ðåøåíèå:Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî â âèäå

(n2 − 3n) · (n2 − 3n+ 2) = m2 −m

è îáîçíà÷èì N = n2− 3n+1, òîãäà, âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäðàòû N2− 1 = (m− 1
2)

2− 1
4 .

Äîìíîæàÿ íà 4, ïîëó÷àÿ (2N)2 − (2m − 1)2 = 3. ×èñëî 2N � öåëîå è ÷åòíîå, 2m − 1
� öåëîå è íå÷åòíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, 2N = ±2, 2m − 1 = ±1. Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà

ïîëó÷èì n = 0, 1, 2, 3, èç âòîðîãî m = 0, 1. Ïîñêîëüêó â çàäà÷å ñïðàøèâàþòñÿ òîëüêî
íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ, òî n = 1, 2, 3 è m = 1.

Óêàçàííîå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà , êîãäà åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâíû

íóëþ.



6. Äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ R è R′ êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå P
è êàñàþòñÿ ïðÿìîé l â òî÷êàõ A è B, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Q � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìîé BP ñ ïåðâîé îêðóæíîñòüþ. Îïðåäåëèòü, íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ïðÿìîé l
ðàñïîëîæåíà òî÷êà Q.

P

BA

Q

Îòâåò:2R, ò.å. ýòà òî÷êà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíà òî÷êå A.

Ðåøåíèå:Ïðîâåäÿ îáùóþ êàñàòåëüíóþ â òî÷êå P , çàìåòèì, ÷òî â òðåóãîëüíèêå APB
óãîë APB ðàâåí ñóììå äâóõ äðóãèõ óãëîâ. Çíà÷èò, îí ïðÿìîóãîëüíûé, à òî÷êà Q �

äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíà òî÷êå A.

7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ÷èñëà x, y è z � öåëûå, òî ÷èñëî 1
2

(
(x− y)4 + (y − z)4 + (z − x)4

)
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà.

Ðåøåíèå:Îáîçíà÷èì a = x−y, b = y−z, c = z−x. Òîãäà σ1 = a+b+c = 0. Îáîçíà÷èì
ab+ ac+ bc = σ2, abc = σ3 è âûðàçèì ÷åðåç íèõ: 1

2

(
a4 + b4 + c4

)
= σ22.

8. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü öåëûå ÷èñëà a, b, c ∈ [1, 100], òàê,
÷òîáû òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè A(−1, a), B(0, b) è C(1, c) îáðàçîâûâàëè ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê?

Îòâåò:974

Ðåøåíèå:AB2 = 1 + (b− a)2, BC2 = 1 + (c− b)2, AC2 = 4 + (c− a)2.
Åñëè òðåóîãëüíèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé ñ ãèïîòåíóçîé AC, òî ïî ò.Ïèôàãîðà

AC2 = AB2 + BC2, 1 + (b − a)2 + 1 + (b − c)2 = 4 + (a − c)2, ÷òî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

(b− a)(b− c) = 1. Òàê êàê îáà ìíîæèòåëÿ � öåëûå ÷èñëà, èìååì òîëüêî òàêèå ñëó÷àè:

b = a + 1 = c + 1 è b = a − 1 = c − 1, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ åñòü 99 òðîåê (a, b, c),
ò.å. 198 ñïîñîáîâ.

Åñëè ãèïîòåíóçîé ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíà AB, òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (c −
a)(c− b) = −2, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
c = a+ 1 = b− 2,

c = a− 1 = b+ 2,

c = a+ 2 = b− 1,

c = a− 2 = b+ 1,

äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ åñòü 97 òðîåê (a, b, c), ò.å. âñåãî 97 · 4 = 388 ñïîñîáîâ.

Åñëè ãèïîòåíóçîé ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíà BC, òî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (a− b)(a− c) = −2.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íàõîäèì 388 ñïîñîáîâ.

Âñåãî ïîëó÷àåì 198+388+388=974 ñïîñîáîâ.


