
11 класс.

1. Можно ли на параболе y = x2 отметить точки A, B, C, D, а на параболе y = 2x2 — точки E, F , G, H
так, чтобы выпуклые четырехугольники ABCD и EFGH оказались равными?

2. В остроугольном треугольнике ABC с углом 45◦ при вершине A проведены высоты AD, BE и CF .
Луч EF пересекает прямую BC в точке X. Оказалось, что AX ‖ DE. Найдите углы треугольника ABC.

3. Иван и Кащей играют в следующую игру. Изначально на доске записан многочлен x− 1. За один ход
можно заменить многочлен f(x), записанный на доске, на многочлен axn+1 − f(−x) − 2, где n — степень
многочлена f(x), a a — один из его вещественных корней. Игроки ходят по очереди, начинает Иван. Выигры-
вает тот игрок, после хода которого на доске будет написан многочлен, не имеющий вещественных корней.
Сможет ли Иван победить Кащея?

4. Будем говорить, что набор чисел a1, . . . , am сильнее набора чисел b1, . . . , bn, если среди всех нера-
венств вида ai > bj количество верных неравенств не менее чем в 2 раза превосходит количество неверных.
Докажите, что не существует трех наборов A, B и C, таких что A сильнее B, B сильнее C, C сильнее A.

5. Высоты AA1, BB1, CC1 остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке H. На касательную,
проведенную из точки C к описанной окружности треугольника AB1C1, опущен перпендикуляр HQ (точка
Q лежит внутри треугольника ABC). Докажите, что окружность, проходящая через точку B1 и касающаяся
прямой AB в точке A, касается также и прямой A1Q.

6. Найдите все пары ненулевых (не обязательно положительных) рациональных чисел x, y, обладающие
следующим свойством: любое положительное рациональное число можно представить в виде {rx}/{ry} с
положительным рациональным r.

нижний угол той клетки, в которую попала эта точка. Угловой коэффициент этой прямой равен как раз
{rx}/{ry}.

Совместим между собой все единичные квадраты, в которых есть точки ℓ. В полученном квадрате ℓ
отобразится конечным количество отрезков, параллельных исходной прямой.

Предположим, что x и y одного знака. Тогда полученные отрезки имеют положительный положи-
тельный угловой коэффициент. Один из них выходит из левого-нижнего узла квадрата. Ясно, что из
этого узла можно провести луч с положительным рациональным коэффициентом λ, который пересечет
верхнюю или нижнюю сторону квадрата, не встретив по дороге точек ни одного из наших отрезков. Это
число λ нельзя представить в нужном нам виде.

Пусть, ноборот, числа x и y разного знака. Тогда наши отрезки имеют отрицательный угловой коэф-
фициент. Один из них выходит из левого-верхнего узла квадрата. Несложно понять, что один из этих
отрезков соединяет точку на левой стороне квдарата с точкой на его нижней стороне. На рациональных
точках этого отрезка реализуются все возможные положительные рациональные угловые коэффициенты!

7. Есть 2n карточек, на каждой написано число от 1 до n (каждое — ровно на двух карточках). Кар-
точки лежат на столе числами вниз. Набор из n карточек называется хорошим, если на них каждое число
встречается по одному разу. Барон Мюнхгаузен утверждает, что он может указать 80 наборов по n карточек,
из которых хотя бы один заведомо окажется хорошим. При каком наибольшем n слова барона могут быть
правдой?

Ответ: n = 7. Приведем алгоритм, как на 2n карточках можно указать 2n−1 наборов, один из кото-
рых подходит. (В нашем случае это 26 = 64 < 80 наборов.) Представим себе, что одинаковые карточки
соединены (невидимыми нам пока) красными ребрами. Разобьем карточки на пары как попало синими реб-
рами. Красно-синий граф — несколько циклов, и нас устроит любой набор вида “карточки через одну в
каждом цикле”. Любой такой набор обладает очевидным свойством: на каждом синем ребре выбрана ров-
но одна вершина. Поэтому, перебрав все 2n наборов с таким свойством, мы заведомо попадем в нужную.
Кроме того, все такие наборы разбиваются на пары противоположных (и в каждой паре либо оба набора
подходят, либо оба нет), поэтому достаточно перебрать 2n−1 наборов.
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