
ÑÀÌÌÀÒ-2022

Ðåøåíèå çàäà÷ 10 êëàññà

Çàäà÷à �1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîðíè óðàâíåíèÿ

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3) . . . (x+ 2022) = 2022

ìåíüøå
1

2021!
, ãäå 2021! = 1 · 2 · 3 . . . 2021.

Ðåøåíèå: Ïóñòü x0 �êîðåíü óðàâíåíèÿ. Åñëè x0 < 0, òî x0 <
1

2021!
. Ïóñòü x0 > 0,

îòìåòèì, ÷òî x0 íå ìîæåò áûòü ðàâíûì íóëþ (ïðè ïîäñòàíîâêå íå îáðàùàåò óðàâíå-
íèå â òîæäåñòâî). Èìååì

x0 + 1 =
2022

(x0 + 2)(x0 + 3) . . . (x0 + 2022)
<

2022

2 · 3 · 4 . . . 2022
=

1

2021!
.

Ñëåäîâàòåëüíî, è x0 <
1

2021!
.

Çàäà÷à �2. Ïóñòü ÷èñëî abc ïðîñòîå. ×åðåç n îáîçíà÷èì íàèìåíüøèé äåëèòåëü
÷èñëà abcabc, îòëè÷íûé îò 1, à ÷åðåç m�äðóãîé äåëèòåëü, áëèæàéøèé ê n. Íàéòè
n ·m.

Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî,

abcabc = 1000abc+ abc = 1001abc.

Äåëèòåëÿìè ýòîãî ÷èñëà ìîãóò áûòü äåëèòåëè ÷èñëà 1001 èëè ñàìî ÷èñëî abc, êîòîðîå
áîëüøå 1000. Íàèìåíüøèé äåëèòåëü ÷èñëà 1001 ðàâåí 7 (ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü ïåðåáî-
ðîì, äàæå íå çíàÿ ïðèçíàêà äåëèìîñòè íà 7). Ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 11 ïîêàçûâàåò,
÷òî 11 � ñëåäóþùèé äåëèòåëü çà ÷èñëîì 7. n ·m = 77.

Îòâåò: 77.

Çàäà÷à �3. Ðåøèòü óðàâíåíèå x8 − 8
√
3x6 + 66x4 − 72

√
3x2 + 81 = 0.

Ðåøåíèå: Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ïî ôîðìóëå x2 =
√
3a, òîãäà óðàâíåíèå

ïðèìåò âèä

9a4 − 8
√
3 · 3
√
3a3 + 66 · 13a2 − 72

√
3 ·
√
3a+ 81 = 0,⇒

a4 − 8a3 + 22a2 − 24a+ 9 = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå èìååò êîðåíü a = 1, ïîñêîëüêó ñóììà åãî êîýôôèöè-
åíòîâ ðàâíà 1−8+22−24+9 = 32−32 = 0. Ïîäåëèì ìíîãî÷ëåí a4−8a3+22a2−24a+9
íà äâó÷ëåí a− 1 ïî ñõåìå Ãîðíåðà, ïîëó÷èì

a4 a3 a2 a1 a0

1 −8 22 −24 9
a = 1 1 −7 15 −9 0

a3 a2 a1 a0
ïîýòîìó ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

(a− 1)(a3 − 7a2 + 15a− 9) = 0.
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Óðàâíåíèå a3 − 7a2 + 15a − 9 = 0 òàêæå èìååò êîðåíü a = 1, ïîñêîëüêó ñóììà
åãî êîýôôèöèåíòîâ ðàâíà 1 − 7 + 15 − 9 = 16 − 16 = 0. Ñíîâà ïîäåëèì ìíîãî÷ëåí
a3 − 7a2 + 15a− 9 íà äâó÷ëåí a− 1 ïî ñõåìå Ãîðíåðà, ïîëó÷èì

a3 a2 a1 a0

1 −8 15 −9
a = 1 1 −6 9 0

a2 a1 a0
ïîýòîìó ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

(a− 1)(a− 1)(a2 − 6a+ 9) = 0,⇔ (a− 1)2(a− 3)2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìååò êðàòíûå êîðíè a1 = 1 è a2 = 3. Òîãäà
èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò êðàòíûå êîðíè x1,2 = ± 4

√
3 è x3,4 = ±3 4

√
3.

Îòâåò: x1,2 = ± 4
√
3, x3,4 = ±3 4

√
3..

Çàäà÷à �4. Äàíà àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ a1 = 1, a2, a3, . . . , a22 = 16. Âû÷èñ-
ëèòå

1
√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ · · ·+ 1
√
a21 +

√
a22

.

Ðåøåíèå: Íàéäåì ðàçíîñòü ïðîãðåññèè d =
16− 1

22− 1
=

15

21
=

5

7
.

Äîìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ñîïðÿæåííîå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì

1
√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ · · ·+ 1
√
a21 +

√
a22

=

=

√
a2 −

√
a1

d
+

√
a3 −

√
a2

d
+· · ·+

√
a22 −

√
a21

d
=

√
a22 −

√
a1

d
=

(4− 1)7

5
=

21

5
= 4,2.

Îòâåò: 4,2.

Çàäà÷à �5. Â ñòðîêó âûïèñàëè 2022 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: a1, a2, a3, . . . , a2022. Âåð-
íî ëè, ÷òî ëèáî îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà 2022, ëèáî ñóììà íåñêîëüêèõ ðÿäîì ñòîÿùèõ
äåëèòñÿ íà 2022? Âûâîä ñòðîãî îáîñíîâàòü.

Ðåøåíèå: Åñëè ñðåäè ÷èñåë åñòü îäíî ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2022, òî óòâåðæäåíèå
çàäà÷è âåðíî.

Ïóñòü òåïåðü ñðåäè ÷èñåë a1, a2, a3, . . . , a2022 íåò ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 2022, òîãäà
âñå ÷èñëà èìåþò íåíóëåâûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 2022.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âñåâîçìîæíûå ñóììû

sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an,

ñîñòîÿùèå èç ïåðâûõ n ÷èñåë ýòîãî íàáîðà ñ ïîäðÿä èäóùèìè íîìåðàìè 1, 2, 3, . . . , n,
ãäå ÷èñëî ñëàãàåìûõ n ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî 2022.
Òîãäà åñëè êàêàÿ-òî ñóììà sn äåëèòñÿ íà 2022, òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî.

Ïóñòü òåïåðü ñðåäè ñóìì s1, s2, s3, . . . , s2022 íåò ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 2022. Íî òîãäà
ýòè ñóììû èìåþò íåíóëåâûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 2022. Íî ïîñêîëüêó íåíóëåâûõ
îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 2022 èìååòñÿ ðîâíî 2021 (ýòî îñòàòêè 1, 2, 3, . . . , 2021), òîãäà
ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ñðåäè ÷èñåë s1, s2, s3, . . . , s2022 îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà
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sk è sm, ãäå k < m, èìåþùèå îäèíàêîâûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 2022. Íî òîãäà èõ
ðàçíîñòü sm − sk, òî åñòü ñóììà ÷èñåë

sm − sk = (a1 + a2 + a3 + · · ·+ am)− (a1 + a2 + a3 + · · ·+ ak) =

= (a1 + a2 + a3 + · · ·+ ak) + (ak+1 + ak+2 + ak+3 + · · ·+ am)− (a1 + a2 + a3 + · · ·+ ak) =

= ak+1 + ak+2 + ak+3 + · · ·+ am

èìååò îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 2022, ðàâíûé íóëþ, òî åñòü äåëèòñÿ íà 2022, ïîýòîìó
óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî.

Îòâåò: Âåðíî.

Çàäà÷à �6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ a ≥ 0, b ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (a+b)(ab+
2025) ≥ 180ab.

Ðåøåíèå: Ðàçäåëèì íåðàâåíñòâî íà 4, ïîëó÷èì

a+ b

2
· ab+ 2025

2
≥ 45ab.

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ ê ÷èñëàì a è b, è ê ÷èñëàì ab+ 2025:

a+ b

2
· ab+ 2025

2
≥
√
ab ·
√
ab2025 = 45ab.

Çàäà÷à �7. Íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

x4 − 3x2 + 4− 5

x2 + 1
+

1

(x2 + 1)2
.

Ðåøåíèå: Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ïî ôîðìóëå t =
1

x2 + 1
+ x2 + 1, òîãäà òàê

êàê

t2 =

(
1

x2 + 1
+ x2 + 1

)2

=
1

(x2 + 1)2
+ 2 · 1

x2 + 1
· (x2 + 1) + (x2 + 1)2 =

=
1

(x2 + 1)2
+ x4 + 2x2 + 3,

òî èñõîäíîå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä

x4 − 3x2 + 4− 5

x2 + 1
+

1

(x2 + 1)2
=

1

(x2 + 1)2
+ x4 + 2x2 + 3− 5x2 − 5

x2 + 1
+ 1 =

=

(
1

(x2 + 1)2
+ x4 + 2x2 + 3

)
− 5

(
1

x2 + 1
+ x2 + 1

)
+ 6 = t2 − 5t+ 6.

Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(t) = t2 − 5t + 6 äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè t0 = −
b

2a
=

5

2
,

ïîýòîìó âîçìîæíóþ òî÷êó ìèíèìóìà íàéäåì èç óðàâíåíèÿ

1

x2 + 1
+ x2 + 1 =

5

2
.
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Ñíîâà ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé ïî ôîðìóëå y = x2+1, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
1

y
+y =

5

2
,

èëè 2y2−5y+2 = 0. Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî y = x2+1 = 2

è, çíà÷èò, x1,2 = ±1, ëèáî y = x2+1 =
1

2
�ïîñòîðîííèé êîðåíü. Ïðè ýòîì ïðè x = ±1

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ ðàâíî

f(t0) = f

(
5

2

)
=

(
5

2

)2

− 5 · 5
2
+ 6 =

25

4
− 25

2
+ 6 = −25

4
+ 6 = −1

4
.

Îòâåò: −1

4
.

Çàäà÷à �8. Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ x è óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó √

5f(x)−
√

5f(x)− f(5 + x) ≥ 5

ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x. Âåðíî ëè, ÷òî f(x) ≥ 25 äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî x?
Îòâåò îáúÿñíèòå.

Ðåøåíèå: Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî òàê, ÷òîáû îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà áûëè íåîò-
ðèöàòåëüíûìè, çàòåì âîçâåäåì â êâàäðàò:

(
√

5f(x))2 ≥ (5 +
√

5f(x)− f(5 + x))2,

f(5 + x) ≥ 25 + 10
√
5f(x)− f(5 + x).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f(5+x) ≥ 25. Òàê êàê x�ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî
f(x) ≥ 25 áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî x.

Îòâåò: äà, âåðíî.

Çàäà÷à �9. Â øêîëå ìàòåìàòèêè è ïðîãðàììèðîâàíèÿ ëåñòíèöà ñ ïåðâîãî ýòàæà
íà âòîðîé ýòàæ ñîñòîèò èç äâóõ ïðîëåòîâ, ñîñòîÿùèõ èç 8 è 9 ñòóïåíåê. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè äåñÿòèêëàññíèê Âàñÿ ìîæåò ñïóñòèòüñÿ ïî íåé, åñëè îí ìîæåò øàãàòü íà
ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó, èëè ïåðåøàãèâàòü ÷åðåç ñòóïåíüêó, èëè ïðûãàòü ÷åðåç äâå
ñòóïåíüêè?

Ðåøåíèå 1: Íàéäåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, êîòîðàÿ âûðàæàåò ÷èñëî Nk ñïîñîáîâ
äëÿ äåñÿòèêëàññíèêà Âàñè ñïóñòèòüñÿ ïî ëåñòíèöå, ñîñòîÿùåé èç k ñòóïåíåê, åñëè
îí ìîæåò øàãàòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó, èëè ïåðåøàãèâàòü ÷åðåç ñòóïåíüêó, èëè
ïðûãàòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè.

Åñëè k = 0, òîãäà ó Âàñè èìååòñÿ òîëüêî åäèíñòâåííûé ñïîñîá îñòàòüñÿ íà íà-
÷àëüíîì ìåñòå � íå øàãàòü, ïîýòîìó N0 = 1.

Åñëè k = 1, òîãäà ó Âàñè èìååòñÿ òîëüêî îäèí ñïîñîá ñïóñòèòüñÿ ïî ëåñòíèöå,
ñîñòîÿùåé èç îäíîé ñòóïåíüêè, òî åñòü øàãíóòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó ñ íà÷àëüíîé
íóëåâîé ñòóïåíüêè, òî åñòü N1 = N0 = 1.

Åñëè k = 2, òîãäà ó Âàñè èìååòñÿ äâà ñïîñîáà ñïóñòèòüñÿ ïî ëåñòíèöå, ñîñòîÿùåé
èç äâóõ ñòóïåíåê, òî åñòü øàãíóòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó ñ ïåðâîé ñòóïåíüêè, íà
êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü îäíèì ñïîñîáîì, èëè ïåðåøàãíóòü ÷åðåç ñòóïåíüêó ñ íà÷àëü-
íîé íóëåâîé ñòóïåíüêè, òî åñòü N2 = N0 +N1 = 1 + 1 = 2.

Åñëè k = 3, òîãäà ó Âàñè èìååòñÿ òðè ñïîñîáà ñïóñòèòüñÿ ïî ëåñòíèöå, ñîñòîÿùåé
èç äâóõ ñòóïåíåê, òî åñòü øàãíóòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó ñî âòîðîé ñòóïåíüêè, íà
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êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü äâóìÿ ñïîñîáàìè, èëè ïåðåøàãíóòü ÷åðåç ñòóïåíüêó ñ ïåðâîé
ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü îäíèì ñïîñîáîì, èëè ïåðåøàãíóòü ÷åðåç äâå
ñòóïåíüêè ñ íà÷àëüíîé íóëåâîé ñòóïåíüêè, òî åñòü N3 = N0+N1+N2 = 1+1+2 = 4.

Åñëè k = 4, òîãäà ó Âàñè èìååòñÿ òðè ñïîñîáà ñïóñòèòüñÿ ïî ëåñòíèöå, ñîñòîÿùåé
èç äâóõ ñòóïåíåê, òî åñòü øàãíóòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó ñ òðåòüåé ñòóïåíüêè,
íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N3 = 4 ñïîñîáàìè, èëè ïåðåøàãíóòü ÷åðåç ñòóïåíüêó ñî
âòîðîé ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N2 = 2 ñïîñîáàìè, èëè ïåðåøàãíóòü
÷åðåç äâå ñòóïåíüêè ñ ïåðâîé ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N1 = 1 ñïîñîáîì,
òî åñòü

N4 = N1 +N2 +N3 = 1 + 2 + 4 = 7.

Åñëè k = 5, òîãäà ó Âàñè èìååòñÿ òðè ñïîñîáà ñïóñòèòüñÿ ïî ëåñòíèöå, ñîñòîÿùåé
èç äâóõ ñòóïåíåê, òî åñòü øàãíóòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó ñ ÷åòâåðòîé ñòóïåíü-
êè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N4 = 7 ñïîñîáàìè, èëè ïåðåøàãíóòü ÷åðåç ñòóïåíüêó
ñ òðåòüåé ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N3 = 4 ñïîñîáàìè, èëè ïåðåøàã-
íóòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè ñî âòîðîé ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N2 = 2
ñïîñîáîì, òî åñòü

N5 = N2 +N3 +N4 = 2 + 4 + 7 = 13.

Åñëè k = 6, òîãäà ó Âàñè èìååòñÿ òðè ñïîñîáà ñïóñòèòüñÿ ïî ëåñòíèöå, ñîñòîÿ-
ùåé èç äâóõ ñòóïåíåê, òî åñòü øàãíóòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó ñ ïÿòîé ñòóïåíüêè,
íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N5 = 13 ñïîñîáàìè, èëè ïåðåøàãíóòü ÷åðåç ñòóïåíüêó ñ
÷åòâåðòîé ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N4 = 7 ñïîñîáàìè, èëè ïåðåøàã-
íóòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè ñ òðåòüåé ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N3 = 4
ñïîñîáîì, òî åñòü

N6 = N3 +N4 +N5 = 4 + 7 + 13 = 24.

Åñëè k = 7, òîãäà ó Âàñè èìååòñÿ òðè ñïîñîáà ñïóñòèòüñÿ ïî ëåñòíèöå, ñîñòîÿùåé
èç äâóõ ñòóïåíåê, òî åñòü øàãíóòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó ñ øåñòîé ñòóïåíüêè,
íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N6 = 24 ñïîñîáàìè, èëè ïåðåøàãíóòü ÷åðåç ñòóïåíüêó
ñ ïÿòîé ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N5 = 13 ñïîñîáàìè, èëè ïåðåøàã-
íóòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè ñ ÷åòâåðòîé ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N4 = 5
ñïîñîáîì, òî åñòü

N7 = N4 +N5 +N6 = 7 + 13 + 24 = 44.

Åñëè k = 8, òîãäà ó Âàñè èìååòñÿ òðè ñïîñîáà ñïóñòèòüñÿ ïî ëåñòíèöå, ñîñòîÿùåé
èç äâóõ ñòóïåíåê, òî åñòü øàãíóòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó ñ ñåäüìîé ñòóïåíüêè,
íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N7 = 44 ñïîñîáàìè, èëè ïåðåøàãíóòü ÷åðåç ñòóïåíüêó ñ
øåñòîé ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N6 = 24 ñïîñîáàìè, èëè ïåðåøàãíóòü
÷åðåç äâå ñòóïåíüêè ñ ïÿòîé ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N5 = 13 ñïîñîáîì,
òî åñòü

N8 = N5 +N6 +N7 = 13 + 24 + 44 = 81.

Íàêîíåö, åñëè k = 9, òîãäà ó Âàñè èìååòñÿ òðè ñïîñîáà ñïóñòèòüñÿ ïî ëåñòíèöå,
ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñòóïåíåê, òî åñòü øàãíóòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó ñ âîñüìîé
ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N8 = 81 ñïîñîáàìè, èëè ïåðåøàãíóòü ÷åðåç
ñòóïåíüêó ñ ñåäüìîé ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü N7 = 44 ñïîñîáàìè, èëè
ïåðåøàãíóòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè ñ øåñòîé ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü
N6 = 24 ñïîñîáîì, òî åñòü

N9 = N6 +N7 +N8 = 24 + 44 + 81 = 149.
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Òàê êàê íà êàæäîì èç äâóõ ïðîëåòîâ ëåñòíèöû äåñÿòèêëàññíèê Âàñÿ ñïóñêàåòñÿ
îòäåëüíî îò äðóãîãî ïðîëåòà, ïîýòîìó íóæíî ïåðåìíîæèòü ïîëó÷åííûå äâà ÷èñëà
âàðèàíòîâ N8 è N9, òî åñòü èñêîìîå ÷èñëî âàðèàíòîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ

M = N8 ·N9 = 81 · 149 = 12069.

Çàìåòèì, ÷òî íàìè ïîëó÷åíà ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà Nk+3 = Nk + Nk+1 + Nk+2,
êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k.

Ðåøåíèå 2: Çàìåòèì, íà êàæäîì èç äâóõ ïðîëåòîâ ëåñòíèöû äåñÿòèêëàññíèê Âàñÿ
ñïóñêàåòñÿ îòäåëüíî îò äðóãîãî ïðîëåòà, ïîýòîìó ìîæíî íàéòè ÷èñëî ñïîñîáîâ ñïó-
ñòèòüñÿ äëÿ êàæäîãî ïðîëåòà â îòäåëüíîñòè è ïåðåìíîæèòü ïîëó÷åííûå äâà ÷èñëà
âàðèàíòîâ.

Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ ïðîëåòà, ñîñòîÿùåãî èç 8 ñòóïåíåê. Áóäåì íóìåðîâàòü ñòóïåíü-
êè öèôðàìè îò 0 äî 8, ãäå öèôðà 0 îçíà÷àåò ñàìóþ âåðõíþþ ñòóïåíüêó, öèôðà 8 �
ñàìóþ íèæíþþ ñòóïåíüêó, à îäèí øàã áóäåì îáîçíà÷àòü â âèäå a− b, ãäå a è b � íî-
ìåðà ñòóïåíåê, íà êîòîðûõ íàõîäèëñÿ Âàñÿ çà âðåìÿ ýòîãî øàãà. Òàêæå áóäåì ïèñàòü
÷èñëî ñòóïåíåê, êîòîðûå ïðåîäîëåë Âàñÿ çà âðåìÿ øàãà.

Âàñÿ ìîæåò ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè íà òðåòüþ ñòóïåíüêó íå áîëåå äâóõ
ðàç. Îí ìîæåò ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè äâà ðàçà íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.

Åñëè îñòàâøèåñÿ äâå ñòóïåíüêè îí ïðåîäîëåâàåò îäíèì øàãîì, òî èìååòñÿ âñåãî
òðè âàðèàíòà:

Øàãè 0-3-6-8 0-3-5-8 0-2-5-8
×èñëî ñòóïåíåê 3, 3, 2 3, 2, 3 2, 3, 3
Åñëè æå îñòàâøèåñÿ äâå ñòóïåíüêè îí ïðåîäîëåâàåò äâóìÿ øàãàìè, òî èìååòñÿ

âñåãî øåñòü âàðèàíòîâ:
Øàãè 0-3-6-7-8 0-3-4-5-8 0-1-2-5-8

×èñëî ñòóïåíåê 3, 3, 1, 1 3, 1, 1, 3 1, 1, 3, 3
Øàãè 0-3-4-7-8 0-1-4-5-8 0-1-4-7-8

×èñëî ñòóïåíåê 3, 1, 3, 1 1, 3, 1, 3 1, 3, 1, 3
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì n2 = 9 âàðèàíòîâ.
Âàñÿ ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè îäèí ðàç íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, äëÿ

êàæäîãî âàðèàíòà çàïèøåì äëÿ êðàòêîñòè òîëüêî ÷èñëî ñòóïåíåê.
×èñëî 3, 1, 1, 1, 1, 1 3, 1, 1, 1, 2 3, 1, 1, 2, 1 3, 1, 2, 1, 1 3, 2, 1, 1, 1

ñòóïåíåê 3, 1, 2, 2 3, 2, 1, 2 3, 2, 2, 1
1, 3, 1, 1, 1, 1 1, 3, 1, 1, 2 1, 3, 1, 2, 1 1, 3, 2, 1, 1 1, 3, 2, 2
1, 1, 3, 1, 1, 1 1, 1, 3, 1, 2 1, 1, 3, 2, 1
2, 3, 1, 1, 1 2, 3, 1, 2 2, 3, 2, 1

Ïîëó÷åííîå ÷èñëî âàðèàíòîâ íóæíî óìíîæèòü íà 2 èç-çà ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèíû ëåñòíè÷íîãî ïðîëåòà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì n1 = 2 · 19 = 38 âàðèàíòîâ.

Íàêîíåö, Âàñÿ ìîæåò íè îäíîãî ðàçà íå ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè. Â
ýòîì ñëó÷àå îí ìîæåò íåñêîëüêî ðàç ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó.

Åñëè Âàñÿ ïåðåïðûãíóë ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó ÷åòûðå ðàçà, òî òàêîé âàðèàíò îäèí:
0-2-4-6-8.

Åñëè Âàñÿ ïåðåïðûãíóë ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó òðè ðàçà, òî òàêèõ âàðèàíòîâ íåñêîëü-
êî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü äâå åäèíèöû ðÿäîì ñ òðåìÿ äâîé-
êàìè.

Ïðè ýòîì åñòü ÷åòûðå âàðèàíòà ðàññòàâèòü åäèíèöû ðÿäîì.
×èñëî ñòóïåíåê 2, 2, 2, 1, 1 2, 2, 1, 1, 2 2, 1, 1, 2, 2 1, 1, 2, 2, 2
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À òàêæå åñòü C2
4 = 6 � øåñòü âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü åäèíè÷êè íå ðÿäîì.

×èñëî ñòóïåíåê 2, 2, 1, 2, 1 2, 1, 2, 2, 1 1, 2, 2, 2, 1 2, 1, 2, 1, 2
1, 2, 2, 1, 2 1, 2, 1, 2, 2

Åñëè Âàñÿ ïåðåïðûãíóë ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó äâà ðàçà, òî òàêèõ âàðèàíòîâ íåñêîëü-
êî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü äâå äâîéêè ðÿäîì ñ ÷åòûðüìÿ åäè-
íèöàìè.

Ïðè ýòîì åñòü ïÿòü âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü äâîéêè ðÿäîì.
×èñëî ñòóïåíåê 2, 2, 1, 1, 1, 1 1, 2, 2, 1, 1, 1 1, 1, 2, 2, 1, 1 1, 1, 1, 2, 2, 1

1, 1, 1, 1, 2, 2

À òàêæå åñòü C2
5 = 10 � äåñÿòü âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü äâîéêè íå ðÿäîì.

×èñëî ñòóïåíåê 2, 1, 2, 1, 1, 1 2, 1, 1, 2, 1, 1 2, 1, 1, 1, 2, 1 2, 1, 1, 1, 1, 2
1, 2, 1, 2, 1, 1 1, 2, 1, 1, 2, 1 1, 2, 1, 1, 1, 2 1, 1, 2, 1, 2, 1
1, 1, 2, 1, 1, 2 1, 1, 1, 2, 1, 2

Åñëè Âàñÿ ïåðåïðûãíóë ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó îäèí ðàç, òî òàêèõ âàðèàíòîâ íåñêîëü-
êî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü îäíó äâîéêó ðÿäîì ñ øåñòüþ åäè-
íèöàìè, òî åñòü èìååòñÿ ñåìü âàðèàíòîâ.

×èñëî ñòóïåíåê 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1
1, 1, 1, 1, 2, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1, 2, 1 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2

Íàêîíåö, åñëè Âàñÿ âîîáùå íå ïåðåïðûãèâàë ÷åðåç ñòóïåíüêè, òîãäà èìååòñÿ òîëü-
êî îäèí âàðèàíò: 0-1-2-3-4-5-6-7-8 ñ ÷èñëîì ñòóïåíåê 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1.

Ïîýòîìó åñëè Âàñÿ íå ïåðåïðûãèâàë ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè íè îäíîãî ðàçà, òî ÷èñëî
âàðèàíòîâ ðàâíî n0 = 1 + 4 + 6 + 5 + 10 + 7 + 1 = 34.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÷èñëî âàðèàíòîâ äëÿ ïðîëåòà èç 8 ñòóïåíåê ðàâíî

N8 = n2 + n1 + n0 = 9 + 38 + 34 = 81.

Òåïåðü ðåøèì çàäà÷ó äëÿ ïðîëåòà, ñîñòîÿùåãî èç 9 ñòóïåíåê. Áóäåì íóìåðîâàòü
ñòóïåíüêè öèôðàìè îò 0 äî 9, ãäå öèôðà 0 îçíà÷àåò ñàìóþ âåðõíþþ ñòóïåíüêó, öèôðà
9 � ñàìóþ íèæíþþ ñòóïåíüêó/

Âàñÿ ìîæåò ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè íà òðåòüþ ñòóïåíüêó íå áîëåå òðåõ
ðàç.

Åñëè Âàñÿ ïåðåïðûãíóë ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè íà òðåòüþ ñòóïåíüêó òðè ðàçà, òî
èìååòñÿ òîëüêî îäèí âàðèàíò: 0-3-6-9. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì m3 = 1 âàðèàíò.

Âàñÿ ìîæåò ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè äâà ðàçà íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.
Îñòàâøèåñÿ òðè ñòóïåíüêè îí ìîæåò ïðåîäîëåòü ïî ðàçíîìó.

Åñëè îí îäèí ðàç ïåðåïðûãèâàåò ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó, òî èìååòñÿ äâåíàäöàòü
âàðèàíòîâ:

Øàãè 0-3-6-8-9 0-3-5-8-9 0-2-5-8-9
×èñëî ñòóïåíåê 3, 3, 2, 1 3, 2, 3, 1 2, 3, 3, 1

Øàãè 0-3-6-7-9 0-3-5-6-9 0-2-5-6-9
×èñëî ñòóïåíåê 3, 3, 1, 2 3, 2, 1, 3 2, 3, 1, 3

Øàãè 0-3-4-7-9 0-3-4-6-9 0-2-3-6-9
×èñëî ñòóïåíåê 3, 1, 3, 2 3, 1, 2, 3 2, 1, 3, 3

Øàãè 0-1-4-7-9 0-1-4-6-9 0-1-3-6-9
×èñëî ñòóïåíåê 1, 3, 3, 2 1, 3, 2, 3 1, 2, 3, 3
Åñëè æå îñòàâøèåñÿ òðè ñòóïåíüêè îí ïðåîäîëåâàåò òðåìÿ øàãàìè, òî èìååòñÿ

âñåãî äåñÿòü âàðèàíòîâ:
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Øàãè 0-3-6-7-8-9 0-3-4-5-6-9 0-1-2-3-6-9
×èñëî ñòóïåíåê 3, 3, 1, 1, 1 3, 1, 1, 1, 3 1, 1, 1, 3, 3

Øàãè 0-3-4-7-8-9 0-1-4-7-8-9 0-3-4-5-8-9
×èñëî ñòóïåíåê 3, 1, 3, 1, 1 1, 3, 3, 1, 1 3, 1, 1, 3, 1

Øàãè 0-1-4-5-6-9 0-1-2-5-8-9 0-1-2-5-6-9
×èñëî ñòóïåíåê 1, 3, 1, 1, 3 1, 1, 3, 3, 1 1, 1, 3, 1, 3

Øàãè 0-1-4-5-8-9
×èñëî ñòóïåíåê 1, 3, 1, 3, 1
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì m2 = 12 + 10 = 22 âàðèàíòà.
Âàñÿ ìîæåò ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè îäèí ðàç íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.

Îñòàâøèåñÿ øåñòü ñòóïåíåê îí ìîæåò ïðåîäîëåòü ïî ðàçíîìó.
Åñëè Âàñÿ ïåðåïðûãíóë ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó òðè ðàçà, òî òàêèõ âàðèàíòîâ íåñêîëü-

êî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü òðè äâîéêè ðÿäîì ñ îäíîé òðîéêîé,
òî åñòü èìååòñÿ ÷åòûðå âàðèàíòà. Äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà çàïèøåì äëÿ êðàòêîñòè
òîëüêî ÷èñëî ñòóïåíåê.

×èñëî ñòóïåíåê 2, 2, 2, 3 2, 2, 3, 2 2, 3, 2, 2 3, 2, 2, 2
Åñëè Âàñÿ ïåðåïðûãíóë ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó äâà ðàçà, òî òàêèõ âàðèàíòîâ íåñêîëü-

êî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü äâå äâîéêè è äâå åäèíèöû ðÿäîì ñ
îäíîé òðîéêîé, òî åñòü èìååòñÿ òðèäöàòü òàêèõ âàðèàíòîâ.

×èñëî 2, 2, 3, 1, 1 2, 2, 1, 1, 3 2, 1, 1, 2, 3 1, 1, 2, 2, 3
ñòóïåíåê 2, 2, 1, 3, 1 2, 1, 2, 3, 1 1, 2, 2, 3, 1 2, 1, 2, 1, 3 1, 2, 2, 1, 3

1, 2, 1, 2, 3
2, 3, 2, 1, 1 2, 3, 1, 1, 2 2, 1, 1, 3, 2 1, 1, 2, 3, 2
2, 3, 1, 2, 1 2, 1, 3, 2, 1 1, 2, 3, 2, 1 2, 1, 3, 1, 2 1, 2, 3, 1, 2
1, 2, 1, 3, 2
3, 2, 2, 1, 1 3, 2, 1, 1, 2 3, 1, 1, 2, 2 1, 1, 3, 2, 2
3, 2, 1, 2, 1 3, 1, 2, 2, 1 1, 3, 2, 2, 1 3, 1, 2, 1, 2 1, 3, 2, 1, 2
1, 3, 1, 2, 2

Åñëè Âàñÿ ïåðåïðûãíóë ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó îäèí ðàç, òî òàêèõ âàðèàíòîâ íåñêîëü-
êî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü ÷åòûðå åäèíèöû ðÿäîì ñ îäíîé
äâîéêîé è îäíîé òðîéêîé, òî åñòü èìååòñÿ òðèäöàòü òàêèõ âàðèàíòîâ.

×èñëî 2, 3, 1, 1, 1, 1 2, 1, 1, 1, 1, 3 1, 1, 1, 1, 2, 3
ñòóïåíåê 2, 1, 3, 1, 1, 1 1, 2, 3, 1, 1, 1 2, 1, 1, 1, 3, 1 1, 2, 1, 1, 1, 3 1, 1, 1, 2, 3, 1

1, 1, 1, 2, 1, 3
2, 1, 1, 3, 1, 1 1, 1, 2, 3, 1, 1 1, 1, 2, 1, 1, 3
1, 2, 1, 3, 1, 1 1, 2, 1, 1, 3, 1 1, 1, 2, 1, 3, 1
3, 1, 2, 1, 1, 1 1, 3, 2, 1, 1, 1 3, 1, 1, 1, 2, 1 1, 3, 1, 1, 1, 2 1, 1, 1, 3, 2, 1
1, 1, 1, 3, 1, 2
3, 1, 1, 2, 1, 1 1, 1, 3, 2, 1, 1 1, 1, 3, 1, 1, 2
1, 3, 1, 2, 1, 1 1, 3, 1, 1, 2, 1 1, 1, 3, 1, 2, 1

Åñëè æå Âàñÿ íè ðàçó íå ïåðåïðûãíóë ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó, òî òàêèõ âàðèàíòîâ
íåñêîëüêî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü øåñòü åäèíèö ðÿäîì ñ îäíîé
òðîéêîé, òî åñòü èìååòñÿ ñåìü òàêèõ âàðèàíòîâ.

×èñëî ñòóïåíåê 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1 1, 3, 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 3, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 3, 1, 1, 1
1, 1, 1, 1, 3, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1, 3, 1 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì m1 = 4 + 30 + 30 + 7 = 71 âàðèàíò.
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Íàêîíåö, Âàñÿ ìîæåò íè îäíîãî ðàçà íå ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè. Â
ýòîì ñëó÷àå îí ìîæåò íåñêîëüêî ðàç ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó.

Åñëè Âàñÿ ïåðåïðûãíóë ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó ÷åòûðå ðàçà, òî òàêèõ âàðèàíòîâ
íåñêîëüêî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü îäíó åäèíèöó ðÿäîì ñ ÷å-
òûðüìÿ äâîéêàìè, òî åñòü èìååòñÿ ïÿòü âàðèàíòîâ.

×èñëî ñòóïåíåê 2, 2, 2, 2, 1 2, 2, 2, 1, 2 2, 2, 1, 2, 2 2, 1, 2, 2, 2
1, 2, 2, 2, 2

Åñëè Âàñÿ ïåðåïðûãíóë ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó òðè ðàçà, òî òàêèõ âàðèàíòîâ íåñêîëü-
êî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü òðè åäèíèöû ðÿäîì ñ òðåìÿ äâîé-
êàìè.

Ïðè ýòîì åñòü ÷åòûðå âàðèàíòà ðàññòàâèòü åäèíèöû ðÿäîì.
×èñëî ñòóïåíåê 2, 2, 2, 1, 1, 1 2, 2, 1, 1, 1, 2 2, 1, 1, 1, 2, 2 1, 1, 1, 2, 2, 2
È åñòü 4 · 3 = 12 � äâåíàäöàòü âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü òîëüêî äâå åäèíèöû ðÿäîì.
×èñëî ñòóïåíåê 2, 2, 1, 2, 1, 1 2, 1, 2, 2, 1, 1 1, 2, 2, 2, 1, 1

2, 2, 1, 1, 2, 1 2, 1, 2, 1, 1, 2 1, 2, 2, 1, 1, 2
2, 1, 1, 2, 2, 1 2, 1, 1, 2, 1, 2 1, 2, 1, 1, 2, 2
1, 1, 2, 2, 2, 1 1, 1, 2, 2, 1, 2 1, 1, 2, 1, 2, 2

À òàêæå åñòü C3
4 = 4�÷åòûðå âàðèàíòà ðàññòàâèòü åäèíè÷êè íå ðÿäîì.

×èñëî ñòóïåíåê 2, 1, 2, 1, 2, 1 1, 2, 2, 1, 2, 1 1, 2, 1, 2, 2, 1 1, 2, 1, 2, 1, 2
Åñëè Âàñÿ ïåðåïðûãíóë ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó äâà ðàçà, òî òàêèõ âàðèàíòîâ íåñêîëü-

êî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü äâå äâîéêè ðÿäîì ñ ïÿòüþ åäèíè-
öàìè.

Ïðè ýòîì åñòü øåñòü âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü äâîéêè ðÿäîì.
×èñëî ñòóïåíåê 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1 1, 2, 2, 1, 1, 1, 1 1, 1, 2, 2, 1, 1, 1 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1

1, 1, 1, 1, 2, 2, 1 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2

À òàêæå åñòü C2
6 = 15�ïÿòíàäöàòü âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü äâîéêè íå ðÿäîì.

×èñëî ñòóïåíåê 2, 1, 2, 1, 1, 1, 1 2, 1, 1, 2, 1, 1, 1 2, 1, 1, 1, 2, 1, 1 2, 1, 1, 1, 1, 2, 1
2, 1, 1, 1, 1, 1, 2 1, 2, 1, 2, 1, 1, 1 1, 2, 1, 1, 2, 1, 1 1, 2, 1, 1, 1, 2, 1
1, 2, 1, 1, 1, 1, 2 1, 1, 2, 1, 2, 1, 1 1, 1, 2, 1, 1, 2, 1 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2
1, 1, 1, 2, 1, 2, 1 1, 1, 1, 2, 1, 1, 2 1, 1, 1, 1, 2, 1, 2

Åñëè Âàñÿ ïåðåïðûãíóë ÷åðåç îäíó ñòóïåíüêó îäèí ðàç, òî òàêèõ âàðèàíòîâ íåñêîëü-
êî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ ðàññòàâèòü îäíó äâîéêó ðÿäîì ñ ñåìüþ åäèíè-
öàìè, òî åñòü èìååòñÿ âîñåìü âàðèàíòîâ.

×èñëî 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1
ñòóïåíåê 1, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1, 2, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 1 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2
Íàêîíåö, åñëè Âàñÿ âîîáùå íå ïåðåïðûãèâàë ÷åðåç ñòóïåíüêè, òîãäà èìååòñÿ òîëü-

êî îäèí âàðèàíò: 0-1-2-3-4-5-6-7-8-9 ñ ÷èñëîì ñòóïåíåê 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1.
Ïîýòîìó åñëè Âàñÿ íå ïåðåïðûãèâàë ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè íè îäíîãî ðàçà, òî ÷èñëî

âàðèàíòîâ ðàâíî n0 = 5 + 4 + 12 + 4 + 6 + 15 + 8 + 1 = 55.
Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÷èñëî âàðèàíòîâ äëÿ ïðîëåòà èç 9 ñòóïåíåê ðàâíî

N9 = m3 +m2 +m1 +m0 = 1 + 22 + 71 + 55 = 149.

Íàêîíåö, èñêîìîå ÷èñëî âàðèàíòîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ

M = N8 ·N9 = 81 · 149 = 12069.

Îòâåò: M = 12069.

9



Çàäà÷à �10. Òðè îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè a = 1, b = 2, c = 3 ïîïàðíî êàñà-
þòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì, à òàêæå êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì ÷åòâåðòîé
îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì r. Íàéòè r.

Ðåøåíèå: Ïóñòü A,B,C � öåíòðû ¾âíåøíèõ¿ îêðóæíîñòåé, D � öåíòð ¾âíóòðåí-
íåé¿ îêðóæíîñòè. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà 4BDC ïîëó÷àåì

(b+ c)2 = (b+ r)2 + (c+ r)2 − 2(b+ r)(c+ r) cos∠BDC,

2bc = 2br + 2cr + r2 − 2(b+ r)(c+ r) cos∠BDC, cos∠BDC =
br + cr + r2 − bc
(b+ r)(c+ r)

,

òîãäà ïîëó÷èì

cos2
∠BDC

2
=

1 + cos∠BDC
2

=
1

2

(
1 +

br + cr + r2 − bc
(b+ r)(c+ r)

)
=

r(b+ c+ r)

(b+ r)(c+ r)
,

sin2 ∠BDC
2

=
1− cos∠BDC

2
=

1

2

(
1− br + cr + r2 − bc

(b+ r)(c+ r)

)
=

bc

(b+ r)(c+ r)
.

Åñëè α + β + γ = 180◦, ãäå α, β, γ � óãëû òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè x, y, z è
ðàäèóñîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè R, òî ïî òåîðåìå ñèíóñîâ è ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ
ïîëó÷èì

x

sinα
=

y

sin β
=

z

sin γ
= 2R, x2 = y2 + z2 − 2yz cosα,

x = 2R sinα, y = 2R sin β, z = 2R sin γ,

4R2 sin2 α = 4R2 sin2 β + 4R2 sin2 γ − 2 · 2R sin β · 2R sin γ · cosα,
sin2 α = sin2 β + sin2 γ − 2 sin β sin γ cosα,

sin2 α− sin2 β − sin2 γ + 2 sin β sin γ cosα = 0.

Ïîäñòàâèâ â ýòó ôîðìóëó çíà÷åíèÿ α =
∠BDC

2
, β =

∠ADC

2
, γ =

∠ADB

2
, ïîëó÷èì

bc

(b+ r)(c+ r)
− ac

(a+ r)(c+ r)
− ab

(a+ r)(b+ r)
+ 2

a
√
bcr(b+ c+ r)

(a+ r)(b+ r)(c+ r)
= 0,
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òî åñòü

a+ r

a
− b+ r

b
− c+ r

c
+ 2

√
r(b+ c+ r)

bc
= 0,

r

a
− r

b
− r

c
− 1 + 2

√
r(b+ c+ r)

bc
= 0,

2

√
r(b+ c+ r)

bc
= 1 +

r

b
+
r

c
− r

a
,

4r

(
1

b
+

1

c

)
+ 4r2

1

bc
= 1 + 2r

(
1

b
+

1

c
− 1

a

)
+ r2

(
1

b
+

1

c
− 1

a

)2

,

4r

(
1

b
+

1

c

)
+ 4r2

1

bc
= 1 + 2r

(
1

b
+

1

c
− 1

a

)
+ r2

(
1

b
+

1

c

)2

− 2r2
(
1

b
+

1

c

)
1

a
+ r2

1

a2
,

4r2
1

bc
= 1− 2r

(
1

b
+

1

c
+

1

a

)
+ r2

1

b2
+ 2r2

1

bc
+ r2

1

c2
− 2r2

(
1

b
+

1

c

)
1

a
+ r2

1

a2
,

r2
(

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
− 2

ab
− 2

ac
− 2

bc

)
− 2r

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
+ 1 = 0.

Ïîäñòàâèâ â ýòî óðàâíåíèå çíà÷åíèÿ a = 1, b = 2, c = 3, ïîëó÷èì

r2
(
1 +

1

4
+

1

9
− 1− 2

3
− 1

3

)
− 2r

(
1 +

1

2
+

1

3

)
+ 1 = 0,

−r223
36
− r11

3
+ 1 = 0, 23r2 + 132r − 36 = 0,

ðåøàÿ êîòîðîå, íàõîäèì èñêîìîå çíà÷åíèå ðàäèóñà r:

r1,2 =
−66±

√
662 − 23 · (−36)
23

=
−66± 6

√
112 + 23

23
=
−66± 72

23
,

r1 =
− 66− 72

23
= −6 < 0�ïîñòîðîííèé êîðåíü, è r2 =

− 66 + 72

23
=

6

23
�èñêîìîå

çíà÷åíèå.

Îòâåò: r =
6

23
.
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