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1. Êîëÿ ïðèäóìàë ñåáå ðàçâëå÷åíèå: îí ïåðåñòàâëÿåò öèôðû â ÷èñëå 2015, ïîñëå ÷åãî

ñòàâèò ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ öèôðàìè çíàê óìíîæåíèÿ è âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå ïîëó-

÷èâøåãîñÿ âûðàæåíèÿ. Íàïðèìåð: 150 · 2 = 300, èëè 10 · 25 = 250. Êàêîå íàèáîëüøåå

÷èñëî ó íåãî ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ â ðåçóëüòàòå òàêîãî âû÷èñëåíèÿ?

Îòâåò. 1050

Ðåøåíèå. Çàìåòèì òðè ôàêòà (îáîñíîâàíèå èõ î÷åâèäíî). Âî-ïåðâûõ, ïðè ìàêñè-

ìàëüíîì ïðîèçâåäåíèè â êàæäîì èç ñîìíîæèòåëåé öèôðû èäóò â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ.

Ò.å. 0 äîëæåí ñòîÿòü â êîíöå îäíîãî èç ñîìíîæèòåëåé. Âî âòîðûõ, áåç ðàçíèöû, â êîíöå

êàêîãî èç äâóõ ñîìíîæèòåëåé ïîñòàâèòü 0, ïðîèçâåäåíèå îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Ïî-

ýòîìó ìîæíî ïåðåñòàâèòü åãî òàê, ÷òîáû îáà ñîìíîæèòåëÿ ñòàëè äâóçíà÷íûìè. Ïîñëå

ýòîãî îñòà¼òñÿ ïåðåáðàòü 3 âàðèàíòà:

21 · 50 = 1050, 52 · 10 = 520, 51 · 20 = 1020.

Êðèòåðèè.

(�)

(�.) Ïðàâèëüíûé îòâåò ñ ïðèìåðîì. Íå îáúÿñíåíî, ïî÷åìó îí ïðàâèëüíûé.

(�/+) Ïðîïóùåíî ñóùåñòâåííîå ÷èñëî ñëó÷àåâ

(+/2) Íàïèñàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàòü ìîæíî òîëüêî ïîëîâèíó ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, ñëó÷àé

òð¼õçíà÷íîãî è îäíîçíà÷íîãî ÷èñëà), íî îáúÿñíåíèå íåóäîâëåòâîðèòåëüíî

(+/�) Ïðîïóùåíî 1-2 ñëó÷àÿ

(+.)

(+) Ïðàâèëüíûé îòâåò ñ ðàçáîðîì âñåõ ñëó÷àåâ.



2. ×èñëà x è y òàêîâû, ÷òî x+ y = xy = 17. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

(
x2 − 17x

)(
y +

17

y

)
.

Îòâåò. −289

Ðåøåíèå. x− 17 = −y, 17
y
= x. Èñêîìîå âûðàæåíèå ðàâíî:

x(x− 17)(y + x) = −xy · 17 = −289.

Êðèòåðèè.

(�)

(�.)

(�/+) Ñåðü¼çíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà, âëèÿþùàÿ íà õîä ðåøåíèÿ, èëè íåñêîëüêî

àðèôìåòè÷åñêèõ îøèáîê.

(+/2)

(+/�) Îäíà àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà ïðè â öåëîì ïðàâèëüíîì ðåøåíèè.

(+.) Ïðîïóñê íåçíà÷èòåëüíûõ âûêëàäîê.

(+)
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3. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, ∠B = 90◦. Íà ñòîðîíàõ AC, BC âûáðàíû òî÷êè E è D

ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî AE = EC, ∠ADB = ∠EDC. Íàéòè îòíîøåíèå CD : BD.

Îòâåò. 2 : 1

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì òðåóãîëüíèê A′BC, ñèììåòðè÷íûé äàííîìó îòíîñèòåëüíî ñòî-

ðîíû BC. Òî÷êè A′, D,E ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ò.ê. ∠A′DB = ∠EDC. Ñëåäîâàòåëüíî

D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí A′E è CB òðåóãîëüíèêà AA′C, è äåëèò èõ â îòíîøåíèè

2 : 1 ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû.

Êðèòåðèè.

(�.) Ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé, ãäå ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò, íî â ðåøåíèè áû-

ëî ïîëó÷åíî, ÷òî â òðåóãîëüíèêå óãîë ðàâåí 30. Ëèáî â ðåøåíèè áûëî ïîëó÷åíî

ïîäîáèå, ãäå ïðè íàõîæäåíèè êîýôôèöèåíòà ïîëó÷àëñÿ ïðàâèëüíûé îòâåò.

(�/+) Ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò, íî â ðåøåíèè íå äîêàçàíî, ïî÷åìó Ê=2 è îòñóòñòâóþò

ïîäîáèÿ, â êîòîðîì ýòîò êîýôôèöèåíò ìîã áûòü íàéäåí.

(+/2) Ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò, íî â ðåøåíèè ïðèñóòñòâóþò ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå

èñïîëüçóþòñÿ â ðåøåíèè, íî íå äîêàçàíî ïî÷åìó.

(+/�) Ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò, ïîêàçàíî èç êàêîãî ïîäîáèÿ âûõîäèò íóæíûé êîýô-

ôåöèåíò ïîäîáèÿ, íî íå ñêàçàíî ïî÷åìó (ò.å. èç ðåøåíèÿ âèäíî ïî÷åìó ýòî òàê,

íî íåò ññûëêè íà ýòî â äîêàçàòåëüñòâå). Ëèáî íå ïîëó÷åí îòâåò, íî ïî ðåøåíèþ

âèäíî, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü íóæíûé êîýôôèöèåíò, ÷òîáû âûâåñòè ïðàâèëüíûé

îòâåò, íî ïî÷åìó-òî ýòî ñäåëàíî íå áûëî.

(+.) Àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà ïðè ïðàâèëüíîì ðåøåíèè, êîòîðàÿ ïðèâåëà ê íåïðàâèëü-

íîìó îòâåòó. Ëèáî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò, íî â ðåøåíèè âñòðå÷àþòñÿ îøèáêè

â îáîçíà÷åíèÿõ, èç-çà êîòîðûõ ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íå ÿñíûì.
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4. Â ñòðàíå Ëóìóìáó åñòü ÷åòûðå íàöèîíàëüíûå âàëþòû: áàíàíû (Á), êîêîñû (Ê),

åíîòû (E) è äîëëàðû ($). Íèæå ïðèâåäåíû êóðñû îáìåíà ýòèõ âàëþò (îäèíàêîâûå âî

âñåõ îáìåííûõ ïóíêòàõ ñòðàíû):

×èñëî íà ñòðåëêå ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî åäèíèö, óêàçàííûõ â êîíöå ñòðåëêè, ìîæíî ïîëó-

÷èòü çà åäèíèöó, óêàçàííóþ â íà÷àëå ñòðåëêè. Íàïðèìåð îäíîãî åíîòà ìîæíî îáìåíÿòü

íà 6 áàíàíîâ èëè íà 11 êîêîñîâ, îäèí äîëëàð íà 10 êîêîñîâ à îäèí êîêîñ - íà 1/15 äîëëà-

ðà. (Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ëþáóþ âàëþòó ìîæíî äðîáèòü íà ñêîëü óãîäíî ìåëêèå ÷àñòè:

íàïðèìåð îáìåíÿòü 101/43 åíîòà íà 606/43 áàíàíà). Îáìåíû $� E è $�Á â Ëóìóìáó

çàïðåùåíû.

Ïåðåâîçèòü äåíüãè ÷åðåç ãðàíèöó Ëóìóìáó ìîæíî òîëüêî â äîëëàðàõ. Äÿäÿ Âàñÿ

ïðèåõàë â Ëóìóìáó, èìåÿ ïðè ñåáå 100 äîëëàðîâ. Îí ìîæåò ìåíÿòü ëþáóþ âàëþòó íà

ëþáóþ äðóãóþ íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ðàç. Ìîæåò ëè îí ðàçáîãàòåòü è óâåçòè èç

Ëóìóìáó 200 äîëëàðîâ, èñïîëüçóÿ òîëüêî îïåðàöèè îáìåíà âàëþò? Åñëè äà � îáúÿñ-

íèòå, êàê. Åñëè íåò, äîêàæèòå.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì öèêë K→ E → Á → K. Ýòîò öèêë ïîçâîëÿåò óâåëè÷èâàòü

êîëè÷åñòâî èìåþùåéñÿ âàëþòû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èçíà÷àëüíî áûëî 11 êîêîñîâ, òî

îíè îáìåíèâàþòñÿ íà 1 åíîòà, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü îáìåíèâàåòñÿ íà 6 áàíàíîâ,

êîòîðûå îáìåíèâàþòñÿ íà 12 êîêîñîâ. Òàêèì îáðàçîì, èç 11 êîêîñîâ ïîëó÷àåòñÿ 12

êîêîñîâ.

Áóäåì êàæäûé ðàç çàïóñêàòü ïî òàêîìó öèêëó ðîâíî 11 êîêîñîâ, ò.å. ïðèáûëüíûé 12-

é êîêîñ áóäåì êàæäûé ðàç îòêëàäûâàòü. Òîãäà, ñäåëàâ n öèêëîâ, ìû ìîæåì çàðàáîòàòü

ðîâíî n êîêîñîâ. Òåïåðü ñòðàòåãèÿ íàïðèìåð òàêîâà: îáìåíèâàåì 100$ íà 1000 êîêîñîâ,

áåð¼ì 11 èç ýòîé 1000 è ïðîèçâîäèì n ðàç öèêë, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì 1000+n êîêîñîâ.

Åñëè n ≥ 2000, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ≥3000 êîêîñîâ, êîòîðûå îáìåíÿåì îáðàòíî íà

≥200$.

Êðèòåðèè.

(�/+) Íàéäåí öèêë, êîòîðûé óâåëè÷èâàåò êàïèòàë, è áîëåå íå ñäåëàíî íèêàêèõ çíà÷è-

ìûõ ïðîäâèæåíèé.

(+/�) Ïðèâåä¼í àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé óìíîæåíèå íà 12
11

ïðè êàæäîì öèêëå, íî íå

äîêàçàíî, ÷òî òàêèì ñïîñîáîì ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ ñóììó. Ò.å. íå äîêàçàíî, ÷òî(
12
11

)n
ìîæåò ñòàòü áîëüøå 3, èëè ïðèâåäåíî íåâåðíîå äîêàçàòåëüñòâî (íàïðèìåð,

íåðàâåíñòâî
(
12
11

)n
> 3 âûâåäåíî èç âîçðàñòàíèÿ äðîáè

(
12
11

)n
ïðè óâåëè÷åíèè n).

(+) Çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðåøåíà. Â ñëó÷àå ïðèâåäåíèÿ àëãîðèòìà ñ ëèíåéíûì ïðèðî-

ñòîì êàïèòàëà (àíàëîãè÷íîãî ïðèâåä¼ííîìó âûøå) îáîñíîâàíèÿ òîãî, ÷òî íóæíàÿ

ñóììà áóäåò äîñòèãíóòà, íå òðåáóåòñÿ.

5. Ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì 5×1 ðàçðåæüòå íà 4 ÷àñòè è ñëîæèòå èç íèõ êâàäðàò. ×àñòè
ìîæíî ïåðåâîðà÷èâàòü è ïîâîðà÷èâàòü, íî íåëüçÿ íàêëàäûâàòü äðóã íà äðóãà, è âíóòðè

êâàäðàòà íå äîëæíî áûòü íåïîêðûòûõ ó÷àñòêîâ.

Îòâåò. Ñì. ðèñóíîê.
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Êðèòåðèè.

(�)

(�.)

(�/+) Âåðíàÿ èäåÿ ðàçðåçàíèÿ, íî ðàçìåðû ÷àñòåé íåïðàâèëüíûå.

(+/2)

(+/�) Ïðèâåä¼í âåðíûé ñïîñîá ðàçðåçàíèÿ è ïðèáëèçèòåëüíî âåðíî óêàçàíû ðàçìåðû

÷àñòåé, íî íå óêàçàí ñïîñîá ñêëàäûâàíèÿ êâàäðàòà.

(+.) Ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàí âåðíî, êâàäðàò ñëîæåí, íî íå óêàçàíû îòíîñèòåëüíûå

ðàçìåðû ÷àñòåé, ò.å. íå õâàòàåò òî÷íîñòè â îïèñàíèè ðàçðåçîâ, èëè ÷àñòè íåâåðíî

ïðîíóìåðîâàíû.

(+)

Ìàòåìàòèêà � ðåøåíèÿ 9 êëàññ



6. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, òàêèå, ÷òî ÷èñëî n2 + 77n ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàä-

ðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Îòâåò. 4, 99, 175, 1444.

Ðåøåíèå. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ. Ïóñòü n(n+77) = m2, ãäåm,n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Ðàññìîòðèì 4 ñëó÷àÿ:

• ÍÎÄ(n, 77)=1. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëà n è n+77 âçàèìíî ïðîñòûå, à çíà÷èò êàæäîå

èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì: n = p2, n+ 77 = q2. Îòñþäà q2 − p2 = 77, ò.å.

ëèáî q − p = 1, q + p = 77, ëèáî q − p = 7, q + p = 11. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

q = 39, p = 38, n = 1444, âî âòîðîì ñëó÷àå q = 9, p = 2, n = 4.

• ÍÎÄ(n, 77)=7, ò.å. n = 7s, ãäå s íå äåëèòñÿ íà 11. Òîãäà 49s(s + 11) = m2. Ïî-

ñêîëüêó ÷èñëà s è s + 11 âçàèìíî ïðîñòû, òî êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì

êâàäðàòîì: s = p2, s+11 = q2. Îòñþäà q2− p2 = 11, ò.å. q− p = 1, q+ p = 11, q =

6, p = 5, s = 25, n = 175.

• ÍÎÄ(n, 77)=11, ò.å. n = 11s, ãäå s íå äåëèòñÿ íà 7. Òîãäà 121s(s + 7) = m2.

Ïîñêîëüêó ÷èñëà s è s + 7 âçàèìíî ïðîñòû, òî êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì

êâàäðàòîì: s = p2, s + 7 = q2. Îòñþäà q2 − p2 = 7, ò.å. q − p = 1, q + p = 7, q =

4, p = 3, s = 9, n = 99.

• ÍÎÄ(n, 77)=77, ò.å. n = 77s. Òîãäà 772s(s + 1) = m2. Ïîñêîëüêó ÷èñëà s è s + 1

âçàèìíî ïðîñòû, òî êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì: s = p2, s+1 = q2.

Îòñþäà q2 − p2 = (q − p)(q + p) = 1, à çíà÷èò p = 0, ò.å. s = n = 0. Ïðîòèâîðå÷èå,

ò.ê. ïî óñëîâèþ n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ. Ïóñòü n(n+77) = m2, ãäå m,n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Óìíîæàÿ

îáå ñòîðîíû íà 4 è äîïîëíÿÿ ëåâóþ ÷àñòü äî ïîëíîãî êâàäðàòà, ïîëó÷àåì

4n2 + 4 · n · 77 + 772 = 4m2 + 772,

(2n+ 77)2 = 4m2 + 772,

(2n+ 77−m)(2n+ 77 +m) = 772.

Ïóñòü 2n+ 77−m = a, 2n+ 77 +m = b. Òîãäà

ab = 772, a < b, (1)

2n+ 77 =
a+ b

2
, n =

a+ b− 2 · 77
4

. (2)

Èç óñëîâèÿ (1) äëÿ ïàðû (a, b) èìååì 4 ñëó÷àÿ: (1, 772), (7, 7·112), (11, 11·72), (49, 121).
Äëÿ êàæäîãî èç íèõ âû÷èñëÿåì n ñîãëàñíî óñëîâèþ (2), ïîëó÷àåì òå æå îòâåòû, ÷òî

âûøå.

Êðèòåðèè.

(�) Îòâåò áåç ïîïûòîê äîêàçàòåëüñòâà.

(�.) Ðàçîáðàí òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà îáà ÷èñëà n è n+ 77 � òî÷íûå êâàäðàòû.
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(�/+) Ïîòåðÿíî îäíî çíà÷åíèå n.

(+/2) Ðåøåíèå, àíàëîãè÷íîå ïåðâîìó àâòîðñêîìó ðåøåíèþ, íî â êîòîðîì íå äîêàçàíî,

÷òî 77/ÍÎÄ(n,77) ïðåäñòàâëÿÿåòñÿ â âèäå ðàçíîñòè òî÷íûõ êâàäðàòîâ.

(+) Ïðàâèëüíî íàéäåíû âñå ÷åòûðå çíà÷åíèÿ n è äîêàçàíî, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.
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