
Ìàòåìàòèêà Ïðîôèëü Ìàòåìàòèêà

Ðåøåíèÿ çàäà÷

11 êëàññ

1. Ìîæíî ëè ðàñïîëîæèòü íà ïëîñêîñòè 2010 ëó÷åé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íè ÷åðåç
êàêóþ òî÷êó ïëîñêîñòè íå ïðîõîäèëî áîëåå äâóõ ëó÷åé, êàæäûé ëó÷ ïåðåñåêàëñÿ ðîâíî
ñ äâóìÿ äðóãèìè è ëþáûå äâå òî÷êè íà ëþáûõ äâóõ ëó÷àõ ìîæíî áûëî ñîåäèíèòü
ëîìàíîé, öåëèêîì ñîäåðæàùåéñÿ â îáúåäèíåíèè ýòèõ ëó÷åé?

Ðåøåíèå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Âîò îäíà èç âîçìîæíûõ êîíñòðóêöèé. Åñëè A1A2 . . . A2010

� ïðàâèëüíûé 2010-óãîëüíèê, òî íàáîð ëó÷åé A1A2, A2A3, . . . A2010A1 óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ çàäà÷è. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê M ∈ AkAk+1, N ∈ AlAl+1, ãäå
k < l, ëîìàíàÿ MAk+1Ak+2 . . . AlN öåëèêîì ëåæèò â îáúåäèíåíèè äàííûõ 2010 ëó÷åé.
Äîêàæåì, ÷òî ëó÷ AkAk+1 ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè ëó÷àìè. Äåéñòâèòåëü-
íî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k = 1. Òîãäà, åñëè 1005 < l < 2010,
òî ëó÷ A1A2 ïîëíîñòüþ ëåæèò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AlAl+1, à,
åñëè 2 < l ≤ 1005, òî ëó÷ AlAl+1 ïîëíîñòüþ ëåæèò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé A1A2. Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷ A1A2 ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ñ ëó÷àìè A2A3 è A2010A1.
Îòâåò: Ìîæíî.

2. Ñðåäè âñåõ ÷åòâåðîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (k, l,m, n), k > l > m > n, íàéäèòå òàêóþ,
÷òî ñóììà 1

k
+ 1

l
+ 1

m
+ 1

n
ìåíüøå åäèíèöû è áëèæå âñåãî ê íåé.

Ðåøåíèå. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîìîùè �æàäíîãî àëãîðèòìà� (òî åñòü âûáè-
ðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ÷èñëà n, m, l, k ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûìè), ïîëó÷àåì ÷åòâåðêó
(43, 7, 3, 2):

1/43 + 1/7 + 1/3 + 1/2 = 1805/1806.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èñêîìîé ÷åòâåðêè (k, l,m, n), èìååì 1/k + 1/l + 1/m + 1/n ≥
1805/1806. Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê 4/n. Ñëåäîâàòåëü-
íî, n ≤ 3, òî åñòü n = 2 èëè n = 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 3. Òîãäà 3/m ≥ 1805/1806 − 1/3, òî åñòü m ≤ 4. Çíà÷èò,
m = 4. Äàëåå, 2/l ≥ 1805/1806− 1/3− 1/4, òî åñòü l ≤ 4, ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, n = 2. Äîïóñòèì, m = 4. Òîãäà 2/l ≥ 1805/1806− 1/2− 1/4, òî åñòü
l ≤ 8. Êðîìå òîãî l ≥ 5 (òàê êàê l > m) è 1/k ≥ 1805/1806 − 1/2 − 1/4 − 1/5, òî åñòü
k ≤ 20. Ýòî çíà÷èò, ÷òî klmn ≤ 2 · 4 · 8 · 20 = 1280 < 1806, òî åñòü

1− (1/k + 1/l + 1/m+ 1/n) ≥ 1/(klmn) ≥ 1/1280 > 1/1806,

è ÷åòâåðêà (k, l,m, n) íå îïòèìàëüíà.
Äîïóñòèì, m ≥ 5. Â ëþáîì ñëó÷àå, 3/m ≥ 1805/1806 − 1/2, òî åñòü m ≤ 6. Òîãäà

2/l ≥ 1805/1806 − 1/2 − 1/5, òî åñòü l ≤ 6. Êðîìå òîãî, l ≥ 6 (ò.ê. l > m) è 1/k ≥
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1805/1806 − 1/2 − 1/5 − 1/6, òî åñòü k ≤ 7, è klmn ≤ 2 · 6 · 6 · 7 = 504 < 1806. Îòñþäà
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷åòâåðêà (k, l,m, n) íå îïòèìàëüíà.

Îñòàåòñÿ ñëó÷àé m = 3. Òîãäà 2/l ≥ 1805/1806−1/2−1/3, òî åñòü l ≤ 12. Åñëè l ≥ 8,
òî 1/k ≥ 1805/1806− 1/2− 1/3− 1/8, òî åñòü k ≤ 24. Ïîëó÷àåì klmn ≤ 2 · 3 · 12 · 24 =
1728 < 1806, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷åòâåðêà íå îïòèìàëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, l = 7 è k = 43,
òî åñòü îïòèìàëüíàÿ ÷åòâåðêà áûëà íàéäåíà ñ ñàìîãî íà÷àëà.
Îòâåò: (2, 3, 7, 43).

3. Ñ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ: îòáðàñûâàåòñÿ ñàìàÿ
ïðàâàÿ öèôðà åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè, ïîñëå ÷åãî ê ïîëó÷åííîìó ïîñëå åå îòáðàñûâàíèÿ
÷èñëó ïðèáàâëÿåòñÿ óäâîåííàÿ îòáðîøåííàÿ öèôðà. Íàïðèìåð: 157 7→ 15 + 2 × 7 = 29,
5 7→ 0 + 2× 5 = 10. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ õîðîøèì, åñëè ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî
ïðèìåíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ïîëó÷àåìîå ÷èñëî ïåðåñòàåò ìåíÿòüñÿ. Íàéäèòå íàèìåíüøåå
100-çíà÷íîå õîðîøåå ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà îò 1 äî 18 íå ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè, ïîñêîëüêó
îïèñàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò èõ äðóã â äðóãà ïî öèêëó:

1→ 2→ 4→ 8→ 16→ 13→ 7→ 14→ 9→ 18→ 17→ 15→ 11→ 3→ 6→ 12→ 5→ 10→ 1.

×èñëî 19, íàïðîòèâ, ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì. Çíà÷èò, ëþáîå ÷èñëî, èç êîòîðîãî â ðåçóëüòàòå
íåñêîëüêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ 19, òàêæå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì.

Íàèìåíüøåå 100-çíà÷íîå ÷èñëî � ýòî 1099. ßñíî, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì, ò.ê.
ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèìåí¼ííîå 99 ðàç, ïåðåâîäèò åãî â åäèíèöó.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå çà íèì ÷èñëî, 1099 + 1 = 100 . . . 001 (âñåãî 98 íóëåé).
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî îíî õîðîøåå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåîáðàçîâà-
íèå, ïðèìåí¼ííîå 90 ðàç (ò.å. ïÿòü öèêëîâ äëèíû 18), ïåðåâåä¼ò åãî â ÷èñëî 1000000001.
Äàëåå,

1000000001→ 100000002→ 10000004→ 1000008→ 100016→ 10013→ 1007→ 114→ 19.

Çíà÷èò, 1099 + 1 è åñòü íàèìåíüøåå õîðîøåå ñòîçíà÷íîå ÷èñëî.
Îòâåò: 1099 + 1.

4. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà AA1. H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC. Èçâåñòíî, ÷òî AH = 3, A1H = 2, à ðàäèóñ îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè ðàâåí 4. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ýòîé îêðóæíî-
ñòè äî H.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì â òðåóãîëüíèêå âûñîòû BB1 è CC1. Òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê AC1HB1

âïèñàííûé, ïîñêîëüêó åãî ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû C1 è B1 ïðÿìûå. Çíà÷èò: 6 BHC =
6 C1HB1 = 180◦ − 6 C1AB1. Îòðàçèì òî÷êó H ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC è
îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøóþñÿ òî÷êó ÷åðåç H1. Òîãäà 6 BH1C = 6 BHC = 180◦ − 6 C1AB1,
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ñòàëî áûòü, ÷åòûðåõóãîëüíèê BACH1 âïèñàííûé è òî÷êà H1 ëåæèò íà îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Îáîçíà÷èì öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè ÷åðåç O.

Ïî ïîñòðîåíèþ èìååì H1A1 = HA1 = 2, ñëåäîâàòåëüíî, â ðàâíîáåäðåííîì òðå-
óãîëüíèêå OAH1 îñíîâàíèå AH1 ðàâíî 3 + 2 + 2 = 7, à áîêîâàÿ ñòîðîíà ðàâíà ðàäèóñó
îêðóæíîñòè: òî åñòü 4. Âûñîòà, îïóùåííàÿ íà îñíîâàíèå, ðàâíà√

42 − (7/2)2 =
√

15/2,

à ðàññòîÿíèå îò îñíîâàíèÿ O1 ýòîé âûñîòû äî H ðàâíî AH1/2 − AH = 7/2 − 3 = 1/2.
Ñëåäîâàòåëüíî,

OH =
√
OO2

1 +O1H2 =

√
(
√

15/2)2 + (1/2)2 = 2.

Îòâåò: 2.

5. Ïóñòü x � òàêîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (π/2, π), ÷òî

4

3

(
1

sinx
+

1

cosx

)
= 1.

Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî (
4

3

)4(
1

sin4 x
+

1

cos4 x

)
öåëîå è íàéäèòå åãî.

Ðåøåíèå. Äëÿ êðàòêîñòè, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ s = sinx, c = cosx. Íàéäåì ÷èñëî t =
1/cs. Äëÿ ýòîãî âîçâåäåì ñîîòíîøåíèå (s−1+c−1) = 3/4 â êâàäðàò. Ïîëó÷èì s2+c2+2cs =
9(cs)2/16. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî s2 + c2 = 1, ïîëó÷àåì òàêîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íà t:

t2 + 2t− 9/16 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ 1/4 è −9/4. Ïîñêîëüêó cs äîëæíî áûòü îòðèöàòåëüíî,
ïîëó÷àåì t = −9/4.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An = (4/3)n(s−n + c−n). Âûâåäåì ðåêóððåíòíîå ñî-
îòíîøåíèå äëÿ ÷èñåë An.

An =
4n+1

3n+1

(
s−1 + c−1

) (
s−n + c−n

)
=

= An+1 +
42

32cs
An−1 = An+1 − 4An−1.

Òàêèì îáðàçîì, An+1 = An + 4An−1 Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî A0 = 2, A1 = 1, íàõîäèì
ïîñëåäóþùèå An èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ:

A2 = 9, A3 = 13, A4 = 49.

Îòâåò: 49.
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6. ×åðåç öåíòð ñôåðû ðàäèóñà
√

2 ïðîâåäåíû 6 ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ðåáðàì íåêî-
òîðîãî ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ñî côåðîé ÿâëÿþòñÿ
âåðøèíàìè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà. Âû÷èñëèòå îáúåì è ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ýòîãî
ìíîãîãðàííèêà.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì íà÷àëüíûé òåòðàýäð ÷åðåç T . Ó òåòðàýäðà T 6 ðåáåð, ïîýòîìó 6
ïðÿìûõ ïåðåñåêàþò ñôåðó â 12 òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ó íàøåãî ìíîãîãðàííèêà, êîòî-
ðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç M , 12 âåðøèí. Ïîñêîëüêó âñå ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð
ñôåðû, ìíîãîãðàííèê M öåíòàëüíî ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñôåðû O.

Ðàññìîòðèì òðè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå òðåì ðåáðàì òåòðàýäðà T , ïðîõîäÿùèì ÷å-
ðåç ôèêñèðîâàííóþ âåðøèíó A òåòðàýäðà T . Âûáåðåì íà êàæäîé èç íèõ íàïðàâëå-
íèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîäîëæåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà òåòðàýäðà çà âåðøèíó A
è ðàññìîòðèì òðè ëó÷à, âûõîäÿùèå èç öåíòðà ñôåðû â óêàçàííûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ýòè
ëó÷è ïîïàðíî ñîñòàâëÿþò äðóã ñ äðóãîì óãîë 60◦, ïîýòîìó òðè òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñî
ñôåðîé âìåñòå ñ öåíòðîì ñôåðû ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà, ñòîðîíà
êîòîðîãî ðàâíà ðàäèóñó ñôåðû. Ãðàíü ýòîãî òåòðàýäðà, îáðàçîâàííàÿ òðåìÿ ëåæàùèìè
íà ñôåðå âåðøèíàìè, ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ãðàíüþ íàøåãî ìíîãîãðàííèêà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè òðåõ ëó÷åé, äîïîëíèòåëüíûõ ê îïèñàííûì âûøå, ìû ïîëó÷èì åùå
îäèí òåòðàýäð, öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé òîëüêî ÷òî îïèñàííîìó, è, ñîîòâåòñòâåííî,
åùå îäíó òðåóãîëüíóþ ãðàíü íàøåãî ìíîãîãðàííèêà.

Ïðîäåëûâàÿ òî æå ñàìîå ñ êàæäîé âåðøèíîé òåòðàýäðà T , ìû ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå 8
ïðàâèëüíûõ òåòðàýäîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â íàøåì ìíîãîãðàííèêå, è, ñîîòâåòñòâåííî, 8 åãî
ãðàíåé, ÿâëÿþùèõñÿ ïðàâèëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè. Îáúåì êàæäîãî òàêîãî òåòðàýäðà
ðàâåí, êàê íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, 1/3, à ïëîùàäü îäíîé ãðàíè, ñîîòâåòñòâåííî,

√
3/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, âêëàä íàéäåííûõ òåòðàýäðîâ â îáúåì ìíîãîãðàííèêà ðàâåí 8/3, à â
ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, 4

√
3.

Çàôèêñèðóåì òåïåðü êàêîå-íèáóäü ðåáðî a òåòðàýäðà T . Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷åòûðå
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòð ñôåðû ëó÷à, ïàðàëëåëüíûõ ÷åòûðåì ðåáðàì òåòðàýäðà, ñìåæ-
íûì ñ ðåáðîì a. (Êàê è â ïåðâîì ðàññìîòðåíèè, âûáåðåì íà êàæäîì èç íèõ íàïðàâ-
ëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîäîëæåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà òåòðàýäðà çà âåðøèíó,
ïðèíàäëåæàùóþ ðåáðó a.) Î÷åâèäíî, ýòè ÷åòûðå ëó÷à ïåðåñåêàþò ñôåðó â ÷åòûðåõ
òî÷êàõ, îáðàçóþùèõ âìåñòå ñ öåíòðîì ñôåðû ïðàâèëüíóþ ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïèðàìèäó,
îñíîâàíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ íàøåãî ìíîãîãðàííèêà. Êàê íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü,
ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ðàâíà 2, à îáúåì ïèðàìèäû, ñîîòâåòñòâåííî, 2/3.

Êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ïèðàìèä ðàâíî ÷èñëó ðåáåð, ò.å. 6, ïîýòîìó
âêëàä èõ â îáúåì ðàâåí 4, à âêëàä â ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, 12.

Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòè 8 òåòðàýäðîâ è 6 ÷åòûðåõóãîëüíûõ ïèðàìèä èñ÷åð-
ïûâàþò íàø ìíîãîãðàííèê. (Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ýòè 14 ïèðàìèä ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ
òîëüêî ïî ãðàíèöå.) Ýòî ïðîùå âñåãî ñäåëàòü, íàðèñîâàâ åãî ýñêèç. Çàìåòèì ñíà÷àëà,
÷òî òðè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå òðåì ðåáðàì îñíîâàíèÿ íà÷àëüíîãî òåòðàýäðà, ëåæàò â
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îäíîé ïëîñêîñòè α, êîòîðàÿ ðàññåêàåò íàø ìíîãîãðàííèê ïî ïðàâèëüíîìó øåñòèóãîëü-
íèêó, âïèñàííîìó â îêðóæíîñòü áîëüøîãî êðóãà, ïî êîòîðîé ïëîñêîñòü α ðàññåêàåò
ñôåðó. Ýòîò øåñòèóãîëüíèê äåëèò íàø ìíîãîãðàííèê íà äâå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå
÷àñòè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàðèñîâàòü ýñêèç îäíîé èç äâóõ ïîëîâèí. Íà âåðõíåé ïîëó-
ñôåðå èìååòñÿ åùå òîëüêî òðè âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà, îáðàçóþùèå òðåóãîëüíóþ ãðàíü
b, ïîëó÷åííóþ îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèåé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàíü b ïàðàëëåëüíà
ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ α, è íàä ïëîñêîñòüþ α íàõîäÿòñÿ åùå ðîâíî òðè òàêèå ãðàíè, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ îáðàçîâàíà îäíîé âåðøèíîé ãðàíè b è äâóìÿ áëèæàéøèìè ê íåé ñìåæíû-
ìè âåðøèíàìè øåñòèóãîëüíèêà. Îñòàëüíûå òðè ãðàíè, îáðàçîâàííûå îäíîé ñòîðîíîé
òðåóãîëüíîé ãðàíè b è îäíîé ïàðàëëåëüíîé åé ñòîðîíîé øåñòèóãîëüíèêà � êâàäðàòû,
ÿâëÿþùèåñÿ îñíîâàíèÿìè îïèñàííûõ âûøå ÷åòûðåõóãîëüíûõ ïèðàìèä.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èñ÷åðïàëè âåñü ìíîãîãðàííèê M , òàê ÷òî åãî îáúåì ðàâåí 12 +
4
√

3, à ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè 4 + 8/3 = 12/3.
Îòâåò: Îáúåì ðàâåí 12 + 4

√
3, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ðàâíà 4 + 8/3 = 12/3.
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