
Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

11 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 16 è BC = 10 îêðóæíîñòè, ïîñòðîåí-
íûå íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äëèíà äèàãîíàëè
AC ðàâíà 10. Íàéäèòå äëèíó BD.

2. (3 áàëëà) Â ðàâíîãðàííîì òåòðàýäðå îòìåòèëè îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ åãî
ìåäèàí. Êàæäîå îñíîâàíèå ìåäèàíû òåòðàýäðà ñîåäèíèëè ñ ñåðåäèíàìè òð¼õ îñòàëüíûõ. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ìíîãîãðàííèê � ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè y = e3x+5 è y = (lnx− 5)/3.

4. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 450 ãîðîäîâ è 6 àâèàêîìïàíèé. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäèíå-
íû ðåéñàìè îäíîé èç øåñòè àâèàêîìïàíèé. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àâèàêîìïàíèÿ
è áîëüøå 150 ãîðîäîâ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ ðåéñàìè ýòîé àâèà-
êîìïàíèè (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè)?

5. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó 4f(x+ y) = f(x)f(y) è óñëîâèþ f(1) = 12.

6. (3 áàëëà) Ïóñòü x, y, z è t � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x+y+z+t = 5. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî √

x2 + y2 +
√
x2 + 1 +

√
z2 + y2 +

√
z2 + t2 +

√
t2 + 9 ⩾ 10

.

7. (4 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin x+ sin 3x+ . . .+ sin 2017x = cos x+ cos 3x+ . . .+ cos 2017x.

8. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:
ñòèðàòü äâå ñîñåäíèå öèôðû, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 9, è çàïèñûâàòü ýòó ñóììó íà
èõ ìåñòî. Èçíà÷àëüíî áûëî íàïèñàíî 200-çíà÷íîå ÷èñëî 12341234 . . . 1234. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ïðîäåëûâàëè óêàçàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòàëî íåâîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ìîãëî îêàçàòüñÿ íà äîñêå â ðåçóëüòàòå?



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

11 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 12 è BC = 8 îêðóæíîñòè, ïîñòðîåííûå
íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äëèíà äèàãîíàëè
AC ðàâíà 12. Íàéäèòå äëèíó BD.

2. (3 áàëëà) Â îðòîöåíòðè÷åñêîì òåòðàýäðå îòìåòèëè îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ
åãî ìåäèàí. Êàæäîå îñíîâàíèå ìåäèàíû òåòðàýäðà ñîåäèíèëè ñ ñåðåäèíàìè òð¼õ îñòàëüíûõ.
Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëó÷èâøåìñÿ ìíîãîãðàííèêå âñå ð¼áðà èìåþò ðàâíóþ äëèíó.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè y = e3x+7 è y = (lnx− 7)/3.

4. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 200 ãîðîäîâ è 8 àâèàêîìïàíèé. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäè-
íåíû ðåéñàìè îäíîé èç âîñüìè àâèàêîìïàíèé. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àâèàêîì-
ïàíèÿ è áîëüøå 50 ãîðîäîâ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ ðåéñàìè ýòîé
àâèàêîìïàíèè (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè)?

5. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó 5f(x+ y) = f(x)f(y) è óñëîâèþ f(1) = 10.

6. (3 áàëëà) Ïóñòü x, y, z è t � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x+y+z+t = 4. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî √

x2 + t2 +
√
z2 + 1 +

√
z2 + t2 +

√
y2 + x2 +

√
y2 + 64 ⩾ 13.

7. (4 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin x+ sin 3x+ . . .+ sin 2013x = cos x+ cos 3x+ . . .+ cos 2013x.

8. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:
ñòèðàòü äâå ñîñåäíèå öèôðû, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 9, è çàïèñûâàòü ýòó ñóììó íà
èõ ìåñòî. Èçíà÷àëüíî áûëî íàïèñàíî 300-çíà÷íîå ÷èñëî 12251225 . . . 1225. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ïðîäåëûâàëè óêàçàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòàëî íåâîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ìîãëî îêàçàòüñÿ íà äîñêå â ðåçóëüòàòå?



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

11 êëàññ
3 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 20 è BC = 14 îêðóæíîñòè, ïîñòðîåí-
íûå íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äëèíà äèàãîíàëè
AC ðàâíà 16. Íàéäèòå äëèíó BD.

�

2. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîì òåòðàýäðå îòìåòèëè îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ åãî ìå-
äèàí. Êàæäîå îñíîâàíèå ìåäèàíû òåòðàýäðà ñîåäèíèëè ñ ñåðåäèíàìè òð¼õ îñòàëüíûõ. Ïîëó-
÷èâøèéñÿ ìíîãîãðàííèê îêàçàëñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûé
òåòðàýä � ðàâíîãðàííûé.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè y = e5x+7 è y = (lnx− 7)/5.

4. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 600 ãîðîäîâ è 6 àâèàêîìïàíèé. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäèíå-
íû ðåéñàìè îäíîé èç øåñòè àâèàêîìïàíèé. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àâèàêîìïàíèÿ
è áîëüøå 200 ãîðîäîâ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ ðåéñàìè ýòîé àâèà-
êîìïàíèè (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè)?

5. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó 3f(x+ y) = f(x)f(y) è óñëîâèþ f(1) = 12.

6. (3 áàëëà) Ïóñòü x, y, z è t � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x+y+z+t = 7. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî √

x2 + y2 +
√
x2 + 1 +

√
z2 + y2 +

√
t2 + 64 +

√
z2 + t2 ⩾ 17.

7. (4 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin x+ sin 3x+ . . .+ sin 2019x = cos x+ cos 3x+ . . .+ cos 2019x.

8. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:
ñòèðàòü äâå ñîñåäíèå öèôðû, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 9, è çàïèñûâàòü ýòó ñóììó íà èõ
ìåñòî. Èçíà÷àëüíî áûëî íàïèñàíî 200-çíà÷íîå ÷èñëî 3112331123 . . . 31123. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ïðîäåëûâàëè óêàçàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòàëî íåâîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ìîãëî îêàçàòüñÿ íà äîñêå â ðåçóëüòàòå?



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

11 êëàññ
4 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 20 è BC = 10 îêðóæíîñòè, ïîñòðîåí-
íûå íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äëèíà äèàãîíàëè
AC ðàâíà 18. Íàéäèòå äëèíó BD.

2. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîì òåòðàýäðå îòìåòèëè îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ åãî ìåäè-
àí. Êàæäîå îñíîâàíèå ìåäèàíû òåòðàýäðà ñîåäèíèëè ñ ñåðåäèíàìè òð¼õ îñòàëüíûõ. Â ïîëó÷èâ-
øåìñÿ ìíîãîãðàííèêå âñå 12 ðåá¼ð îêàçàëèñü ðàâíîé äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûé òåòðàýäð
îðòîöåíòðè÷åñêèé.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè y = e3x+11 è y = (ln x− 11)/3.

4. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 800 ãîðîäîâ è 8 àâèàêîìïàíèé. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäè-
íåíû ðåéñàìè îäíîé èç âîñüìè àâèàêîìïàíèé. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àâèàêîì-
ïàíèÿ è áîëüøå 200 ãîðîäîâ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ ðåéñàìè ýòîé
àâèàêîìïàíèè (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè)?

5. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó 2f(x+ y) = f(x)f(y) è óñëîâèþ f(1) = 10.

6. (3 áàëëà) Ïóñòü x, y, z è t � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x+y+z+t = 2. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî √

x2 + z2 +
√
x2 + 1 +

√
z2 + y2 +

√
y2 + t2 +

√
t2 + 4 ⩾ 5.

7. (4 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin x+ sin 3x+ . . .+ sin 2015x = cos x+ cos 3x+ . . .+ cos 2015x.

8. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:
ñòèðàòü äâå ñîñåäíèå öèôðû, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 9, è çàïèñûâàòü ýòó ñóììó íà
èõ ìåñòî. Èçíà÷àëüíî áûëî íàïèñàíî 100-çíà÷íîå ÷èñëî 21162116 . . . 2116. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ïðîäåëûâàëè óêàçàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòàëî íåâîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ìîãëî îêàçàòüñÿ íà äîñêå â ðåçóëüòàòå?


