
Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

11 ìàðòà 2018 ã.

9 êëàññ

1 âàðèàíò

Ðåøåíèÿ

1. (2 áàëëà) Ñðåäè øåñòè ðàçëè÷íûõ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ, îò-

ëè÷àþùèõñÿ ïåðåñòàíîâêîé êîýôôèöèåíòîâ, êàêîå íàèáîëüøåå êîëè-

÷åñòâî ìîæåò íå èìåòü êîðíåé?

Îòâåò: 6

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòèì, íàïðèìåð, êîýôôèöèåíòû 1000, 1001, 1002. Êâàäðàò

ëþáîãî èç íèõ, î÷åâèäíî, ìåíüøå ó÷å÷òâåð¼ííîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

äðóãèõ, ïîýòîìó âñå äèñêðèìèíàíòû áóäóò îòðèöàòåëüíû.

2. (3 áàëëà) Íà êëåò÷àòîé äîñêå 10 × 10 ðàñïîëîæåíû 400 ôè-

øåê. Ñîñåäíèìè áóäåì íàçûâàòü âî-ïåðâûõ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ

ñòîðîíó, à âî-âòîðûõ, äâå êðàéíèå êëåòêè îäíîé âåðòèêàëè èëè ãîðè-

çîíòàëè. Òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîé êëåòêè áóäåò ðîâíî 4 ñîñåäíèõ.

Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü 4 ôèøêè, ëåæàùèå íà îäíîé êëåò-

êå, è ïåðåëîæèòü èõ íà 4 ñîñåäíèå êëåòêè. Ïðè ëþáîé ëè íà÷àëüíîé

ðàññòàíîâêå ôèøåê ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà âñåõ êëåòêàõ îêà-

çàëîñü ïîðîâíó ôèøåê?

Îòâåò: Íåò, íå ïðè ëþáîé.

Ðåøåíèå: Ðàñêðàñèì äîñêó â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Êîëè÷åñòâî ôè-

øåê íà ÷¼ðíûõ êëåòêàõ èçìåíÿåòñÿ êàæäûé ðàç íà 4, òî åñòü, â ÷àñò-

íîñòè, íå ìåíÿåò ñâîþ ÷¼òíîñòü. Â êîíöå êîëè÷åñòâî ôèøåê íà ÷¼ð-

íûõ êëåòêàõ äîëæíî áûòü ÷¼òíî, çíà÷èò, åñëè â íà÷àëå èõ êîëè÷åñòâî

íå÷¼òíî, òî íè÷åãî íå ïîëó÷èòñÿ.

Òàêæå äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîäõîäÿò áîëåå ñëîæíûå ðåøåíèÿ, àíàëî-

ãè÷íûå ðåøåíèÿì çàäà÷è íîìåð 5 äåñÿòîãî êëàññà.

3. (3 áàëëà) Ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêèABC è A1B1C1 ñî ñòî-

ðîíîé 10 âïèñàíû â îäíó è òó æå îêðóæíîñòü òàê, ÷òî òî÷êàA1 ëåæèò

íà äóãåBC, à òî÷êàB1 ëåæèò íà äóãåAC. ÍàéäèòåAA
2
1+BC2

1+CB2
1 .

Îòâåò: 200

Ðåøåíèå:
29



Çàìåòèì, ÷òî äóãè AB1, BA1 è CC1 ðàâíû. Îáîçíà÷èì èõ ãðàäóñ-

íóþ ìåðó çà 2α. Òîãäà äëèíû äóã AC1 = BB1 = CA1 = 120◦ − 2α.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ACA1 ïîëó÷àåì
AA1

sinACA1
=

AC

AA1C
, îòêóäà AA1 =

12 sin(60◦ + α)

sin 60◦
.

Àíàëîãè÷íî BB1 =
10 sin(60◦ − α)

sin 60◦
è CC1 =

12 sinα

sin 60◦
.

AA2
1+BB2

1+CC2
1 =

102

sin2 60◦
(
sin2(60◦ + α) + sin2(60◦ − α) + sin2 α)

)
=

=
200

3
·

(√
3

2
cosα +

1

2
sinα

)2

+

(√
3

2
cosα− 1

2
sinα

)2

+ sin2 α

 =

=
200

3
(3 cos2 α + 3 sin2 α) = 200.

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïëî-

ùàäü íå ïðåâîñõîäèò êâàäðàòà ïåðèìåòðà, ðàçäåë¼ííîãî íà 23.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà èìåþò äëèíû x è y. Òîãäà ïåðèìåòð

P = x + y +
√
x2 + y2. Ïî íåðàâåíñòâàì î ñðåäíèõ ïîëó÷àåì x + y +√

x2 + y2 ⩾ 2
√
xy+

√
2
√
xy. Òàê êàê ïëîùàäü S = xy

2 , ìû ïëîëó÷àåì

P ⩾ (2 +
√
2)xy, îòêóäà P 2 ⩾ (6 + 4

√
2)xy = (12 + 8

√
2)S > 23S.

5. (3 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 + 3y2 = 2z â íàòóðàëüíûõ ÷èñ-

ëàõ.

Îòâåò: x = y = 2n, z = 2n + 2, ãäå n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå

÷èñëî.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî 2z ïðè íàòóðàëüíû âñåãäà ÷¼òíî, ïîýòîìó x è y îäíîé

÷¼òíîñòè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà îáà ýòè ÷èñëà íå÷¼òíû. Â òàêîì

ñëó÷àå ñóììà èõ êâàäðàòîâ äà¼ò îñòàòîê 4 ïðè äåëåíèè íà 8. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî 2z = 4, òî åñòü x = y = 1, z = 2.

Åñëè æå x è y ÷¼òíû, òî x2 è y2 äåëÿòñÿ íà 4. Ñîêðàòèì êàæäîå

ñëàãàåìîå íà 4, ïîëó÷èì óðàâíåíèåì â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ
(x
2

)2
+(y

2

)2
= 2z−2.

Ñîêðàùàÿ íà 4 ìû ðàíî èëè ïîçäíî ïðèõîäèì ê ïåðâîé ñèòóàöèè,30



êîãäà x è y íå÷¼òíû. Çíà÷èò, îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä x = y = 2n,

z = 2n + 2.

6. (4 áàëëà) Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 3, 4 è 5, ïîïàðíî êà-

ñàþùèåñÿ äðóã äðóãà â òî÷êàõ A, B è C. Íàéäèòå ñóììó ðàññòîÿíèé

îò öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC äî åãî ñòîðîí.

Îòâåò:
5√
14

+
5√
21

+
5√
30
.

Ðåøåíèå:

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ó ïåðâîé îêðóæíîñòè: öåíòð �

òî÷êà O1, ðàäèóñ ðàâåí a; ó âòîðîé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O2,

ðàäèóñ ðàâåí b; ó òðåòüåé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êàO3, ðàäèóñ ðà-

âåí c. Òàê êàê òî÷êè A, B, C ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ äâóõ îêðóæ-

íîñòåé èç òðåõ, òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà îòðåçêàõ O1O2, O1O3, O2O3.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà A ëåæèò íà îòðåçêå

O2O3, òî÷êà B � íà O1O3, òî÷êà C � íà O1O2. Öåíòð îïèñàííîé

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC îáîçíà÷èì çà O.

Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà O1O2O3 ðàâíû 7, 8 è 9. Òî÷êè A, B è C

äåëÿò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà O1O2O3 òàê æå, êàê äîëæíû äåëèòü

òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè, çíà÷èò, ýòî îíè è åñòü. Òàêèì

îáðàçîì, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC � ýòî âïèñàí-

íàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêàO1O2O3. Ïîñ÷èòàåì å¼ ðàäèóñ, ïîäåëèâ

ïëîùàäü òðåóãîëüíèêàO1O2O3, âû÷èñëåííóþ ïî ôîðìóëå Ãåðîíà, íà

å¼ ïîëóïåðèìåòð: r =

√
12 · 3 · 4 · 5

12
=
√
5.

Òðåóãîëüíèêè O1BC è OBC ðàâíîáåäðåííûå ñ îñíîâàíèåì BC,

òî÷êè O è O1 ëåæàò íå ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê BC. Òîãäà ïî

òåîðåìå Ïèôàãîðà ïîëó÷àåì OO1 =
√
BO2 +BO2

1 =
√
5 + 32 =

√
14.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíó BC çà M1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

OBO1 ýòà òî÷êà � îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç ïðÿìîãî óãëà,

îòêóäà O1M1 =
BO2

1

OO1
=

9√
14
, ñîîòâåòñòâåííî, OM1 = OO1 −O1M1 =

=
√
14− 9√

14
=

5√
14
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèìOO2 =
√
5 + 42 =

√
21, à OM2 =

5√
21
; OO3 =

√
5 + 52 =

√
30, à OM2 =

5√
30
.

7. (4 áàëëà) Íà ïëîñêîñòè äàí íàáîð òî÷åê, èçâåñòíî ÷òî ëþáûå
31



òðè ìîæíî ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ïåðåìåñòèòü â êâàäðàò ñ âåðøè-

íàìè (0, 2), (2, 0), (0,−2) è (−2, 0). Òîãäà ìîæíî îäíèì ïàðàëëåëüíûì

ïåðåíîñîì ïåðåìåñòèòü òóäà ñðàçó âñå.

Ðåøåíèå:

Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñè àáñöèññ è îðäèíàò áó-

äóò ïîä óãëîì 45◦ ê òåêóùèì, à íà÷àëî êîîðäèíàò áóäåò â òîé æå

òî÷êå. Âåðøèíû êâàäðàòà â ýòîé ñèñòåìå áóäóò èìåòü êîîðäèíàòû

(±
√
2;±

√
2).

Ðàññìîòðèì ñàìóþ ëåâóþ òî÷êó (ò.å. òî÷êó ñ ñàìîé ìàëåíüêîé àáñ-

öèññîé) è ñàìóþ ïðàâóþ. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç íèõ âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè íå áîëüøå 2
√
2, èíà÷å äâå êðàéíèå

òî÷êè íåëüçÿ ïåðåìåñòèòü â óêàçàííûé êâàäðàò. Çàòåì ïðîâåä¼ì ãî-

ðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå ÷åðåç ñàìóþ âåðõíþþ è ñàìóþ íèæíþþ òî÷êè.

Àíàëîãè÷íî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå áîëüøå2
√
2.

Ýòè ÷åòûðå ïðÿìûå îáðàçóþò êâàäðàò ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëü-

íûìè (íîâûì) îñÿì êîîðäèíàò, ðàçìåðû êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ êâàäðàòà èç óñëîâèÿ. Çíà÷èò, ýòîò êâàäðàò.

âìåñòå ñî âñåìè ëåæàùèìè â í¼ì òî÷êàìè, ìîæíî ïåðåìåñòèòü â êâàä-

ðàò èç óñëîâèÿ.

8. (4 áàëëà) Íà 23 ôåâðàëÿ ìàëü÷èêó Æåíå ïîäàðèëè øîêîëàäêó

ðàçìåðîì 3 × 3, íà êàæäîì êóñî÷êå êîòîðîé íàðèñîâàíà êàðòèíêà,

êàæäàÿ êàðòèíêà âñòðå÷àåòñÿ âñåãî îäèí ðàç. Çà êàæäûé õîä Æåíÿ

ìîæåò îòêóñèòü îäèí êóñî÷åê, ó êîòîðîãî íå áîëåå òðåõ îáùèõ ñòî-

ðîí c äðóãèìè, åù¼ íå ñúåäåííûìè, êóñî÷êàìè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

Æåíÿ ìîæåò ñúåñòü ñâîþ øîêîëàäêó?

Îòâåò:
4

5
· 9! = 290304.

Ðåøåíèå:

Åñëè áû ó Æåíè íå áûëî áû îãðàíè÷åíèÿ, îí ìîã áû åñòü êóñî÷êè

â ëþáîì ïîðÿäêå è ó íåãî áûëî áû 9! = 362880 ñïîñîáîâ.

Íå ïîäõîäÿò òå ñïîñîáû, â êîòîðûõ öåíòðàëüíàÿ êëåòêà ñúåäåíà

ðàíüøå ëþáîé èç ñîñåäíèõ ñ íåé ÷åòûð¼õ. Ïîñêîëüêó èç ýòèõ ïÿòè

êëåòîê äëÿ êàæäîé ðàâíîå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ â êîòîðûõ îíà íà-

õîäèòñÿ ðàíüøå äðóãèõ, íàì íå ïîäõîäèò êàæäûé ïÿòûé âàðèàíò.

Îòñòà¼òñÿ
4

5
· 9! = 290304.
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

11 ìàðòà 2018 ã.

9 êëàññ

2 âàðèàíò

Ðåøåíèÿ

1. (2 áàëëà) Ñðåäè øåñòè ðàçëè÷íûõ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ, îò-

ëè÷àþùèõñÿ ïåðåñòàíîâêîé êîýôôèöèåíòîâ, êàêîå íàèáîëüøåå êîëè-

÷åñòâî ìîæåò èìåòü ïî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ?

Îòâåò: 6

Ðåøåíèå: Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, êîýôôèöèåíòû, −5, 1, 2.

Åñëè ÷èñëî −5 ýòî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò èëè ñâîáîäíûé ÷ëåí,

óðàâíåíèå î÷åâèäíî èìååò äâà êîðíÿ ðàçíûõ çíàêîâ.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà −5 � âòîðîé êîýôôèöèåíò, ïîñ÷èòàåì äèñêðè-

ìèíàíò: 52 − 1 · 2 = 23 > 0.

2. (3 áàëëà)Íà êëåò÷àòîé äîñêå 8×8 ðàñïîëîæåíû 256 ôèøåê. Ñî-

ñåäíèìè áóäåì íàçûâàòü âî-ïåðâûõ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó,

à âî-âòîðûõ, äâå êðàéíèå êëåòêè îäíîé âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè.

Òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîé êëåòêè áóäåò ðîâíî 4 ñîñåäíèõ.

Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü 4 ôèøêè, ëåæàùèå íà îäíîé êëåò-

êå, è ïåðåëîæèòü èõ íà 4 ñîñåäíèå êëåòêè. Ïðè ëþáîé ëè íà÷àëüíîé

ðàññòàíîâêå ôèøåê ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà âñåõ êëåòêàõ îêà-

çàëîñü ïîðîâíó ôèøåê?

Îòâåò: Íåò, íå ïðè ëþáîé.

Ðåøåíèå: Ðàñêðàñèì äîñêó â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Êîëè÷åñòâî ôè-

øåê íà ÷¼ðíûõ êëåòêàõ èçìåíÿåòñÿ êàæäûé ðàç íà 4, òî åñòü, â ÷àñò-

íîñòè, íå ìåíÿåò ñâîþ ÷¼òíîñòü. Â êîíöå êîëè÷åñòâî ôèøåê íà ÷¼ð-

íûõ êëåòêàõ äîëæíî áûòü ÷¼òíî, çíà÷èò, åñëè â íà÷àëå èõ êîëè÷åñòâî

íå÷¼òíî, òî íè÷åãî íå ïîëó÷èòñÿ.

Òàêæå äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîäõîäÿò áîëåå ñëîæíûå ðåøåíèÿ, àíàëî-

ãè÷íûå ðåøåíèÿì çàäà÷è íîìåð 5 äåñÿòîãî êëàññà.

3. (3 áàëëà) Ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêèABC è A1B1C1 ñî ñòî-

ðîíîé 12 âïèñàíû â îêðóæíîñòü S òàê, ÷òî òî÷êà A ëåæèò íà äóãå

B1C1, à òî÷êà B ëåæèò íà äóãå A1B1. Íàéäèòå AA
2
1 +BB2

1 + CC2
1 .

Îòâåò: 288

Ðåøåíèå:
33



Çàìåòèì, ÷òî äóãè AB1, BA1 è CC1 ðàâíû. Îáîçíà÷èì èõ ãðàäóñ-

íóþ ìåðó çà 2α. Òîãäà äëèíû äóã AC1 = BB1 = CA1 = 120◦ − 2α.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ACA1 ïîëó÷àåì
AA1

sinACA1
=

AC

AA1C
, îòêóäà AA1 =

12 sin(60◦ + α)

sin 60◦
.

Àíàëîãè÷íî BB1 =
12 sin(60◦ − α)

sin 60◦
è CC1 =

12 sinα

sin 60◦
.

AA2
1+BB2

1+CC2
1 =

122

sin2 60◦
(
sin2(60◦ + α) + sin2(60◦ − α) + sin2 α)

)
=

= 96 ·

(√
3

2
cosα +

1

2
sinα

)2

+

(√
3

2
cosα− 1

2
sinα

)2

+ sin2 α

 =

= 96(3 cos2 α + 3 sin2 α) = 288.

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïëî-

ùàäü íå ïðåâîñõîäèò êâàäðàòà ïîëóïåðèìåòðà, ðàçäåë¼ííîãî íà 5 c

ïîëîâèíîé.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà èìåþò äëèíû x è y. Òîãäà ïîëóïå-

ðèìåòð p =
x + y +

√
x2 + y2

2
. Ïî íåðàâåíñòâàì î ñðåäíèõ ïîëó÷àåì

x + y +
√

x2 + y2

2
⩾ √

xy+

√
xy

√
2
. Òàê êàê ïëîùàäü S = xy

2 , ìû ïîëó÷à-

åì p ⩾
(
1 + 1√

2

)
xy, îòêóäà p2 ⩾

(
3

2
+
√
2

)
xy = (3 + 2

√
2)S > 5, 5S.

5. (3 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå x2+y2 = 2z â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò: x = y = 2n, z = 2n + 1, ãäå n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå

÷èñëî.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî 2z ïðè íàòóðàëüíû âñåãäà ÷¼òíî, ïîýòîìó x è y îäíîé

÷¼òíîñòè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà îáà ýòè ÷èñëà íå÷¼òíû. Â òàêîì

ñëó÷àå ñóììà èõ êâàäðàòîâ äà¼ò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 4. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî 2z = 2, òî åñòü x = y = z = 1.

Åñëè æå x è y ÷¼òíû, òî x2 è y2 äåëÿòñÿ íà 4, îòêóäà 2z äåëèòñÿ

íà 4. Ñîêðàòèì êàæäîå ñëàãàåìîå íà 4, ïîëó÷èì óðàâíåíèåì â íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñëàõ
(x
2

)2
+
(y
2

)2
= 2z−2.
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Ñîêðàùàÿ íà 4 ìû ðàíî èëè ïîçäíî ïðèõîäèì ê ïåðâîé ñèòóàöèè,

êîãäà x è y íå÷¼òíû. Çíà÷èò, îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä x = y = 2n,

z = 2n + 1.

6. (4 áàëëà) Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 3, 5 è 7, ïîïàðíî êà-

ñàþùèåñÿ äðóã äðóãà â òî÷êàõ A, B è C. Íàéäèòå ñóììó ðàññòîÿíèé

îò öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC äî åãî ñòîðîí.

Îòâåò:
7

4
+

7

3
√
6
+

7√
30
.

Ðåøåíèå:

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ó ïåðâîé îêðóæíîñòè: öåíòð �

òî÷êà O1, ðàäèóñ ðàâåí a; ó âòîðîé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O2,

ðàäèóñ ðàâåí b; ó òðåòüåé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êàO3, ðàäèóñ ðà-

âåí c. Òàê êàê òî÷êè A, B, C ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ äâóõ îêðóæ-

íîñòåé èç òðåõ, òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà îòðåçêàõ O1O2, O1O3, O2O3.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà A ëåæèò íà îòðåçêå

O2O3, òî÷êà B � íà O1O3, òî÷êà C � íà O1O2. Öåíòð îïèñàííîé

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC îáîçíà÷èì çà O.

Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà O1O2O3 ðàâíû 8, 10 è 12. Òî÷êè A, B è

C äåëÿò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà O1O2O3 òàê æå, êàê äîëæíû äåëèòü

òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè, çíà÷èò, ýòî îíè è åñòü. Òàêèì

îáðàçîì, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC � ýòî âïèñàí-

íàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêàO1O2O3. Ïîñ÷èòàåì å¼ ðàäèóñ, ïîäåëèâ

ïëîùàäü òðåóãîëüíèêàO1O2O3, âû÷èñëåííóþ ïî ôîðìóëå Ãåðîíà, íà

å¼ ïîëóïåðèìåòð: r =

√
15 · 3 · 5 · 7

15
=
√
7.

Òðåóãîëüíèêè O1BC è OBC ðàâíîáåäðåííûå ñ îñíîâàíèåì BC,

òî÷êè O è O1 ëåæàò íå ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê BC. Òîãäà

ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ïîëó÷àåì OO1 =
√
BO2 +BO2

1 =
√
7 + 32 =√

16 = 4.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíó BC çà M1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

OBO1 ýòà òî÷êà � îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç ïðÿìîãî óãëà,

îòêóäà O1M1 =
BO2

1

OO1
=

9

4
, ñîîòâåòñòâåííî, OM1 = OO1 − O1M1 =

= 4− 9

4
=

7

4
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì OO2 =
√
5 + 52 =

√
30, à OM2 =

7√
30
;
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OO3 =
√
5 + 72 =

√
54, à OM2 =

7√
54

=
7

3
√
6
.

7. (4 áàëëà) Íà ïëîñêîñòè äàí íàáîð òî÷åê, èçâåñòíî ÷òî ëþáûå

òðè ìîæíî ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ïåðåìåñòèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñ

âåðøèíàìè (0, 0), (1, 0), (0, 2) è (1, 2). Òîãäà ìîæíî îäíèì ïàðàëëåëü-

íûì ïåðåíîñîì ïåðåìåñòèòü òóäà ñðàçó âñå.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì ñàìóþ ëåâóþ òî÷êó (ò.å. òî÷êó ñ ñàìîé ìàëåíüêîé àáñ-

öèññîé) è ñàìóþ ïðàâóþ. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç íèõ âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè íå áîëüøå 2, èíà÷å 2 êðàéíèå òî÷-

êè íåëüçÿ ïåðåìåñòèòü â óêàçàííûé ïðÿìîóãîëüíèê. Çàòåì ïðîâåä¼ì

ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå ÷åðåç ñàìóþ âåðõíþþ è ñàìóþ íèæíþþ òî÷-

êè. Àíàëîãè÷íî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå áîëüøå 1.

Ýòè ÷åòûðå ïðÿìûå îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïà-

ðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, ðàçìåðû êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ ïðÿìîóãîëüíèêà èç óñëîâèÿ. Çíà÷èò, ýòîò

ïðÿìîóãîëüíèê. âìåñòå ñî âñåìè ëåæàùèìè â í¼ì òî÷êàìè, ìîæíî

ïåðåìåñòèòü â ïðÿìîóãîëüíèê èç óñëîâèÿ.

8. (4 áàëëà) Íà 23 ôåâðàëÿ ìàëü÷èêó Æåíå ïîäàðèëè øîêîëàäêó

ðàçìåðîì 2 × 4, íà êàæäîì êóñî÷êå êîòîðîé íàðèñîâàíà êàðòèíêà,

êàæäàÿ êàðòèíêà âñòðå÷àåòñÿ âñåãî îäèí ðàç. Çà êàæäûé õîä Æåíÿ

ìîæåò îòêóñèòü îäèí êóñî÷åê, ó êîòîðîãî íå áîëåå äâóõ îáùèõ ñòî-

ðîí c äðóãèìè, åù¼ íå ñúåäåííûìè, êóñî÷êàìè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

Æåíÿ ìîæåò ñúåñòü ñâîþ øîêîëàäêó?

Îòâåò: 6720.

Ðåøåíèå:

Ïåðâîé îáÿçàòåëüíî ñúåäàåòñÿ óãëîâàÿ êëåòêà (4 ñïîñîáà). Ïîñëå

ýòîãî åñòü 4 âàðèàíòà:

1) Âòîðîé ñúåäàåòñÿ ñîñåäíÿÿ óãëîâàÿ êëåòêà (1 ñïîñîá). Îñòà¼òñÿ

ïðÿìîóãîëüíèê 2 × 3. Èç íåãî ïåðâîé ñúåäàåòñÿ ñíîâà óãëîâàÿ êëåò-

êà (4 ñïîñîáà). Ïîñëå ýòîãî îñòà¼òñÿ îäíà íåäîñòóïíàÿ äëÿ ñúåäåíèÿ

êëåòêà.

1.1) ×åòâ¼ðòîé ñúåäàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ êëåòêà, íå ñîñåäíÿÿ ñ íåäî-

ñòóïíîé (1 ñïîñîá). Äàëåå ñúåäàåòñÿ êëåòêà, ñîñåäíÿÿ ñ íåäîñòóïíîé

(3 ñïîñîáà). Îñòàëüíûå 3 êëåòêè ñúåäàþòñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå (3! ñïî-

ñîáîâ). Èòîãî 4 · 1 · 4 · 1 · 3 · 3! = 288 ñïîñîáîâ.
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1.2) ×åòâ¼ðòîé ñúåäàåòñÿ êëåòêà, ñîñåäíÿÿ ñ íåäîñòóïíîé (3 ñïîñî-

áà). Îñòàëüíûå 4 êëåòêè ñúåäàþòñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå (4! ñïîñîáîâ).

Èòîãî 4 · 1 · 4 · 3 · 4! = 1152 ñïîñîáà.

Èòîãî â ñóììå 1440 ñïîñîáîâ äëÿ ñëó÷àé 1).

2) Âòîðîé ñúåäàåòñÿ ñîñåäíÿÿ íåóãëîâàÿ êëåòêà (1 ñïîñîá). Ïîñëå

ýòîãî îñòà¼òñÿ îäíà íåäîñòóïíàÿ äëÿ ñúåäåíèÿ êëåòêà, ó êîòîðîé òðè

ñîñåäíèõ.

2.1) Òðåòüåé ñúåäàåòñÿ îäíà èç òð¼õ êëåòîê ðÿäîì ñ íåäîñòóïíîé (3

ñïîñîáà). Äàëåå ñòàíîâÿòñÿ äîñòóïíûìè âñå êëåòêè, êîòîðûå ìîæíî

ñúåñòü 5! ñïîñîáàìè. Èòîãî 4 · 1 · 3 · 5! = 1440.

2.2) Òðåòüåé ñúåäàåòñÿ êëåòêà, íå ñîñåäíÿÿ ñ íåäîñòóïíîé (2 ñïî-

ñîáà).

2.2.1) ×åòâ¼ðòîé ñúåäàåòñÿ îäíà èç òð¼õ êëåòîê ðÿäîì ñ íåäîñòóï-

íîé (3 ñïîñîáà). Äàëåå ñòàíîâÿòñÿ äîñòóïíûìè âñå êëåòêè, êîòîðûå

ìîæíî ñúåñòü 4! ñïîñîáàìè. Èòîãî 4 · 1 · 2 · 3 · 4! = 576 ñïîñîáîâ.

2.2.2) ×åòâ¼ðòîé ñúåäàåòñÿ êëåòêà, íå ñîñåäíÿÿ ñ íåäîñòóïíîé (1

ñïîñîá). Çàòåì ñúåäàåòñÿ îäíà èç êëåòîê, ñîñåäíèõ ñ íåäîñòóïíîé (3

ñïîñîáà). Äàëåå ñòàíîâÿòñÿ äîñòóïíûìè âñå êëåòêè, êîòîðûå ìîæíî

ñúåñòü 3! ñïîñîáàìè. Èòîãî 4 · 1 · 2 · 1 · 3 · 3! = 144 ñïîñîáà.

Èòîãî â ñóììå 2160 ñïîñîáîâ äëÿ ñëó÷à 2).

3) Âòîðîé ñúåäàåòñÿ óãëîâàÿ êëåòêà íà òîé æå äëèííîé ñòîðîíå,

÷òî è óæå ñúåäåííàÿ. Ïîñëå ýòîãî îñòà¼òñÿ äâå íåäîñòóïíûå äëÿ ñúå-

äåíèÿ êëåòêè, ó êîòîðîé òðè ñîñåäíèõ. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíà-

ëîãè÷íû ñëó÷àþ 1). Â èòîãå òå æå ñàìûå 1440 ñïîñîáîâ.

4) Âòîðîé ñúåäàåòñÿ êëåòêà, ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñúåäåííîé (1 ñïî-

ñîáîâ).

4.1)Åñëè ïîñëå ýòîãî ìû ñúåäàåì óãëîâóþ êëåòêó, ó íàñ îñòà¼òñÿ

ôèãóðà, òà æå, ÷òî è â ñëó÷àå 1), ñúåñòü êîòîðóþ cdot3 · 4! + cdot3 · 3!
ñïîñîáîâ. Ýòî ÷èñëî íàäî óìíîæèòü íà 8 è ïîëó÷àåòñÿ 720 ñïîñîáîâ.

4.2) Åñëè ñúåäàåòñÿ íå óãëîâàÿ êëåòêà, âñå êëåòêè ñòàíîâÿòñÿ äî-

ñòóïíû, è èõ ìîæíî ñúåñòü 5! ñïîñîáàìè. Èòîãî 4 · 1 · 2 · 5! = 960

cïîñîáîâ.

Âñåãî äëÿ âàðèàíòà 4) ïîëó÷àåòñÿ 1680 ñïîñîáîâ.

Èòîãî 6720 ñïîñîáîâ.
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