
Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

11 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 16 è BC = 10 îêðóæíîñòè, ïîñòðîåí-
íûå íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äëèíà äèàãîíàëè
AC ðàâíà 10. Íàéäèòå äëèíó BD.

Îòâåò: Îòâåò: 24

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ îêðóæíîñòåé çà O. Òîãäà òàê êàê îêðóæíîñòè ïîñòðîåíû
íà ñòîðîíàõ òðàïåöèè AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, òî óãëû ∠AOB, ∠BOC è ∠COD �
ïðÿìûå, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A, O, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è òî÷êè B, O, D ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, òî åñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC è CD çàK, L èM ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê KL è LM �
ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABC è BCD, KL ∥ AC è LM ∥ BD. Çíà÷èò, KL ⊥ LM , òî åñòü

òðåóãîëüíèê KLM � ïðÿìîóãîëüíûé. Êðîìå òîãî, KL =
AC

2
= 5, à KM =

AD +BC

2
= 13,

çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, LM = 12. Îòñþäà BD = 2LM = 24.
Âìåñòî ðàññóæäåíèé ñî ñðåäíèìè ëèíèÿìè ìîæíî ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèêè BOC è AOD,

êîòîðûå ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 10 : 16 = 5 : 8. Òàê êàê AC = 10, òî OC =
5

13
AC =

50

13
.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà â òðåóãîëüíèêå BOC íàõîäèì OB =

√
102 − 2500

169
=

120

13
. Îòñþäà BD =

13

5
OB =

13

5
· 120
13

= 24.

2. (3 áàëëà) Â ðàâíîãðàííîì òåòðàýäðå îòìåòèëè îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ åãî
ìåäèàí. Êàæäîå îñíîâàíèå ìåäèàíû òåòðàýäðà ñîåäèíèëè ñ ñåðåäèíàìè òð¼õ îñòàëüíûõ. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ìíîãîãðàííèê � ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä.

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîðû âåðøèí òåòðàýäðà çà a⃗, b⃗, c⃗ è d⃗. Òîãäà îñíîâàíèÿ ìåäèàí

çàäàþòñÿ ôîðìóëîé
b⃗+ c⃗+ d⃗

3
è àíàëîãè÷íûìè åé, à ñåðåäèíû ìåäèàí ôîðìóëîé

a⃗+b⃗+c⃗
3

+ d⃗

2
=

a⃗+ b⃗+ c⃗+ 3d⃗

6
è àíàëîãè÷íûìè åé.

Âû÷èòàÿ îäèí ðàäèóñ-âåêòîð èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì âåêòîðû ð¼áåð ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî-

ãðàííèêà
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
è àíàëîãè÷íûå åìó. Ïðè ýòîì êàæäûé òàêîé âåêòîð ìû ïîëó÷àåì äâà

ðàçà, ò.å. âñåãî 6 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ. Êðîìå òîãî, âìåñòî ñ âåêòîðîì
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
ìû òàê-

æå ïîëó÷àåì è ïðîòèâîïîëîæíûé åìó âåêòîð
−a⃗+ b⃗+ c⃗− d⃗

6
, êîòîðûé åìó êîëëèíåàðåí. Òàêèì

îáðàçîì, ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî íàø ìíîãîãðàííèê ïàðàëëåëåïèïåä.
Óìíîæèâ äëèíû âñåõ âåêòîðîâ íà 6, ïîíèìàåì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âçàèìíóþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü òð¼õ âåêòîðîâ: a⃗ − b⃗ − c⃗ + d⃗, a⃗ + b⃗ − c⃗ − d⃗ è a⃗ − b⃗ + c⃗ − d⃗. Ðàññìîòðèì
ïåðâûå äâà âåêòîðà. Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ a⃗ − c⃗ = x⃗ è b⃗ − d⃗ = y⃗. Òîãäà íàì
íóæíî äîêàçàòü, ÷òî x⃗ − y⃗ ⊥ x⃗ + y⃗, òî åñòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî
0. Èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòî x⃗2 − y⃗2, à ðàâåíñòâî åãî íóëþ ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó x⃗2 è
y⃗2, òî åñòü ðàâåíñòâó äëèí x⃗ è y⃗. Íî ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáðà
òåòðàýäðà ðàâíû, ÷òî ñëåäóåò èç ðàâíîãðàííîñòè òåòðàýäðà. Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü îñòàëüíûõ
ïàð âåêòîðîâ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè y = e3x+5 è y = (lnx− 5)/3.

Îòâåò:
√
2(2 +

ln 3

3
).

Ðåøåíèå: Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èõ áëèæàéøè-
ìè òî÷êàìè. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè, ìåæäó ãðàôèêàìè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè ðàññòîÿíèå,3



ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó, à èõ ãðàôèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x è,
êðîìå òîãî, íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íå¼.

Åñëè ìû íàéä¼ì íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = e3x+5 òî÷êó A, áëèæàéøóþ ê ïðÿìîé y = x, òî
òî÷êà A′, ñèììåòðè÷íàÿ åé, î÷åâèäíî, áóäåò áëèæàéøåé ê ýòîé ïðÿìîé íà ãðàôèêå ôóíêöèè
y = (lnx− 5)/3. Åñëè ïðîâåñòè ÷åðåç ýòè òî÷êè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé y = x, ãðàôèêè
îáåèõ ôóíêöèé îêàæóòñÿ âíå ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé ýòèìè ïðÿìûìè, çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè íà ýòèõ ãðàôèêàõ íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè A è A′,
çíà÷èò, AA′ è åñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷êè A ýòî (x; e3x+5), òîãäà A′ èìååò êîîðäèíàòû (e3x+5;x) è ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè

ρ(x) =
√

(x− e3x+5)2 + (e3x+5 − x)2 =
√
2(e3x+5 − x)2 =

√
2|e3x+5 − x|

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = e3x+5−x è íàéäåì åå ìèíèìóì c ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé: f ′(x) =

3e3x+5 − 1. Ïðèðàâíèâàÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ â òî÷êå x0, ìû ïîëó÷àåì x0 =
− ln 3− 5

3
.

Òîãäà ïðè x < x0 ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò, à ïðè x > x0 � âîçðàñòàåò, ñëåäîâàòåëüíî â òî÷êå
x0 ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

f(x0) =
1

3
+

ln 3 + 5

3
> 0, ñëåäîâàòåëüíî f(x) > 0 ïðè x ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, ρ(x) =
√
2(e3x+5 − x).

Çàìåòèì, ÷òî ρ(x) îòëè÷àåòñÿ îò f(x) äîìíîæåíèåì íà
√
2, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì ôóíê-

öèè äîñòèãàåòñÿ â òîé æå òî÷êå, ÷òî è ìèíèìóì ôóíêöèè f(x). Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå

ðàññòîÿíèå ðàâíî:
√
2

(
2 +

ln 3

3

)
.

4. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 450 ãîðîäîâ è 6 àâèàêîìïàíèé. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäèíå-
íû ðåéñàìè îäíîé èç øåñòè àâèàêîìïàíèé. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àâèàêîìïàíèÿ
è áîëüøå 150 ãîðîäîâ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ ðåéñàìè ýòîé àâèà-
êîìïàíèè (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè)?

Îòâåò: Íåò, ýòî íå îáÿçàòåëüíî âåðíî.

Ðåøåíèå: Ïîñòðîèì êîíòðïðèìåð. Ðàçîáú¼ì ãîðîäà íà 6 ãðóïï ïî 75 ãîðîäîâ. Íàçîâ¼ì ýòè
ãðóïïû A, B, C, D, E, F .

Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû ñîåäèíèì ãîðîäà ðåéñàìè êîìïàíèè íîìåð 1.
Êîìïàíèÿ íîìåð 2 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû B, C ñ D, à E ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 3 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû D, B ñ E, à C ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 4 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû C, B ñ F , à D ñ E.
Êîìïàíèÿ íîìåð 5 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû E, B ñ C, à D ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 6 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû F , B ñ D, à C ñ E.
Òàêèì îáðàçîì, ðåéñû êîìïàíèè íîìåð 1 ñâÿçûâàþò ïî 75 ãîðîäîâ, à ðåéñû îñòàëüíûõ êîì-

ïàíèé ðîâíî ïî 150.
Ýòî ïîñòðîåíèå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå. Ðàçíûå êîìïàíèè îáîçíà÷åíû ðàçíûìè

öâåòàìè.

Äàííûé êîíòðïðèìåð, ðàçóìååòñÿ, íå åäèíñòâåííûé.

4



5. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó 4f(x+ y) = f(x)f(y) è óñëîâèþ f(1) = 12.

Îòâåò: f(x) = 4 · 3x.
Ðåøåíèå:

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî f(x) ⩾ 0. Äåéñòâèòåëüíî, 4f(x) = f
(
x
2

)2 ⩾ 0.
Ïîäñòàâèâ â óñëîâèå çàäà÷è x = y = 0, ïîëó÷àåì 4f(0) = f(0) · f(0) îòêóäà f(0) = 0 èëè

f(0) = 4. Åñëè f(0) = 0, òî 4f(x + 0) = f(x)f(0), îòêóäà f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x, ÷òî íåâåðíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, f(0) = 4.

Ïîäñòàâëÿÿ y = 1, ïîëó÷àåì 4f(x + 1) = f(x) · f(1), òî åñòü f(x + 1) = 3f(x). Îòñþäà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàõîäèì f(n) = f(0)3n = 4 · 3n.

Òàêæå ëåãêî ïî èíäóêöèè äîêàçàòü ôîðìóëó f(x1 + x2 + ... + xn) =
1

4n−1f(x1)f(x2) . . . f(xn),

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, f(1) = f
(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

4n−1 (f(
1
n
))n. Çíà÷èò, f

(
1
n

)n
= 3 ·4n, îòêóäà f

(
1
n

)
=

4 · 3 1
n äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
Îòñþäà f

(
m
n

)
= f

(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

4m−1 (f(
1
n
))m = 1

4m−14
m · 3m

n = 4 · 3m
n äëÿ íàòóðàëüíûõ m è

n.
Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè äðîáÿìè: 4f(0) = 4f

(
m
n
− m

n

)
= f

(
m
n

)
f
(
−m

n

)
, îòêóäà

f
(
−m

n

)
= 4 · 3−m

n .
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) = 4·3x äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà òàêæå íåïðåðûâíà, à åñëè äâå ôóíêöèè ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî
îíè ñîâïàäàþò íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

6. (3 áàëëà) Ïóñòü x, y, z è t � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x+y+z+t = 5. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî √

x2 + y2 +
√
x2 + 1 +

√
z2 + y2 +

√
z2 + t2 +

√
t2 + 9 ⩾ 10

.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèå òî÷êè: A(0, 0); B(x, 1); C(x+ y, 1+ x); D(x+ y+ z, 1+
x+ y); E(x+ y+ z + t, 1 + x+ y+ z); F (x+ y+ z + t+ 3, 1 + x+ y+ z + t). Òîãäà äëèíà ëîìàíîé
ABCDEF ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, êîòîðîå òðåáóåòñÿ îöåíèòü. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà
äëèíà ëîìàíîé ABCDEF íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà AF . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x+ y + z + t = 5,
êîîðäèíàòû òî÷êè F ýòî (8, 6) à äëèíà îòðåçêà AF = 10.

7. (4 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin x+ sin 3x+ . . .+ sin 2017x = cos x+ cos 3x+ . . .+ cos 2017x.

Îòâåò:

1) x =
πk

1009
, k ∈ Z, k íå äåëèòñÿ íà 1009.

2) x =
π + 4πk

4036
, k ∈ Z.

Ðåøåíèå:

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïî èíäóêöèè â ñëó÷àå, åñëè sinx ̸= 0:

n∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
sin2(nx)

sinx

n∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
=

sin(nx) cos(nx)

sin x

Ïåðâàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: sin x =
sin2 x

sinx
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
n∑

k=1

sin((2k − 1)x) + sin ((2n+ 1)x) =
sin2(nx)

sin x
+ sin ((2n+ 1)x) = 5



=
sin2(nx) + sin (2nx+ x) sinx

sin x
=

sin2(nx) + sin(2nx) cos x sin x+ cos(2nx) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) + 2 sin(nx) cos(nx) cos x sinx+ (cos2(nx)− sin2(nx)) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) cos2 x+ 2 sin(nx) cos(nx) cos x sin x+ cos2(nx) sin2 x

sinx
=

=
(sin(nx) cos(x) + cosnx sin x)2

sin x
=

sin2((n+ 1)x)

sinx
.

Âòîðàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: cos x =
sin 2x

2 sin x
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
n∑

k=1

cos((2k − 1)x) + cos ((2n+ 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
+ cos ((2n+ 1)x) =

=
sin(2nx) + 2 cos (2nx+ x) sinx

2 sin x
=

sin(2nx) + 2 cos(2nx) cos x sin x− 2 sin(2nx) sin2 x

2 sin x
=

=
sin(2nx)(1− 2 sin2 x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2nx) cos(2x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2(n+ 1)x)

2 sin x
.

Ðàçáåð¼ì ñíà÷àëà ñëó÷àé sin x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
0, à ïðàâàÿ ýòî 1009 èëè −1009, òî åñòü ÷èñëà x = πk ïðè öåëûõ k íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
çàäà÷è.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûìè âûøå ôîðìóëàìè, ïðåâðàòèì èñõîäíîå óðàâíåíèå â
sin2 1009x

sin x
=

sin 1009x cos 1009x

sinx
, îòêóäà sin 1009x = 0 èëè sin 1009x = cos 1009x.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1009x = πk, k ∈ Z, îòêóäà x =
πk

1009
, k ∈ Z. Ïðè ýòîì, òàê êàê

sinx ̸= 0, ÷èñëî k íå äåëèòñÿ íà 1009.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1009x =
π

4
+ πk, k ∈ Z, îòêóäà x =

π + 4πk

4036
, k ∈ Z. Äëÿ òàêèõ

÷èñåë sin x ̸= 0, ïîýòîìó èç ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé íèêàêèå ÷èñëà èñêëþ÷àòü íå ïðèõîäèòñÿ.

8. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:
ñòèðàòü äâå ñîñåäíèå öèôðû, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 9, è çàïèñûâàòü ýòó ñóììó íà
èõ ìåñòî. Èçíà÷àëüíî áûëî íàïèñàíî 200-çíà÷íîå ÷èñëî 12341234 . . . 1234. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ïðîäåëûâàëè óêàçàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòàëî íåâîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ìîãëî îêàçàòüñÿ íà äîñêå â ðåçóëüòàòå?

Îòâåò:

64 . . . 64 � 100-çíà÷íîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå:

Ñóììà öèôð èñõîäíîãî ÷èñëà (1 + 2 + 3 + 4) · 50 = 500. Ñóììà öèôð êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêàÿ
æå.

Ðàçîáú¼ì öèôðû êîíå÷íîãî ÷èñëà íà ïàðû: ïåðâóþ ñî âòîðîé, òðåòüþ ñ ÷åòâ¼ðòîé, è ò.ä.
Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ìîæåò îñòàòüñÿ áåç ïàðû. Â êàæäîé ïàðå ñóììà öèôð íå ìåíüøå äåñÿòè,
îòêóäà â ÷èñëå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 100 öèôð. Ïîñêîëüêó 100-çíà÷íûå ÷èñëà ïðåâîñõîäÿò âñå
÷èñëà ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì çíàêîâ, îòâåò â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòîèò èñêàòü ñðåäè íèõ.
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Åñëè â ÷èñëå ðîâíî 100 öèôð, è ñóììà öèôð â êàêîé-òî ïàðå áîëüøå 10, òî îáùàÿ ñóììà
öèôð áîëüøå 500. Çíà÷èò, â êàæäîì 100-çíà÷íîì ÷èñëå, êîòîðîå ìîæåò ó íàñ ïîëó÷èòüñÿ, ñóììà
öèôð â êàæäîé ïàðå ðîâíî 10.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â êàæäîì òàêîì ÷èñëå ñóììà ñîñåäíèõ öèôð
ðàâíà 10 âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, ÷èñëî 376464 . . . 64, â êîòîðîì
ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ.

Â êàæäîé ïàðå íàì íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ïåðâóþ öèôðó è ìèíèìèçèðîâàòü âòîðóþ.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïàðà öèôð ïîëó÷àåòñÿ óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè èç 1234, âòîðàÿ
öèôðà íå ìåíüøå 4 è íàèáîëüøèé âàðèàíò äëÿ êàæäîé ïàðû ýòî 64, îòêóäà ìû ïîëó÷àåì îòâåò.
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

11 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 12 è BC = 8 îêðóæíîñòè, ïîñòðîåííûå
íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äëèíà äèàãîíàëè
AC ðàâíà 12. Íàéäèòå äëèíó BD.

Îòâåò: Îòâåò: 16

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ îêðóæíîñòåé çà O. Òîãäà òàê êàê îêðóæíîñòè ïîñòðîåíû
íà ñòîðîíàõ òðàïåöèè AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, òî óãëû ∠AOB, ∠BOC è ∠COD �
ïðÿìûå, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A, O, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è òî÷êè B, O, D ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, òî åñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC è CD çàK, L èM ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê KL è LM �
ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABC è BCD, KL ∥ AC è LM ∥ BD. Çíà÷èò, KL ⊥ LM , òî åñòü

òðåóãîëüíèê KLM � ïðÿìîóãîëüíûé. Êðîìå òîãî, KL =
AC

2
= 6, à KM =

AD +BC

2
= 10,

çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, LM = 8. Îòñþäà BD = 2LM = 16.
Âìåñòî ðàññóæäåíèé ñî ñðåäíèìè ëèíèÿìè ìîæíî ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèêè BOC è AOD,

êîòîðûå ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 8 : 12 = 2 : 3. Òàê êàê AC = 12, òî OC =
2

5
AC =

24

5
. Ïî

òåîðåìå Ïèôàãîðà â òðåóãîëüíèêå BOC íàõîäèì OB =

√
82 − 242

52
=

32

5
. Îòñþäà BD =

5

2
OB =

5

2
· 32
5

= 16.

2. (3 áàëëà) Â îðòîöåíòðè÷åñêîì òåòðàýäðå îòìåòèëè îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ
åãî ìåäèàí. Êàæäîå îñíîâàíèå ìåäèàíû òåòðàýäðà ñîåäèíèëè ñ ñåðåäèíàìè òð¼õ îñòàëüíûõ.
Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëó÷èâøåìñÿ ìíîãîãðàííèêå âñå ð¼áðà èìåþò ðàâíóþ äëèíó.

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîðû âåðøèí òåòðàýäðà çà a⃗, b⃗, c⃗ è d⃗. Òîãäà îñíîâàíèÿ ìåäèàí

çàäàþòñÿ ôîðìóëîé
b⃗+ c⃗+ d⃗

3
è àíàëîãè÷íûìè åé, à ñåðåäèíû ìåäèàí ôîðìóëîé

a⃗+b⃗+c⃗
3

+ d⃗

2
=

a⃗+ b⃗+ c⃗+ 3d⃗

6
è àíàëîãè÷íûìè åé.

Âû÷èòàÿ îäèí ðàäèóñ-âåêòîð èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì âåêòîðû ð¼áåð ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî-

ãðàííèêà
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
è àíàëîãè÷íûå åìó. Ïðè ýòîì êàæäûé òàêîé âåêòîð ìû ïîëó÷àåì äâà

ðàçà, ò.å. âñåãî 6 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ. Êðîìå òîãî, âìåñòî ñ âåêòîðîì
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
ìû òàêæå

ïîëó÷àåì è ïðîòèâîïîëîæíûé åìó âåêòîð
−a⃗+ b⃗+ c⃗− d⃗

6
, êîòîðûé èìååò òó æå äëèíó. Óìíîæèâ

äëèíû âñåõ âåêòîðîâ íà 6, ïîíèìàåì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâà |⃗a − b⃗ − c⃗ + d⃗| =
|⃗a+ b⃗− c⃗− d⃗| = |⃗a− b⃗+ c⃗+ d⃗|.

Òàêæå ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ a⃗ − c⃗ = x⃗ è b⃗ − d⃗ = y⃗. Ýòè âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþò äâóì ïðî-
òèâîïîëîæíûì ð¼áðàì òåòðàýäðà. Ïîñêîëüêó òåòðàýäð îðòîöåíòðè÷åñêèé, ýòè ð¼áðà ïåðïåíäè-
êóëÿðíû, òî åñòü x⃗y⃗ = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì x⃗2 − 2x⃗y⃗ + y⃗2 = x⃗2 + 2x⃗y⃗ + y⃗2, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî
|x⃗− y⃗| = |x⃗+ y⃗|. Âñïîìèíàÿ, ÷òî òàêîå x⃗ è y⃗, ïîëó÷àåì |⃗a− b⃗− c⃗+ d⃗| = |⃗a+ b⃗− c⃗− d⃗|. Àíàëîãè÷íî
ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ýòè ìîäóëè ðàâíû òàêæå è |⃗a− b⃗+ c⃗+ d⃗|, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè y = e3x+7 è y = (lnx− 7)/3.

Ðåøåíèå: Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èõ áëèæàéøè-
ìè òî÷êàìè. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè, ìåæäó ãðàôèêàìè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè ðàññòîÿíèå,
ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó, à èõ ãðàôèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x è,
êðîìå òîãî, íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íå¼.

Åñëè ìû íàéä¼ì íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = e3x+7 òî÷êó A, áëèæàéøóþ ê ïðÿìîé y = x, òî
òî÷êà A′, ñèììåòðè÷íàÿ åé, î÷åâèäíî, áóäåò áëèæàéøåé ê ýòîé ïðÿìîé íà ãðàôèêå ôóíêöèè
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y = (lnx− 7)/3. Åñëè ïðîâåñòè ÷åðåç ýòè òî÷êè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé y = x, ãðàôèêè
îáåèõ ôóíêöèé îêàæóòñÿ âíå ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé ýòèìè ïðÿìûìè, çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè íà ýòèõ ãðàôèêàõ íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè A è A′,
çíà÷èò, AA′ è åñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷êè A ýòî (x; e3x+7), òîãäà A′ èìååò êîîðäèíàòû (e3x+7;x) è ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè

ρ(x) =
√

(x− e3x+7)2 + (e3x+7 − x)2 =
√
2(e3x+7 − x)2 =

√
2|e3x+7 − x|

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = e3x+7−x è íàéäåì åå ìèíèìóì c ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé: f ′(x) =

3e3x+7 − 1. Ïðèðàâíèâàÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ â òî÷êå x0, ìû ïîëó÷àåì x0 =
− ln 3− 7

3
.

Òîãäà ïðè x < x0 ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò, à ïðè x > x0 � âîçðàñòàåò, ñëåäîâàòåëüíî â òî÷êå
x0 ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

f(x0) =
1

3
+

ln 3 + 7

3
> 0, ñëåäîâàòåëüíî f(x) > 0 ïðè x ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, ρ(x) =
√
2(e3x+7 − x).

Çàìåòèì, ÷òî ρ(x) îòëè÷àåòñÿ îò f(x) äîìíîæåíèåì íà
√
2, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì ôóíê-

öèè äîñòèãàåòñÿ â òîé æå òî÷êå, ÷òî è ìèíèìóì ôóíêöèè f(x). Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå

ðàññòîÿíèå ðàâíî:
√
2

(
8 + ln 3

3

)
.

4. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 200 ãîðîäîâ è 8 àâèàêîìïàíèé. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäè-
íåíû ðåéñàìè îäíîé èç âîñüìè àâèàêîìïàíèé. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àâèàêîì-
ïàíèÿ è áîëüøå 50 ãîðîäîâ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ ðåéñàìè ýòîé
àâèàêîìïàíèè (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè)?

Îòâåò: Íåò, ýòî íå îáÿçàòåëüíî âåðíî.

Ðåøåíèå: Ïîñòðîèì êîíòðïðèìåð. Ðàçîáú¼ì ãîðîäà íà 8 ãðóïï ïî 25 ãîðîäîâ. Íàçîâ¼ì ýòè
ãðóïïû A, B, C, D, E, F , G è H

Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû ñîåäèíèì ãîðîäà ðåéñàìè êîìïàíèè íîìåð 1.
Êîìïàíèÿ íîìåð 2 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû B, C ñ H, D ñ G,

à E ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 3 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû D, B ñ C, E ñ H,

à F ñ G.
Êîìïàíèÿ íîìåð 4 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû F , G ñ H, B ñ E,

à C ñ D.
Êîìïàíèÿ íîìåð 5 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû H, B ñ G, C ñ F , à

E ñ D.
Êîìïàíèÿ íîìåð 6 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû E, B ñ F , C ñ G, à

D ñ H.
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Êîìïàíèÿ íîìåð 7 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû C, B ñ H, D ñ F ,
à E ñ G.

Êîìïàíèÿ íîìåð 8 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû G, F ñ H, D ñ B,
à E ñ C.

Òàêèì îáðàçîì, ðåéñû êîìïàíèè íîìåð 1 ñâÿçûâàþò ïî 25 ãîðîäîâ, à ðåéñû îñòàëüíûõ êîì-
ïàíèé ðîâíî ïî 50.

Ýòî ïîñòðîåíèå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå. Ðàçíûå êîìïàíèè îáîçíà÷åíû ðàçíûìè
öâåòàìè.

Äàííûé êîíòðïðèìåð, ðàçóìååòñÿ, íå åäèíñòâåííûé.

5. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó 5f(x+ y) = f(x)f(y) è óñëîâèþ f(1) = 10.

Îòâåò: f(x) = 5 · 2x.
Ðåøåíèå:

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî f(x) ⩾ 0. Äåéñòâèòåëüíî, 5f(x) = f
(
x
2

)2 ⩾ 0.
Ïîäñòàâèâ â óñëîâèå çàäà÷è x = y = 0, ïîëó÷àåì 5f(0) = f(0) · f(0) îòêóäà f(0) = 0 èëè

f(0) = 5. Åñëè f(0) = 0, òî 5f(x + 0) = f(x)f(0), îòêóäà f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x, ÷òî íåâåðíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, f(0) = 5.

Ïîäñòàâëÿÿ y = 1, ïîëó÷àåì 5f(x + 1) = f(x) · f(1), òî åñòü f(x + 1) = 2f(x). Îòñþäà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàõîäèì f(n) = f(0)2n = 5 · 2n.

Òàêæå ëåãêî ïî èíäóêöèè äîêàçàòü ôîðìóëó f(x1 + x2 + ... + xn) =
1

5n−1f(x1)f(x2) . . . f(xn),

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, f(1) = f
(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

5n−1 (f(
1
n
))n. Çíà÷èò, f

(
1
n

)n
= 2 ·5n, îòêóäà f

(
1
n

)
=

5 · 2 1
n äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
Îòñþäà f

(
m
n

)
= f

(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

5m−1 (f(
1
n
))m = 1

5m−15
m · 2m

n = 5 · 2m
n äëÿ íàòóðàëüíûõ m è

n.
Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè äðîáÿìè: 5f(0) = 5f

(
m
n
− m

n

)
= f

(
m
n

)
f
(
−m

n

)
, îòêóäà

f
(
−m

n

)
= 5 · 2−m

n .
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) = 5·2x äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà òàêæå íåïðåðûâíà, à åñëè äâå ôóíêöèè ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî
îíè ñîâïàäàþò íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

6. (3 áàëëà) Ïóñòü x, y, z è t � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x+y+z+t = 4. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî √

x2 + t2 +
√
z2 + 1 +

√
z2 + t2 +

√
y2 + x2 +

√
y2 + 64 ⩾ 13.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèå òî÷êè: A(0, 0); B(x, t); C(x+z, t+1);D(x+z+t, t+1+z);
E(x + z + t + y, t + 1 + z + x); F (x + z + t + y + 8, t + 1 + z + x + y). Òîãäà äëèíà ëîìàíîé
ABCDEF ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, êîòîðîå òðåáóåòñÿ îöåíèòü. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà
äëèíà ëîìàíîé ABCDEF íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà AF . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x+ y + z + t = 4,
êîîðäèíàòû òî÷êè F ýòî (12, 5) à äëèíà îòðåçêà AF = 13.

7. (4 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin x+ sin 3x+ . . .+ sin 2013x = cos x+ cos 3x+ . . .+ cos 2013x.

Îòâåò:

1) x =
πk

1007
, k ∈ Z, k íå äåëèòñÿ íà 1007.

2) x =
π + 4πk

4028
, k ∈ Z.

Ðåøåíèå:

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïî èíäóêöèè â ñëó÷àå, åñëè sinx ̸= 0:

n∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
sin2(nx)

sinx

n∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
=

sin(nx) cos(nx)

sin x 10



Ïåðâàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: sin x =
sin2 x

sinx
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
n∑

k=1

sin((2k − 1)x) + sin ((2n+ 1)x) =
sin2(nx)

sin x
+ sin ((2n+ 1)x) =

=
sin2(nx) + sin (2nx+ x) sinx

sin x
=

sin2(nx) + sin(2nx) cos x sin x+ cos(2nx) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) + 2 sin(nx) cos(nx) cos x sinx+ (cos2(nx)− sin2(nx)) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) cos2 x+ 2 sin(nx) cos(nx) cos x sin x+ cos2(nx) sin2 x

sinx
=

=
(sin(nx) cos(x) + cosnx sin x)2

sin x
=

sin2((n+ 1)x)

sinx
.

Âòîðàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: cos x =
sin 2x

2 sin x
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
n∑

k=1

cos((2k − 1)x) + cos ((2n+ 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
+ cos ((2n+ 1)x) =

=
sin(2nx) + 2 cos (2nx+ x) sinx

2 sin x
=

sin(2nx) + 2 cos(2nx) cos x sin x− 2 sin(2nx) sin2 x

2 sin x
=

=
sin(2nx)(1− 2 sin2 x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2nx) cos(2x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2(n+ 1)x)

2 sin x
.

Ðàçáåð¼ì ñíà÷àëà ñëó÷àé sin x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
0, à ïðàâàÿ ýòî 1007 èëè −1007, òî åñòü ÷èñëà x = πk ïðè öåëûõ k íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
çàäà÷è.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûìè âûøå ôîðìóëàìè, ïðåâðàòèì èñõîäíîå óðàâíåíèå â
sin2 1007x

sin x
=

sin 1007x cos 1007x

sinx
, îòêóäà sin 1007x = 0 èëè sin 1007x = cos 1007x.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1007x = πk, k ∈ Z, îòêóäà x =
πk

1007
, k ∈ Z. Ïðè ýòîì, òàê êàê

sinx ̸= 0, ÷èñëî k íå äåëèòñÿ íà 1007.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1007x =
π

4
+ πk, k ∈ Z, îòêóäà x =

π + 4πk

4028
, k ∈ Z. Äëÿ òàêèõ

÷èñåë sin x ̸= 0, ïîýòîìó èç ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé íèêàêèå ÷èñëà èñêëþ÷àòü íå ïðèõîäèòñÿ.

8. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:
ñòèðàòü äâå ñîñåäíèå öèôðû, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 9, è çàïèñûâàòü ýòó ñóììó íà
èõ ìåñòî. Èçíà÷àëüíî áûëî íàïèñàíî 300-çíà÷íîå ÷èñëî 12251225 . . . 1225. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ïðîäåëûâàëè óêàçàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòàëî íåâîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ìîãëî îêàçàòüñÿ íà äîñêå â ðåçóëüòàòå?

Îòâåò:

55 . . . 55 � 150-çíà÷íîå ÷èñëî.
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Ðåøåíèå:

Ñóììà öèôð èñõîäíîãî ÷èñëà (1 + 2 + 2 + 5) · 75 = 750. Ñóììà öèôð êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêàÿ
æå.

Ðàçîáú¼ì öèôðû êîíå÷íîãî ÷èñëà íà ïàðû: ïåðâóþ ñî âòîðîé, òðåòüþ ñ ÷åòâ¼ðòîé, è ò.ä.
Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ìîæåò îñòàòüñÿ áåç ïàðû. Â êàæäîé ïàðå ñóììà öèôð íå ìåíüøå äåñÿòè,
îòêóäà â ÷èñëå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 150 öèôð. Ïîñêîëüêó 150-çíà÷íûå ÷èñëà ïðåâîñõîäÿò âñå
÷èñëà ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì çíàêîâ, îòâåò â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòîèò èñêàòü ñðåäè íèõ.

Åñëè â ÷èñëå ðîâíî 150 öèôð, è ñóììà öèôð â êàêîé-òî ïàðå áîëüøå 10, òî îáùàÿ ñóììà
öèôð áîëüøå 750. Çíà÷èò, â êàæäîì 150-çíà÷íîì ÷èñëå, êîòîðîå ìîæåò ó íàñ ïîëó÷èòüñÿ, ñóììà
öèôð â êàæäîé ïàðå ðîâíî 10.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â êàæäîì òàêîì ÷èñëå ñóììà ñîñåäíèõ öèôð
ðàâíà 10 âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, ÷èñëî 375555 . . . 55, â êîòîðîì
ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ.

Â êàæäîé ïàðå íàì íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ïåðâóþ öèôðó è ìèíèìèçèðîâàòü âòîðóþ.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïàðà öèôð ïîëó÷àåòñÿ óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè èç 1225, âòîðàÿ
öèôðà íå ìåíüøå 5 è íàèáîëüøèé âàðèàíò äëÿ êàæäîé ïàðû ýòî 55, îòêóäà ìû ïîëó÷àåì îòâåò.
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

11 êëàññ
3 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 20 è BC = 14 îêðóæíîñòè, ïîñòðîåí-
íûå íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äëèíà äèàãîíàëè
AC ðàâíà 16. Íàéäèòå äëèíó BD.

Îòâåò: Îòâåò: 30

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ îêðóæíîñòåé çà O. Òîãäà òàê êàê îêðóæíîñòè ïîñòðîåíû
íà ñòîðîíàõ òðàïåöèè AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, òî óãëû ∠AOB, ∠BOC è ∠COD �
ïðÿìûå, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A, O, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è òî÷êè B, O, D ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, òî åñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC è CD çàK, L èM ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê KL è LM �
ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABC è BCD, KL ∥ AC è LM ∥ BD. Çíà÷èò, KL ⊥ LM , òî åñòü

òðåóãîëüíèê KLM � ïðÿìîóãîëüíûé. Êðîìå òîãî, KL =
AC

2
= 8, à KM =

AD +BC

2
= 17,

çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, LM = 15. Îòñþäà BD = 2LM = 30.
Âìåñòî ðàññóæäåíèé ñî ñðåäíèìè ëèíèÿìè ìîæíî ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèêè BOC è AOD,

êîòîðûå ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 14 : 20 = 7 : 10. Òàê êàê AC = 16, òî OC =
7

17
AC =

112

17
.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà â òðåóãîëüíèêå BOC íàõîäèì OB =

√
142 − 1122

172
=

210

17
. Îòñþäà BD =

17

7
OB =

17

7
· 210
17

= 30.

2. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîì òåòðàýäðå îòìåòèëè îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ åãî ìå-
äèàí. Êàæäîå îñíîâàíèå ìåäèàíû òåòðàýäðà ñîåäèíèëè ñ ñåðåäèíàìè òð¼õ îñòàëüíûõ. Ïîëó-
÷èâøèéñÿ ìíîãîãðàííèê îêàçàëñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûé
òåòðàýä � ðàâíîãðàííûé.

Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîðû âåðøèí òåòðàýäðà çà a⃗, b⃗, c⃗ è d⃗. Òîãäà îñíîâàíèÿ ìåäèàí çà-

äàþòñÿ ôîðìóëîé
b⃗+ c⃗+ d⃗

3
è àíàëîãè÷íûìè åé, à ñåðåäèíû ìåäèàí ôîðìóëîé

a⃗+b⃗+c⃗
3

+ d⃗

2
=

a⃗+ b⃗+ c⃗+ 3d⃗

6
è àíàëîãè÷íûìè åé.

Âû÷èòàÿ îäèí ðàäèóñ-âåêòîð èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì âåêòîðû ð¼áåð ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî-

ãðàííèêà
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
è àíàëîãè÷íûå åìó. Ïðè ýòîì êàæäûé òàêîé âåêòîð ìû ïîëó÷àåì äâà

ðàçà, ò.å. âñåãî 6 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ. Êðîìå òîãî, âìåñòî ñ âåêòîðîì
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
ìû òàê-

æå ïîëó÷àåì è ïðîòèâîïîëîæíûé åìó âåêòîð
−a⃗+ b⃗+ c⃗− d⃗

6
, êîòîðûé åìó êîëëèíåàðåí. Òàêèì

îáðàçîì, êñòàòè, ìû äîêàçàëè, ÷òî íàø ìíîãîãðàííèê ïàðàëëåëåïèïåä â ëþáîì òåòðàýäðå.
Óìíîæèâ äëèíû âñåõ âåêòîðîâ íà 6, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî âçàèì-

íîé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè òð¼õ âåêòîðîâ: a⃗− b⃗− c⃗+d⃗, a⃗+ b⃗− c⃗−d⃗ è a⃗− b⃗+ c⃗−d⃗. Ðàññìîòðèì ïåðâûå
äâà âåêòîðà. Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ a⃗ − c⃗ = x⃗ è b⃗ − d⃗ = y⃗. Òîãäà ìû çíàåì, ÷òî
x⃗− y⃗ ⊥ x⃗+ y⃗, òî åñòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî 0. Èõ ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ýòî x⃗2− y⃗2, à ðàâåíñòâî åãî íóëþ ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó x⃗2 è y⃗2, òî åñòü ðàâåíñòâó äëèí
x⃗ è y⃗. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáðà òåòðàýäðà ðàâíû. Àíàëîãè÷íî ìû ïîëó÷à-
åì ðàâåíñòâî îñòàëüíûõ ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåá¼ð, ñëåäîâàòåëüíî, òåòðàýäð äåéñòâèòåëüíî
ðàâíîãðàííûé.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè y = e5x+7 è y = (lnx− 7)/5.

Ðåøåíèå: Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èõ áëèæàéøè-
ìè òî÷êàìè. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè, ìåæäó ãðàôèêàìè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè ðàññòîÿíèå,
ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó, à èõ ãðàôèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x è,
êðîìå òîãî, íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íå¼.
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Åñëè ìû íàéä¼ì íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = e5x+7 òî÷êó A, áëèæàéøóþ ê ïðÿìîé y = x, òî
òî÷êà A′, ñèììåòðè÷íàÿ åé, î÷åâèäíî, áóäåò áëèæàéøåé ê ýòîé ïðÿìîé íà ãðàôèêå ôóíêöèè
y = (lnx− 7)/5. Åñëè ïðîâåñòè ÷åðåç ýòè òî÷êè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé y = x, ãðàôèêè
îáåèõ ôóíêöèé îêàæóòñÿ âíå ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé ýòèìè ïðÿìûìè, çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè íà ýòèõ ãðàôèêàõ íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè A è A′,
çíà÷èò, AA′ è åñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷êè A ýòî (x; e5x+7), òîãäà A′ èìååò êîîðäèíàòû (e5x+7;x) è ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè

ρ(x) =
√

(x− e5x+7)2 + (e5x+7 − x)2 =
√
2(e5x+7 − x)2 =

√
2|e5x+7 − x|

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = e5x+7−x è íàéäåì åå ìèíèìóì c ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé: f ′(x) =

5e5x+7 − 1. Ïðèðàâíèâàÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ â òî÷êå x0, ìû ïîëó÷àåì x0 =
− ln 5− 7

5
.

Òîãäà ïðè x < x0 ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò, à ïðè x > x0 � âîçðàñòàåò, ñëåäîâàòåëüíî â òî÷êå
x0 ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

f(x0) =
1

5
+

ln 5 + 7

5
> 0, ñëåäîâàòåëüíî f(x) > 0 ïðè x ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, ρ(x) =
√
2(e5x+7 − x).

Çàìåòèì, ÷òî ρ(x) îòëè÷àåòñÿ îò f(x) äîìíîæåíèåì íà
√
2, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì ôóíê-

öèè äîñòèãàåòñÿ â òîé æå òî÷êå, ÷òî è ìèíèìóì ôóíêöèè f(x). Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå

ðàññòîÿíèå ðàâíî:
√
2

(
8 + ln 5

5

)
.

4. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 600 ãîðîäîâ è 6 àâèàêîìïàíèé. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäèíå-
íû ðåéñàìè îäíîé èç øåñòè àâèàêîìïàíèé. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àâèàêîìïàíèÿ
è áîëüøå 200 ãîðîäîâ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ ðåéñàìè ýòîé àâèà-
êîìïàíèè (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè)?

Ðåøåíèå: Ïîñòðîèì êîíòðïðèìåð. Ðàçîáú¼ì ãîðîäà íà 6 ãðóïï ïî 100 ãîðîäîâ. Íàçîâ¼ì ýòè
ãðóïïû A, B, C, D, E, F .

Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû ñîåäèíèì ãîðîäà ðåéñàìè êîìïàíèè íîìåð 1.
Êîìïàíèÿ íîìåð 2 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû B, C ñ D, à E ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 3 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû D, B ñ E, à C ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 4 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû C, B ñ F , à D ñ E.
Êîìïàíèÿ íîìåð 5 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû E, B ñ C, à D ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 6 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû F , B ñ D, à C ñ E.
Òàêèì îáðàçîì, ðåéñû êîìïàíèè íîìåð 1 ñâÿçûâàþò ïî 100 ãîðîäîâ, à ðåéñû îñòàëüíûõ

êîìïàíèé ðîâíî ïî 200.
Ýòî ïîñòðîåíèå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå. Ðàçíûå êîìïàíèè îáîçíà÷åíû ðàçíûìè

öâåòàìè.
Äàííûé êîíòðïðèìåð, ðàçóìååòñÿ, íå åäèíñòâåííûé.

5. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó 3f(x+ y) = f(x)f(y) è óñëîâèþ f(1) = 12.
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Îòâåò: f(x) = 3 · 4x.
Ðåøåíèå:

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî f(x) ⩾ 0. Äåéñòâèòåëüíî, 3f(x) = f
(
x
2

)2 ⩾ 0.
Ïîäñòàâèâ â óñëîâèå çàäà÷è x = y = 0, ïîëó÷àåì 3f(0) = f(0) · f(0) îòêóäà f(0) = 0 èëè

f(0) = 3. Åñëè f(0) = 0, òî 3f(x + 0) = f(x)f(0), îòêóäà f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x, ÷òî íåâåðíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, f(0) = 3.

Ïîäñòàâëÿÿ y = 1, ïîëó÷àåì 3f(x + 1) = f(x) · f(1), òî åñòü f(x + 1) = 4f(x). Îòñþäà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàõîäèì f(n) = f(0)4n = 3 · 4n.

Òàêæå ëåãêî ïî èíäóêöèè äîêàçàòü ôîðìóëó f(x1 + x2 + ... + xn) =
1

3n−1f(x1)f(x2) . . . f(xn),

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, f(1) = f
(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

3n−1 (f(
1
n
))n. Çíà÷èò, f

(
1
n

)n
= 4 ·3n, îòêóäà f

(
1
n

)
=

3 · 4 1
n äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
Îòñþäà f

(
m
n

)
= f

(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

3m−1 (f(
1
n
))m = 1

3m−13
m · 4m

n = 3 · 4m
n äëÿ íàòóðàëüíûõ m è

n.
Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè äðîáÿìè: 3f(0) = 3f

(
m
n
− m

n

)
= f

(
m
n

)
f
(
−m

n

)
, îòêóäà

f
(
−m

n

)
= 3 · 4−m

n .
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) = 3·4x äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà òàêæå íåïðåðûâíà, à åñëè äâå ôóíêöèè ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî
îíè ñîâïàäàþò íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

6. (3 áàëëà) Ïóñòü x, y, z è t � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x+y+z+t = 7. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî √

x2 + y2 +
√
x2 + 1 +

√
z2 + y2 +

√
t2 + 64 +

√
z2 + t2 ⩾ 17.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèå òî÷êè: A(0, 0); B(x, y); C(x+1, y+ x); D(x+1+ y, y+
x+ z); E(x+ 1+ y+ t, y+ x+ z + 8); F (x+ 1+ y+ t+ z, y+ x+ z + 8+ t). Òîãäà äëèíà ëîìàíîé
ABCDEF ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, êîòîðîå òðåáóåòñÿ îöåíèòü. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà
äëèíà ëîìàíîé ABCDEF íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà AF . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x+ y + z + t = 7,
êîîðäèíàòû òî÷êè F ýòî (8, 15) à äëèíà îòðåçêà AF = 17.

7. (4 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin x+ sin 3x+ . . .+ sin 2019x = cos x+ cos 3x+ . . .+ cos 2019x.

Îòâåò:

1) x =
πk

1010
, k ∈ Z, k íå äåëèòñÿ íà 1010.

2) x =
π + 4πk

4040
, k ∈ Z.

Ðåøåíèå:

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïî èíäóêöèè â ñëó÷àå, åñëè sinx ̸= 0:

n∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
sin2(nx)

sinx

n∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
=

sin(nx) cos(nx)

sin x

Ïåðâàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: sin x =
sin2 x

sinx
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
n∑

k=1

sin((2k − 1)x) + sin ((2n+ 1)x) =
sin2(nx)

sin x
+ sin ((2n+ 1)x) =

=
sin2(nx) + sin (2nx+ x) sinx

sin x
=

sin2(nx) + sin(2nx) cos x sin x+ cos(2nx) sin2 x

sinx
=
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=
sin2(nx) + 2 sin(nx) cos(nx) cos x sinx+ (cos2(nx)− sin2(nx)) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) cos2 x+ 2 sin(nx) cos(nx) cos x sin x+ cos2(nx) sin2 x

sinx
=

=
(sin(nx) cos(x) + cosnx sin x)2

sin x
=

sin2((n+ 1)x)

sinx
.

Âòîðàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: cos x =
sin 2x

2 sin x
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
n∑

k=1

cos((2k − 1)x) + cos ((2n+ 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
+ cos ((2n+ 1)x) =

=
sin(2nx) + 2 cos (2nx+ x) sinx

2 sin x
=

sin(2nx) + 2 cos(2nx) cos x sin x− 2 sin(2nx) sin2 x

2 sin x
=

=
sin(2nx)(1− 2 sin2 x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2nx) cos(2x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2(n+ 1)x)

2 sin x
.

Ðàçáåð¼ì ñíà÷àëà ñëó÷àé sin x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
0, à ïðàâàÿ ýòî 1010 èëè −1010, òî åñòü ÷èñëà x = πk ïðè öåëûõ k íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
çàäà÷è.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûìè âûøå ôîðìóëàìè, ïðåâðàòèì èñõîäíîå óðàâíåíèå â
sin2 1010x

sin x
=

sin 1010x cos 1010x

sinx
, îòêóäà sin 1010x = 0 èëè sin 1010x = cos 1010x.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1010x = πk, k ∈ Z, îòêóäà x =
πk

1010
, k ∈ Z. Ïðè ýòîì, òàê êàê

sinx ̸= 0, ÷èñëî k íå äåëèòñÿ íà 1010.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1010x =
π

4
+ πk, k ∈ Z, îòêóäà x =

π + 4πk

4040
, k ∈ Z. Äëÿ òàêèõ

÷èñåë sin x ̸= 0, ïîýòîìó èç ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé íèêàêèå ÷èñëà èñêëþ÷àòü íå ïðèõîäèòñÿ.

8. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:
ñòèðàòü äâå ñîñåäíèå öèôðû, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 9, è çàïèñûâàòü ýòó ñóììó íà èõ
ìåñòî. Èçíà÷àëüíî áûëî íàïèñàíî 200-çíà÷íîå ÷èñëî 3112331123 . . . 31123. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ïðîäåëûâàëè óêàçàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòàëî íåâîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ìîãëî îêàçàòüñÿ íà äîñêå â ðåçóëüòàòå?

Îòâåò:

73 . . . 73 � 80-çíà÷íîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå:

Ñóììà öèôð èñõîäíîãî ÷èñëà (3 + 1 + 1 + 2 + 3) · 40 = 400. Ñóììà öèôð êîíå÷íîãî ÷èñëà
òàêàÿ æå.

Ðàçîáú¼ì öèôðû êîíå÷íîãî ÷èñëà íà ïàðû: ïåðâóþ ñî âòîðîé, òðåòüþ ñ ÷åòâ¼ðòîé, è ò.ä.
Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ìîæåò îñòàòüñÿ áåç ïàðû. Â êàæäîé ïàðå ñóììà öèôð íå ìåíüøå äåñÿòè,
îòêóäà â ÷èñëå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 80 öèôð. Ïîñêîëüêó 80-çíà÷íûå ÷èñëà ïðåâîñõîäÿò âñå
÷èñëà ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì çíàêîâ, îòâåò â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòîèò èñêàòü ñðåäè íèõ.

Åñëè â ÷èñëå ðîâíî 80 öèôð, è ñóììà öèôð â êàêîé-òî ïàðå áîëüøå 10, òî îáùàÿ ñóììà
öèôð áîëüøå 400. Çíà÷èò, â êàæäîì 80-çíà÷íîì ÷èñëå, êîòîðîå ìîæåò ó íàñ ïîëó÷èòüñÿ, ñóììà
öèôð â êàæäîé ïàðå ðîâíî 10.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â êàæäîì òàêîì ÷èñëå ñóììà ñîñåäíèõ öèôð
ðàâíà 10 âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, ÷èñëî 377373 . . . 73, â êîòîðîì
ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ.

16



Â êàæäîé ïàðå íàì íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ïåðâóþ öèôðó è ìèíèìèçèðîâàòü âòîðóþ.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïàðà öèôð ïîëó÷àåòñÿ óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè èç 31123, âòîðàÿ
öèôðà íå ìåíüøå 3 è íàèáîëüøèé âàðèàíò äëÿ êàæäîé ïàðû ýòî 73, îòêóäà ìû ïîëó÷àåì îòâåò.
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

11 êëàññ
4 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 20 è BC = 10 îêðóæíîñòè, ïîñòðîåí-
íûå íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äëèíà äèàãîíàëè
AC ðàâíà 18. Íàéäèòå äëèíó BD.

Îòâåò: Îòâåò: 24

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ îêðóæíîñòåé çà O. Òîãäà òàê êàê îêðóæíîñòè ïîñòðîåíû
íà ñòîðîíàõ òðàïåöèè AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, òî óãëû ∠AOB, ∠BOC è ∠COD �
ïðÿìûå, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A, O, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è òî÷êè B, O, D ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, òî åñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC è CD çàK, L èM ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê KL è LM �
ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABC è BCD, KL ∥ AC è LM ∥ BD. Çíà÷èò, KL ⊥ LM , òî åñòü

òðåóãîëüíèê KLM � ïðÿìîóãîëüíûé. Êðîìå òîãî, KL =
AC

2
= 9, à KM =

AD +BC

2
= 15,

çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, LM = 12. Îòñþäà BD = 2LM = 24.
Âìåñòî ðàññóæäåíèé ñî ñðåäíèìè ëèíèÿìè ìîæíî ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèêè BOC è AOD,

êîòîðûå ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 10 : 20 = 1 : 2. Òàê êàê AC = 18, òî OC =
1

3
AC = 6. Ïî

òåîðåìå Ïèôàãîðà â òðåóãîëüíèêå BOC íàõîäèì OB =
√
102 − 62 = 8. Îòñþäà BD =

3

1
OB =

3 · 8 = 24.

2. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîì òåòðàýäðå îòìåòèëè îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ åãî ìåäè-
àí. Êàæäîå îñíîâàíèå ìåäèàíû òåòðàýäðà ñîåäèíèëè ñ ñåðåäèíàìè òð¼õ îñòàëüíûõ. Â ïîëó÷èâ-
øåìñÿ ìíîãîãðàííèêå âñå 12 ðåá¼ð îêàçàëèñü ðàâíîé äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûé òåòðàýäð
îðòîöåíòðè÷åñêèé.

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîðû âåðøèí òåòðàýäðà çà a⃗, b⃗, c⃗ è d⃗. Òîãäà îñíîâàíèÿ ìåäèàí

çàäàþòñÿ ôîðìóëîé
b⃗+ c⃗+ d⃗

3
è àíàëîãè÷íûìè åé, à ñåðåäèíû ìåäèàí ôîðìóëîé

a⃗+b⃗+c⃗
3

+ d⃗

2
=

a⃗+ b⃗+ c⃗+ 3d⃗

6
è àíàëîãè÷íûìè åé.

Âû÷èòàÿ îäèí ðàäèóñ-âåêòîð èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì âåêòîðû ð¼áåð ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî-

ãðàííèêà
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
è àíàëîãè÷íûå åìó. Ïðè ýòîì êàæäûé òàêîé âåêòîð ìû ïîëó÷àåì äâà

ðàçà, ò.å. âñåãî 6 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ. Êðîìå òîãî, âìåñòî ñ âåêòîðîì
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
ìû òàêæå

ïîëó÷àåì è ïðîòèâîïîëîæíûé åìó âåêòîð
−a⃗+ b⃗+ c⃗− d⃗

6
, êîòîðûé èìååò òó æå äëèíó.

Äîìíîæèì âñå ýòè âåêòîðû íà 6. Óñëîâèå çàäà÷è ñâîäèòüñÿ ê ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì: |⃗a−
b⃗ − c⃗ + d⃗| = |⃗a + b⃗ − c⃗ − d⃗| = |⃗a − b⃗ + c⃗ + d⃗|. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ a⃗ − c⃗ = x⃗ è b⃗ − d⃗ = y⃗. Òîãäà
ðàâåíñòâî ïåðâîãî è âòîðîãî ìîäóëåé ïðåâðàòèòñÿ â |x⃗− y⃗| = |x⃗+ y⃗|. Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â
âèäå ñêàëÿðíûõ êâàäðàòîâ ýòèõ âåêòîðîâ: x⃗2 − 2x⃗y⃗+ y⃗2 = x⃗2 +2x⃗y⃗+ y⃗2, îòêóäà 4x⃗y⃗ = 0, òî åñòü
âåêòîðû x⃗ è y⃗ ïåðïåíäèêóëÿðíû, à ýòî âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ïðîòèâîïîëîæíûì ð¼á-
ðàì òåòðàýäðà. Èç ðàâåíñòâ îñòàëüíûõ ïàð ìîäóëåé ïîëó÷àåì ïåðåïåíäèêóëÿðíîñòü îñòàëüíûõ
ïàð ð¼áåð, à ýòî îäèí èç ïðèçíàêîâ îðòîöåíòðè÷åñêîãî òåòðàýäðà.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè y = e3x+11 è y = (ln x− 11)/3.

Ðåøåíèå: Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èõ áëèæàéøè-
ìè òî÷êàìè. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè, ìåæäó ãðàôèêàìè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè ðàññòîÿíèå,
ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó, à èõ ãðàôèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x è,
êðîìå òîãî, íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íå¼.

Åñëè ìû íàéä¼ì íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = e3x+11 òî÷êó A, áëèæàéøóþ ê ïðÿìîé y = x, òî
òî÷êà A′, ñèììåòðè÷íàÿ åé, î÷åâèäíî, áóäåò áëèæàéøåé ê ýòîé ïðÿìîé íà ãðàôèêå ôóíêöèè
y = (lnx−11)/3. Åñëè ïðîâåñòè ÷åðåç ýòè òî÷êè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé y = x, ãðàôèêè
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îáåèõ ôóíêöèé îêàæóòñÿ âíå ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé ýòèìè ïðÿìûìè, çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè íà ýòèõ ãðàôèêàõ íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè A è A′,
çíà÷èò, AA′ è åñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷êè A ýòî (x; e3x+11), òîãäà A′ èìååò êîîðäèíàòû (e3x+11; x) è ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè

ρ(x) =
√
(x− e3x+11)2 + (e3x+11 − x)2 =

√
2(e3x+11 − x)2 =

√
2|e3x+11 − x|

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = e3x+11 − x è íàéäåì åå ìèíèìóì c ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé:
f ′(x) = 3e3x+11 − 1. Ïðèðàâíèâàÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ â òî÷êå x0, ìû ïîëó÷àåì x0 =
− ln 3− 11

3
.

Òîãäà ïðè x < x0 ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò, à ïðè x > x0 � âîçðàñòàåò, ñëåäîâàòåëüíî â òî÷êå
x0 ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

f(x0) =
1

3
+

ln 3 + 11

3
> 0, ñëåäîâàòåëüíî f(x) > 0 ïðè x ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, ρ(x) =
√
2(e3x+11 − x).

Çàìåòèì, ÷òî ρ(x) îòëè÷àåòñÿ îò f(x) äîìíîæåíèåì íà
√
2, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì ôóíê-

öèè äîñòèãàåòñÿ â òîé æå òî÷êå, ÷òî è ìèíèìóì ôóíêöèè f(x). Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå

ðàññòîÿíèå ðàâíî:
√
2

(
4 +

ln 3

3

)
.

4. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 800 ãîðîäîâ è 8 àâèàêîìïàíèé. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäè-
íåíû ðåéñàìè îäíîé èç âîñüìè àâèàêîìïàíèé. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àâèàêîì-
ïàíèÿ è áîëüøå 200 ãîðîäîâ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ ðåéñàìè ýòîé
àâèàêîìïàíèè (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè)?

Îòâåò: Íåò, ýòî íå îáÿçàòåëüíî âåðíî.

Ðåøåíèå: Ïîñòðîèì êîíòðïðèìåð. Ðàçîáú¼ì ãîðîäà íà 8 ãðóïï ïî 100 ãîðîäîâ. Íàçîâ¼ì ýòè
ãðóïïû A, B, C, D, E, F , G è H

Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû ñîåäèíèì ãîðîäà ðåéñàìè êîìïàíèè íîìåð 1.
Êîìïàíèÿ íîìåð 2 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû B, C ñ H, D ñ G,

à E ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 3 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû D, B ñ C, E ñ H,

à F ñ G.
Êîìïàíèÿ íîìåð 4 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû F , G ñ H, B ñ E,

à C ñ D.
Êîìïàíèÿ íîìåð 5 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû H, B ñ G, C ñ F , à

E ñ D.
Êîìïàíèÿ íîìåð 6 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû E, B ñ F , C ñ G, à

D ñ H.
Êîìïàíèÿ íîìåð 7 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû C, B ñ H, D ñ F ,

à E ñ G.
Êîìïàíèÿ íîìåð 8 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû G, F ñ H, D ñ B,

à E ñ C.
Òàêèì îáðàçîì, ðåéñû êîìïàíèè íîìåð 1 ñâÿçûâàþò ïî 100 ãîðîäîâ, à ðåéñû îñòàëüíûõ

êîìïàíèé ðîâíî ïî 200.
Ýòî ïîñòðîåíèå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå. Ðàçíûå êîìïàíèè îáîçíà÷åíû ðàçíûìè

öâåòàìè.
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Äàííûé êîíòðïðèìåð, ðàçóìååòñÿ, íå åäèíñòâåííûé.

5. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó 2f(x+ y) = f(x)f(y) è óñëîâèþ f(1) = 10.

Îòâåò: f(x) = 2 · 5x.
Ðåøåíèå:

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî f(x) ⩾ 0. Äåéñòâèòåëüíî, 2f(x) = f
(
x
2

)2 ⩾ 0.
Ïîäñòàâèâ â óñëîâèå çàäà÷è x = y = 0, ïîëó÷àåì 2f(0) = f(0) · f(0) îòêóäà f(0) = 0 èëè

f(0) = 2. Åñëè f(0) = 0, òî 2f(x + 0) = f(x)f(0), îòêóäà f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x, ÷òî íåâåðíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, f(0) = 2.

Ïîäñòàâëÿÿ y = 1, ïîëó÷àåì 2f(x + 1) = f(x) · f(1), òî åñòü f(x + 1) = 5f(x). Îòñþäà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàõîäèì f(n) = f(0)5n = 2 · 5n.

Òàêæå ëåãêî ïî èíäóêöèè äîêàçàòü ôîðìóëó f(x1 + x2 + ... + xn) =
1

2n−1f(x1)f(x2) . . . f(xn),

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, f(1) = f
(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

2n−1 (f(
1
n
))n. Çíà÷èò, f

(
1
n

)n
= 5 ·2n, îòêóäà f

(
1
n

)
=

2 · 5 1
n äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
Îòñþäà f

(
m
n

)
= f

(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

2m−1 (f(
1
n
))m = 1

2m−12
m · 5m

n = 2 · 5m
n äëÿ íàòóðàëüíûõ m è

n.
Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè äðîáÿìè: 2f(0) = 2f

(
m
n
− m

n

)
= f

(
m
n

)
f
(
−m

n

)
, îòêóäà

f
(
−m

n

)
= 2 · 5−m

n .
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) = 2·5x äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà òàêæå íåïðåðûâíà, à åñëè äâå ôóíêöèè ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî
îíè ñîâïàäàþò íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

6. (3 áàëëà) Ïóñòü x, y, z è t � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x+y+z+t = 2. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî √

x2 + z2 +
√
x2 + 1 +

√
z2 + y2 +

√
y2 + t2 +

√
t2 + 4 ⩾ 5.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèå òî÷êè: A(0, 0); B(x, z); C(x+1, z+ x); D(x+1+ z, z+
x+ y); E(x+ 1+ z + y, z + x+ y+ t); F (x+ 1+ z + y+ t, z + x+ y+ t+ 2). Òîãäà äëèíà ëîìàíîé
ABCDEF ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, êîòîðîå òðåáóåòñÿ îöåíèòü. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà
äëèíà ëîìàíîé ABCDEF íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà AF . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x+ y + z + t = 2,
êîîðäèíàòû òî÷êè F ýòî (3, 4) à äëèíà îòðåçêà AF = 5.

7. (4 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin x+ sin 3x+ . . .+ sin 2015x = cos x+ cos 3x+ . . .+ cos 2015x.

Îòâåò:

1) x =
πk

1008
, k ∈ Z, k íå äåëèòñÿ íà 1008.

2) x =
π + 4πk

4032
, k ∈ Z.

Ðåøåíèå:

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïî èíäóêöèè â ñëó÷àå, åñëè sinx ̸= 0:
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n∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
sin2(nx)

sinx

n∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
=

sin(nx) cos(nx)

sin x

Ïåðâàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: sin x =
sin2 x

sinx
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
n∑

k=1

sin((2k − 1)x) + sin ((2n+ 1)x) =
sin2(nx)

sin x
+ sin ((2n+ 1)x) =

=
sin2(nx) + sin (2nx+ x) sinx

sin x
=

sin2(nx) + sin(2nx) cos x sin x+ cos(2nx) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) + 2 sin(nx) cos(nx) cos x sinx+ (cos2(nx)− sin2(nx)) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) cos2 x+ 2 sin(nx) cos(nx) cos x sin x+ cos2(nx) sin2 x

sinx
=

=
(sin(nx) cos(x) + cosnx sin x)2

sin x
=

sin2((n+ 1)x)

sinx
.

Âòîðàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: cos x =
sin 2x

2 sin x
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
n∑

k=1

cos((2k − 1)x) + cos ((2n+ 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
+ cos ((2n+ 1)x) =

=
sin(2nx) + 2 cos (2nx+ x) sinx

2 sin x
=

sin(2nx) + 2 cos(2nx) cos x sin x− 2 sin(2nx) sin2 x

2 sin x
=

=
sin(2nx)(1− 2 sin2 x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2nx) cos(2x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2(n+ 1)x)

2 sin x
.

Ðàçáåð¼ì ñíà÷àëà ñëó÷àé sin x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
0, à ïðàâàÿ ýòî 1008 èëè −1008, òî åñòü ÷èñëà x = πk ïðè öåëûõ k íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
çàäà÷è.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûìè âûøå ôîðìóëàìè, ïðåâðàòèì èñõîäíîå óðàâíåíèå â
sin2 1008x

sin x
=

sin 1008x cos 1008x

sinx
, îòêóäà sin 1008x = 0 èëè sin 1008x = cos 1008x.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1008x = πk, k ∈ Z, îòêóäà x =
πk

1008
, k ∈ Z. Ïðè ýòîì, òàê êàê

sinx ̸= 0, ÷èñëî k íå äåëèòñÿ íà 1008.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1008x =
π

4
+ πk, k ∈ Z, îòêóäà x =

π + 4πk

4032
, k ∈ Z. Äëÿ òàêèõ

÷èñåë sin x ̸= 0, ïîýòîìó èç ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé íèêàêèå ÷èñëà èñêëþ÷àòü íå ïðèõîäèòñÿ.
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8. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:
ñòèðàòü äâå ñîñåäíèå öèôðû, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 9, è çàïèñûâàòü ýòó ñóììó íà
èõ ìåñòî. Èçíà÷àëüíî áûëî íàïèñàíî 100-çíà÷íîå ÷èñëî 21162116 . . . 2116. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ïðîäåëûâàëè óêàçàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòàëî íåâîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ìîãëî îêàçàòüñÿ íà äîñêå â ðåçóëüòàòå?

Îòâåò:

46 . . . 46 � 50-çíà÷íîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå:

Ñóììà öèôð èñõîäíîãî ÷èñëà (2 + 1 + 1 + 6) · 25 = 250. Ñóììà öèôð êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêàÿ
æå.

Ðàçîáú¼ì öèôðû êîíå÷íîãî ÷èñëà íà ïàðû: ïåðâóþ ñî âòîðîé, òðåòüþ ñ ÷åòâ¼ðòîé, è ò.ä.
Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ìîæåò îñòàòüñÿ áåç ïàðû. Â êàæäîé ïàðå ñóììà öèôð íå ìåíüøå äåñÿòè,
îòêóäà â ÷èñëå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 50 öèôð. Ïîñêîëüêó 50-çíà÷íûå ÷èñëà ïðåâîñõîäÿò âñå
÷èñëà ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì çíàêîâ, îòâåò â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòîèò èñêàòü ñðåäè íèõ.

Åñëè â ÷èñëå ðîâíî 50 öèôð, è ñóììà öèôð â êàêîé-òî ïàðå áîëüøå 10, òî îáùàÿ ñóììà
öèôð áîëüøå 250. Çíà÷èò, â êàæäîì 50-çíà÷íîì ÷èñëå, êîòîðîå ìîæåò ó íàñ ïîëó÷èòüñÿ, ñóììà
öèôð â êàæäîé ïàðå ðîâíî 10.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â êàæäîì òàêîì ÷èñëå ñóììà ñîñåäíèõ öèôð
ðàâíà 10 âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, ÷èñëî 374646 . . . 46, â êîòîðîì
ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ.

Â êàæäîé ïàðå íàì íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ïåðâóþ öèôðó è ìèíèìèçèðîâàòü âòîðóþ.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïàðà öèôð ïîëó÷àåòñÿ óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè èç 2116, âòîðàÿ
öèôðà íå ìåíüøå 6 è íàèáîëüøèé âàðèàíò äëÿ êàæäîé ïàðû ýòî 46, îòêóäà ìû ïîëó÷àåì îòâåò.
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