
Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

10 êëàññ
1 âàðèàíò
Ðåøåíèÿ

1. (2 áàëëà) ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà óñëîâèåì xn+1 = 3xn + 4xn−1. Ìîæåò ëè
îíà áûòü ïåðèîäè÷åñêîé, íî íå ïîñòîÿííîé?

Îòâåò: Äà, ìîæåò.

Ðåøåíèå: Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (−1)n.

2. (2 áàëëà) Òî÷êà M ëåæèò íà ñòîðîíå ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 10. Íàé-
äèòå ñóììó ðàññòîÿíèé îò òî÷êè M äî ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ îñòàëüíûå ñòîðîíû øåñòèóãîëü-
íèêà.

Îòâåò: 30
√
3.

Ðåøåíèå: Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íà ñòîðîíå äî ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû ðàâíî ðàññòîÿíèþ
ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâóìà âåðøèíàìè øåñòèóãîëü-

íèêà, ðàñïîëîæåííûìè ÷åðåç îäíó. Ýòî ðàññòîÿíèå, î÷åâèäíî, ðàâíî 2 ·
√
3

2
· 12 = 10

√
3.

Òàêæå, åñëè èç íàøåé òî÷êè îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿðû íà ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå äâå ïðîòè-
âîïîëîæíûå ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà, îíè îáðàçóþò îäèí îòðåçîê, è åãî äëèíà òàêæå áóäåò
ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè, òî åñòü 10

√
3. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îòâåò

30
√
3.

3. (2 áàëëà) Äëÿ ëþáîãî ëè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà f(x) ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ÷èñëà a, b,
c è d òàêèå, ÷òî f(a) = b, f(b) = c, f(c) = d è f(d) = a?

Îòâåò: Íåò, íå äëÿ ëþáîãî.

Ðåøåíèå: Êîíòðïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, y = x2.
Âî-ïåðâûõ, íè îäíî èç ÷èñåë a, b, c è d íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ò.ê. îòðèöàòåëüíûå

÷èñëà íå áûâàþò çíà÷åíèÿìè äàííîãî òð¼õ÷ëåíà.
Âî-âòîðûõ, ÷èñëà 0 è 1 òàêæå íå ïîäõîäÿò, òàê êàê f(x) íå ïåðåâîäèò íè îäíî èõ íàøèõ

÷èñåë â ñåáÿ.
Äîïóñòèì, a > 1. Òîãäà b = a2 > a > 1, àíàëîãè÷íî a > b > c > d > a. Ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè æå a < 1, òå æå ñàìûå íåðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ñíîâà ïðîòèâîðå-

÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî òð¼õ÷ëåíà íå ïîäõîäÿò íèêàêèå ÷èñëà.

4. (3 áàëëà) Íà äîñêå áûëî çàïèñàíî 15 ðàçëè÷íûõ íåöåëûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà

x èç ýòèõ ïÿòíàäöàòè Âàñÿ âûïèñàë ñåáå â òåòðàäêó îòäåëüíî [x] è
1

{x}
. Êàêîå íàèìåíüøåå

êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ ó Âàñè?
[x] è {x} îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî öåëóþ è äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x.

Îòâåò: 4.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ïîëó÷èëîñü âñåãî íå áîëåå, ÷åì 3 ÷èñëà. Òîãäà ó èñõîäíûõ ÷èñåë ìîãóò áûòü ìàêñèìóì
3 ðàçëè÷íûõ öåëûõ è 3 ðàçëè÷íûõ äðîáíûõ ÷àñòè, ò.å. âñåãî ïîëó÷àåòñÿ íå áîëåå 3 · 3 = 9
âàðèàíòîâ èñõîäíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð äëÿ 4 ÷èñåë ñòðîèòñÿ êàê óãîäíî: áåð¼ì ëþáûå 4 íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, è äëÿ êàæäûõ

a è b (âêëþ÷àÿ îäèíàêîâûå) ñòðîèì ÷èñëî a +
1

b
. Ïîëó÷àåòñÿ 16 ðàçëè÷íûõ èñõîäíûõ ÷èñåë,

ëþáîå èç íèõ ìîæíî âûêèíóòü.
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5. (3 áàëëà) Ïóñòü p, q è r � íå÷¼òíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî p3 + q3 + 3pqr ̸= r3.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ýòî p3 + q3 + 3pqr − r3 = 0. Ðàçëîæèì åãî íà ìíîæèòåëè. Ïîëó÷èòñÿ (p + q − r)(p2 +
q2 + r2 + pr + qr − pq) = (p+ q − r) · 1

2
· ((p− q)2 + (p+ r)2 + (q + r)2).

Âòîðàÿ ñêîáêà âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò, ïåðâàÿ ðàâíà 0, îòêóäà r = p + q, ÷òî íåâîç-
ìîæíî ïðè íå÷¼òíûõ ÷èñëàõ p, q è r.

6. (4 áàëëà) Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 2, 3 è 5, ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà â
òî÷êàõ A, B è C âíåøíèì îáðàçîì. Íàéäèòå ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò:
9−

√
21

2
√
7

=
9
√
7− 7

√
3

14

Ðåøåíèå:

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ó ïåðâîé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O1, ðàäèóñ ðàâåí a; ó
âòîðîé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O2, ðàäèóñ ðàâåí b; ó òðåòüåé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà
O3, ðàäèóñ ðàâåí c. Òàê êàê òî÷êè A, B, C ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé èç
òðåõ, òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà îòðåçêàõ O1O2, O1O3, O2O3. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî òî÷êà A ëåæèò íà îòðåçêå O2O3, òî÷êà B � íà O1O3, òî÷êà C � íà O1O2. Òîãäà ïî òåîðåìå
êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà O1O2O3.

cos(O2O1O3) =
(a+ b)2 + (a+ c)2 − (b+ c)2

2(a+ b)(a+ c)
= 1− 2bc

(a+ b)(a+ c)
.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ äâóõ äðóãèõ óãëîâ:

cos(O1O2O3) = 1− 2ac

(a+ b)(b+ c)
;

cos(O2O3O1) = 1− 2ab

(a+ c)(b+ c)
.

Îáîçíà÷èì çà d ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: d =

√
abc√

(a+ b)(a+ c)(b+ c)
.

Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà O1BC:

BC =

√
2a2 − 2a2

(
1− 2bc

(a+ b)(a+ c)

)
=

√
4a2bc

(a+ b)(a+ c)
= 2

√
a
√
b+ c · d.

Àíàëîãè÷íî ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ O2AC è O3AB:
AC = 2

√
b
√
a+ c · d è AB = 2

√
c
√
a+ b · d.

Òîãäà ïî ôîðìóëå Ãåðîíà, ãäå S � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC:

S2 = d4(
√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b) · (−

√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)·

·(
√
a
√
b+ c−

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b) · (

√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c−

√
c
√
a+ b) =

= d4(−a(b+ c) + (
√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)2)(a(b+ c)− (

√
b
√
a+ c−

√
c
√
a+ b)2) =

= d4(2bc+ 2
√
b
√
a+ c

√
c
√
a+ b)(−2bc+ 2

√
b
√
a+ c

√
c
√
a+ b)

= d4(4bc(a+ b)(a+ c)− 4b2c2) = d44bc((a+ b)(a+ c)− bc) = d44abc(a+ b+ c)
Òîãäà S = 2d2

√
abc

√
a+ b+ c.

Çíà÷èò, ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå, ãäå r �
ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC, p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC:

r =
S

p
=

2d2
√
abc

√
a+ b+ c

d(
√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)

=

=
2abc

√
a+ b+ c√

(a+ b)(a+ c)(b+ c)(
√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)

.
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Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé èç óñëîâèÿ è ïîëó÷èì, ÷òî ðàäèóñ âïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñëåäóþùèé:

r =
2 · 2 · 3 · 5 ·

√
2 + 3 + 5√

5 · 7 · 8(
√
2
√
8 +

√
3
√
7 +

√
5
√
5)

=
30√

7(9 +
√
21)

=
9−

√
21

2
√
7

=
9
√
7− 7

√
3

14
.

7. (4 áàëëà) Íàéäèòå, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâíî x+ y, åñëè èçâåñòíî, ÷òî x3 − 6x2 +15x = 12
è y3 − 6y2 + 15y = 16.

Îòâåò: 4.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì u = x − 2 è v = y − 2. Òîãäà èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ïðåâðàòÿòñÿ â u3 + 3u = −2 è
v3+3v = 2. Ñëîæèâ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì (u+v)(u2−uv+v2+3) = 0. Âòîðàÿ ñêîáêà âñåãäà
ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò ïåðâàÿ ðàâíà íóëþ, îòêóäà x+ y = u+ v + 4 = 4..

8. (5 áàëëîâ) Íà êëåò÷àòîé äîñêå 9×9 ðàñïîëîæåíû 324 ôèøêè. Ñîñåäíèìè áóäåì íàçûâàòü
âî-ïåðâûõ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó, à âî-âòîðûõ, äâå êðàéíèå êëåòêè îäíîé âåðòèêàëè
èëè ãîðèçîíòàëè. Òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîé êëåòêè áóäåò ðîâíî 4 ñîñåäíèõ.

Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü 4 ôèøêè, ëåæàùèå íà îäíîé êëåòêå, è ïåðåëîæèòü èõ íà 4
ñîñåäíèå êëåòêè. Ïðè ëþáîé ëè íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêå ôèøåê ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà
âñåõ êëåòêàõ îêàçàëîñü ïîðîâíó ôèøåê.

Îòâåò: Íå ïðè ëþáîé.

Ðåøåíèå 1:

Ïðîíóìåðóåì ñòðîêè è ñòîëáöû ÷èñëàìè îò 0 äî 10. Íîìåðà ñòðîêè è ñòîëáöà, â êîòîðûõ
ñòîèò ôèøêà, áóäåì íàçûâàòü å¼ êîîðäèíàòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äàííîé îïåðàöèè íå ìåíÿåòñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû âñåõ êîîðäèíàò
âñåõ ôèøåê íà 11. Èçíà÷àëüíî ýòîò îñòàòîê ìîæíî ñäåëàòü ëþáûì, íàïðèìåð, ìîæíî âñå ôèøêè
ñîáðàòü â êëåòêå (0, 0) à îäíó ïîñòàâèòü â êëåòêó ñ ëþáûìè íóæíûìè êîîðäèíàòàìè. Â òðå-
áóåìîé æå êîíå÷íîé ýòîò îñòàòîê ôèêñèðîâàí. Çíà÷èò, ìîæíî ïîäîáðàòü íà÷àëüíóþ ñèòóàöèþ,
ãäå ýòîò îñòàòîê äðóãîé, è å¼ ñâåñòè ê òðåáóåìîé íå ïîëó÷èòñÿ.

Ðåøåíèå 2:

Äàâàéòå çàìåòèì, ÷òî ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà ôèøåê íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íå ìåíÿåòñÿ: êàæ-
äûé ðàç ëèáî ñ ÷èñëîì ýòèõ ôèøåê íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò, ëèáî îíî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2, ëèáî
óìåíüøàåòñÿ íà 4.

Â òî æå âðåìÿ â íà÷àëüíîé ñèòóàöèè êîëè÷åñòâî ôèøåê íà äèàãîíàëè ìîæåò áûòü ëþáûì,
â òîì ÷èñëå íå÷¼òíûì.
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

10 êëàññ
2 âàðèàíò
Ðåøåíèÿ

1. (2 áàëëà) ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà óñëîâèåì xn+1 = 2xn + 3xn−1. Ìîæåò ëè
îíà áûòü ïåðèîäè÷åñêîé, íî íå ïîñòîÿííîé?

Îòâåò: Äà, ìîæåò.

Ðåøåíèå: Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (−1)n.

2. (2 áàëëà) Òî÷êà M ëåæèò íà ñòîðîíå ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 12. Íàé-
äèòå ñóììó ðàññòîÿíèé îò òî÷êè M äî ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ îñòàëüíûå ñòîðîíû øåñòèóãîëü-
íèêà.

Îòâåò: 36
√
3.

Ðåøåíèå: Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íà ñòîðîíå äî ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû ðàâíî ðàññòîÿíèþ
ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâóìà âåðøèíàìè øåñòèóãîëü-

íèêà, ðàñïîëîæåííûìè ÷åðåç îäíó. Ýòî ðàññòîÿíèå, î÷åâèäíî, ðàâíî 2 ·
√
3

2
· 12 = 12

√
3.

Òàêæå, åñëè èç íàøåé òî÷êè îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿðû íà ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå äâå ïðîòè-
âîïîëîæíûå ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà, îíè îáðàçóþò îäèí îòðåçîê, è åãî äëèíà òàêæå áóäåò
ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè, òî åñòü 12

√
3. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îòâåò

36
√
3.

3. (2 áàëëà) Äëÿ ëþáîãî ëè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà f(x) ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ÷èñëà a, b
è c, ÷òî f(a) = b, f(b) = c, f(c) = a?

Îòâåò: Íåò, íå äëÿ ëþáîãî.

Ðåøåíèå: Êîíòðïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, y = x2.
Âî-ïåðâûõ, íè îäíî èç ÷èñåë a, b, è c íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ò.ê. îòðèöàòåëüíûå

÷èñëà íå áûâàþò çíà÷åíèÿìè äàííîãî òð¼õ÷ëåíà.
Âî-âòîðûõ, ÷èñëà 0 è 1 òàêæå íå ïîäõîäÿò, òàê êàê f(x) íå ïåðåâîäèò íè îäíî èõ íàøèõ

÷èñåë â ñåáÿ.
Äîïóñòèì, a > 1. Òîãäà b = a2 > a > 1, àíàëîãè÷íî a > b > c > a. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè æå a < 1, òå æå ñàìûå íåðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ñíîâà ïðîòèâîðå-

÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî òð¼õ÷ëåíà íå ïîäõîäÿò íèêàêèå ÷èñëà.

4. (3 áàëëà) Íà äîñêå áûëî çàïèñàíî 20 ðàçëè÷íûõ íåöåëûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà x èç

ýòèõ äâàäöàòè Âàñÿ âûïèñàë ñåáå â òåòðàäêó îòäåëüíî [x] è
1

{x}
. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî

ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ ó Âàñè?
[x] è {x} îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî öåëóþ è äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x.

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ïîëó÷èëîñü âñåãî íå áîëåå, ÷åì 4 ÷èñëà. Òîãäà ó èñõîäíûõ ÷èñåë ìîãóò áûòü ìàêñèìóì
4 ðàçëè÷íûõ öåëûõ è 4 ðàçëè÷íûõ äðîáíûõ ÷àñòè, ò.å. âñåãî ïîëó÷àåòñÿ íå áîëåå 4 · 4 = 16
âàðèàíòîâ èñõîäíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð äëÿ 5 ÷èñåë ñòðîèòñÿ êàê óãîäíî: íàïðèìåð, áåð¼ì ëþáûå 5 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è

äëÿ êàæäûõ ðàçëè÷íûõ a è b ñòðîèì ÷èñëî a+
1

b
.
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5. (3 áàëëà) Ïóñòü p, q è r � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà è p3 + q3 + 3pqr = r3. Äîêàæèòå,
÷òî íàèìåíüøåå èç ýòèõ òð¼õ ÷èñåë ðàâíî 2.

Ðåøåíèå:

Ðàçëîæèì âûðàæåíèå p3 + q3 +3pqr− r3 íà ìíîæèòåëè. Ïîëó÷èòñÿ (p+ q− r)(p2 + q2 + r2 +
pr + qr − pq) = (p+ q − r) · 1

2
· ((p− q)2 + (p+ r)2 + (q + r)2).

Âòîðàÿ ñêîáêà âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò, ïåðâàÿ ðàâíà 0, îòêóäà r = p+q. Ñëåäîâàòåëüíî,
p èëè q ýòî 2.

6. (4 áàëëà) Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 1, 2 è 3, ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà â
òî÷êàõ A, B è C âíåøíèì îáðàçîì. Íàéäèòå ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò:
(−30 + 15

√
2 + 6

√
5 + 3

√
10))

30
.

Ðåøåíèå:

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ó ïåðâîé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O1, ðàäèóñ ðàâåí a; ó
âòîðîé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O2, ðàäèóñ ðàâåí b; ó òðåòüåé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà
O3, ðàäèóñ ðàâåí c. Òàê êàê òî÷êè A, B, C ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé èç
òðåõ, òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà îòðåçêàõ O1O2, O1O3, O2O3. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî òî÷êà A ëåæèò íà îòðåçêå O2O3, òî÷êà B � íà O1O3, òî÷êà C � íà O1O2. Òîãäà ïî òåîðåìå
êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà O1O2O3.

cos(O2O1O3) =
(a+ b)2 + (a+ c)2 − (b+ c)2

2(a+ b)(a+ c)
= 1− 2bc

(a+ b)(a+ c)
.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ äâóõ äðóãèõ óãëîâ:

cos(O1O2O3) = 1− 2ac

(a+ b)(b+ c)
;

cos(O2O3O1) = 1− 2ab

(a+ c)(b+ c)
.

Îáîçíà÷èì çà d ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: d =

√
abc√

(a+ b)(a+ c)(b+ c)
.

Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà O1BC:

BC =

√
2a2 − 2a2

(
1− 2bc

(a+ b)(a+ c)

)
=

√
4a2bc

(a+ b)(a+ c)
= 2

√
a
√
b+ c · d.

Àíàëîãè÷íî ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ O2AC è O3AB:
AC = 2

√
b
√
a+ c · d è AB = 2

√
c
√
a+ b · d.

Òîãäà ïî ôîðìóëå Ãåðîíà, ãäå S � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC:

S2 = d4(
√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b) · (−

√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)·

·(
√
a
√
b+ c−

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b) · (

√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c−

√
c
√
a+ b) =

= d4(−a(b+ c) + (
√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)2)(a(b+ c)− (

√
b
√
a+ c−

√
c
√
a+ b)2) =

= d4(2bc+ 2
√
b
√
a+ c

√
c
√
a+ b)(−2bc+ 2

√
b
√
a+ c

√
c
√
a+ b)

= d4(4bc(a+ b)(a+ c)− 4b2c2) = d44bc((a+ b)(a+ c)− bc) = d44abc(a+ b+ c)
Òîãäà S = 2d2

√
abc

√
a+ b+ c.

Çíà÷èò, ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå, ãäå r �
ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC, p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC:

r =
S

p
=

2d2
√
abc

√
a+ b+ c

d(
√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)

=

=
2abc

√
a+ b+ c√

(a+ b)(a+ c)(b+ c)(
√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)

.
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Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé èç óñëîâèÿ è ïîëó÷èì, ÷òî ðàäèóñ âïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñëåäóþùèé:

r =
2 · 1 · 2 · 3 ·

√
1 + 2 + 3√

3 · 4 · 5(
√
1
√
5 +

√
2
√
4 +

√
3
√
3)

=
6
√
2√

5(
√
5 + 2

√
2 + 3)

=
(−30 + 15

√
2 + 6

√
5 + 3

√
10))

30
.

7. (4 áàëëà) Íàéäèòå, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâíî x+y, åñëè èçâåñòíî, ÷òî x3+6x2+16x = −15
è y3 + 6y2 + 16y = −17.

Îòâåò: −4

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì u = x + 2 è v = y + 2. Òîãäà èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ïðåâðàòÿòñÿ â
u3 + 4u = 1 è v3 + 4v = −1. Ñëîæèâ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì (u + v)(u2 − uv + v2 + 4) = 0.
Âòîðàÿ ñêîáêà âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò ïåðâàÿ ðàâíà íóëþ, îòêóäà x+ y = u+ v− 4 = −4.

8. (5 áàëëîâ) Íà êëåò÷àòîé äîñêå 11 × 11 ðàñïîëîæåíû 484 ôèøêè. Ñîñåäíèìè áóäåì íà-
çûâàòü âî-ïåðâûõ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó, à âî-âòîðûõ, äâå êðàéíèå êëåòêè îäíîé
âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè. Òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîé êëåòêè áóäåò ðîâíî 4 ñîñåäíèõ.

Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü 4 ôèøêè, ëåæàùèå íà îäíîé êëåòêå, è ïåðåëîæèòü èõ íà 4
ñîñåäíèå êëåòêè. Ïðè ëþáîé ëè íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêå ôèøåê ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà
âñåõ êëåòêàõ îêàçàëîñü ïîðîâíó ôèøåê.

Îòâåò: Íå ïðè ëþáîé.

Ðåøåíèå 1:

Ïðîíóìåðóåì ñòðîêè è ñòîëáöû ÷èñëàìè îò 0 äî 10. Íîìåðà ñòðîêè è ñòîëáöà, â êîòîðûõ
ñòîèò ôèøêà, áóäåì íàçûâàòü å¼ êîîðäèíàòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äàííîé îïåðàöèè íå ìåíÿåòñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû âñåõ êîîðäèíàò
âñåõ ôèøåê íà 11. Èçíà÷àëüíî ýòîò îñòàòîê ìîæíî ñäåëàòü ëþáûì, íàïðèìåð, ìîæíî âñå ôèøêè
ñîáðàòü â êëåòêå (0, 0) à îäíó ïîñòàâèòü â êëåòêó ñ ëþáûìè íóæíûìè êîîðäèíàòàìè. Â òðå-
áóåìîé æå êîíå÷íîé ýòîò îñòàòîê ôèêñèðîâàí. Çíà÷èò, ìîæíî ïîäîáðàòü íà÷àëüíóþ ñèòóàöèþ,
ãäå ýòîò îñòàòîê äðóãîé, è å¼ ñâåñòè ê òðåáóåìîé íå ïîëó÷èòñÿ.

Ðåøåíèå 2:

Äàâàéòå çàìåòèì, ÷òî ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà ôèøåê íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íå ìåíÿåòñÿ: êàæ-
äûé ðàç ëèáî ñ ÷èñëîì ýòèõ ôèøåê íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò, ëèáî îíî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2, ëèáî
óìåíüøàåòñÿ íà 4.

Â òî æå âðåìÿ â íà÷àëüíîé ñèòóàöèè êîëè÷åñòâî ôèøåê íà äèàãîíàëè ìîæåò áûòü ëþáûì,
â òîì ÷èñëå íå÷¼òíûì.
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