
8 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü èçîáðàæ¼ííóþ ôèãóðó íà
ïðÿìîóãîëüíèêè 1× 3?

Îòâåò: 6

Ðåøåíèå:

Íà êàæäîé èç ñòîðîí ôèãóðû íàõîäèòñÿ ïî òðè êëåòêè. Åñëè êàæäûå òàêèå
êëåòêè îáðàçóþò ïîëîñêó èç òð¼õ êëåòîê, îñòàâøèéñÿ êâàäðàò 3× 3 ìîæíî ðàçáèò
äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Åñëè æå íà êàêîé-òî ñòîðîíå òðè êëåòêè íå îáðàçóþò ïîëîñêó, îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü
ôèãóðû ðàçáèâàåòñÿ îäíîçà÷íî.

2. (3 áàëëà) Íà Îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò
ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû â êîìíàòå ñîáðàëîñü n îñòðîâèòÿí.

Ïåðâûé èç íèõ ñêàçàë: �Ðîâíî 1 ïðîöåíò èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ëæåöû.�
Âòîðîé ñêàçàë: �Ðîâíî 2 ïðîöåíòà èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ëæåöû.�
è òàê äàëåå
×åëîâåê ñ íîìåðîì n ñêàçàë: �Ðîâíî n ïðîöåíòîâ èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ëæåöû.�
Ñêîëüêî ÷åëîâåê ìîãëî áûòü â êîìíàòå, åñëè òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç íèõ ðûöàðü?

Îòâåò: 100

Ðåøåíèå:

Ðûöàðü äîëæåí áûòü ðîâíî îäèí, òàê êàê âñå îñòðîâèòÿíå â êîìíàòå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Çíà÷èò,
ðûöàðåé 1

n îò îáùåãî ÷èñëà ÷åëîâåê. Ïóñòü èõ k ïðîöåíòîâ îò îáùåãî ÷èñëà ïðèñóòñòâóþùèõ, ýòî çíà÷èò,
÷åëîâåê ñ íîìåðîì 100− k ñêàçàë ïðàâäó.

Ïîëó÷àåì, ÷òî 1
n = k

100 , ãäå 100− k ⩽ n.
Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê nk = 100 è k + n ⩾ 100, îòêóäà nk − k − n ⩽ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, n− k − n+ 1 ⩽ 1, òî åñòü (n− 1)(k − 1) =⩽ 1. Ïîñêîëüêó n è k îáà íàòóðàëüíûå, ïîëó÷àåì,

÷òî ëèáî îäíî èç íèõ ðàâíî 1, ëèáî îáà îíè ðàâíû 2. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ nk = 100.
Åñëè n = 1, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííûé ÷åëîâåê ëæåö, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Åñëè k = 1, çíà÷èò, n = 100 è ïðàâäó ãîâîðèò ïåðâûé ÷åëîâåê. Ýòî è åñòü îòâåò.

3. (3 áàëëà) Àíÿ, Âàíÿ, Äàíÿ è Òàíÿ ñîáèðàëè ÿáëîêè. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé èõ íèõ ñîáðàë öåëîå
êîëè÷åñòâî ïðîöåíòîâ îò îáùåãî ÷èñëà ñîáðàííûõ ÿáëîê, ïðè÷¼ì âñå ýòè ÷èñëà ðàçëè÷íû è áîëüøå íóëÿ. Çàòåì
Òàíÿ, ñîáðàâøàÿ áîëüøå âñåõ ÿáëîê, ñúåëà ñâîè ÿáëîêè. Ïîñëå ýòîãî îêàçàëîñü, ÷òî ó êàæäîãî èç ðåáÿò ïî-
ïðåæíåìó öåëîå êîëè÷åñòâî ïðîöåíòîâ, íî óæå îò ÷èñëà îñòàâøèõñÿ ÿáëîê. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ÿáëîê ìîãëî áûòü ñîáðàíî?

Îòâåò: 20: íàïðèìåð 2+3+5+10

Ðåøåíèå:

Ïóñòü Àíÿ ñîáðàëà ìåíüøå âñåõ ÿáëîê è ýòî ÷èñëî k, à îáùåå ÷èñëî ÿáëîê n. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãî
ñîáðàíî íå ìåíåå 4k+6 ÿáëîê. Ïðè k ≥ 5 ìû ïîëó÷àåì óæå áîëüøå 20 ÿáëîê. Ïðè k < 5 ïîëó÷àåì n = 4k+6 > 5k.
Òàê êàê n

k äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì è äåëèòåëåì ñîòíè, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñîáðàíî íå ìåíåå 10k ÿáëîê, òî åñòü
õîòÿ áû 20 ïðè ëþáîì k, áîëüøåì 1.

Ïðè k = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî Àíÿ, Âàíÿ è Ñàíÿ ñîáðàëè õîòÿ áû 6 ÿáëîê, à çíà÷èò, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì
ðàññóæäåíèÿì, èõ õîòÿ áû 10. Çíà÷èò, ó âñåõ ÷åòâåðûõ âìåñòå èõ áûëî õîòÿ áû 20 (ñëåäóþùèé äåëèòåëü ñîòíè).

4. (3 áàëëà) ×èñëî, çàïèñàííîå íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ óìíîæàòü íà 5 èëè ïåðåñòàâëÿòü â í¼ì öèôðû (íåëüçÿ
ñòàâèòü íîëü íà ïåðâîå ìåñòî). Ìîæíî ëè èç ÷èñëà 1 òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü ñòîçíà÷íîå ÷èñëî 5222 . . . 2221?

Îòâåò: Íåò

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì îáðàòíûé ïðîöåññ: áóäåì ïûòàòüñÿ èç ÷èñëà 5222 . . . 2221 ïîëó÷èòü 1 óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè.
Ñíà÷àëà íàäî ïîëó÷èòü ÷èñëî äåëÿùååñÿ íà 5, à èìåííî 222 . . . 22122 . . . 5 = 222 . . . 22225−10k (ãäå k íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî) . Ðàçäåëèâ åãî íà 5, ïîëó÷èì ÷èñëî 444 . . . 445− 2 · 10k−1, òî åñòü ëèáî ÷èñëî âèäà 444 . . . 44244 . . . 445,
ëèáî ÷èñëî 444 . . . 443. Âòîðîé ñëó÷àé íàñ íå óñòðàèâàåò, òàê êàê èç íåãî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü íèêàêîå ÷èñëî ñ
ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì öèôð.

Îò ïåðåñòàíîâêè öèôð â ïåðâîì ñëó÷àå èçìåíèòñÿ òîëüêî ÷èñëî k. Ïîäåëèì 444 . . . 445 − 2 · 10k−1 íà 5,
ïîëó÷èì 888 . . . 8889 − 4 · 10k−2. Åäèíñòâåííûé ñïîñîá ñäåëàòü òàê, ÷òîáû â ïîëó÷èâøåìñÿ ÷èñëå áûëà õîòÿ áû
îäíà ïÿò¼ðêà, ýòî k = 2 è ÷èñëî 888 . . . 885. Òåïåðü íàäî ïîäåëèòü íà 5 åãî, ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî 166 . . . 667, â
êîòîðîì ïÿò¼ðîê íåò. Â ýòîì ÷èñëå êàê íè ïåðåñòàâëÿé öèôðû, ÷èñëà äåëÿùåãîñÿ íà 5 íå ïîëó÷èòü, çíà÷èò, 1
èç íåãî ïîëó÷èòü íåëüçÿ.

Çíà÷èò è óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè íå ïîëó÷èòü 5222 . . . 2221 èç åäèíèöû.

5. (3 áàëëà) Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ABCD, AB = 8, BC = 9. Òî÷êà K ëåæèò íà ñòîðîíå BC, òî÷êà L � íà
ñòîðîíå CD, òî÷êà M � íà ñòîðîíå AD. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ëîìàíîé AKLMB íå ìåíüøå 30.
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Ðåøåíèå:

Äîñòðîèì ê íàøåìó ïðÿìîóãîëüíèêó åù¼ íåñêîëüêî ðàâíûõ åìó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Âîçüì¼ì òî÷êó
L′ òàêóþ, ÷òî CL = CL′ è òî÷êó M òàêóþ, ÷òî A′′M ′ = AM .

Èç ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî äëèíà ëîìàíîé AKLMB ðàâíà äëèíå ëîìàíîé AKL′M ′B′′, êîòîðàÿ äëèííåå,
÷åì AA ∗ ∗. Äëèíó ýòîãî îòðåçêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà è îíà ðàâíà 30.

6. (3 áàëëà) Àíÿ ïîñ÷èòàëà âñå äåâÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, âñå öèôðû â êàæäîì èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû, äåëÿùèåñÿ
íà 9. Êîëÿ ïîñ÷èòàë âñå äåñÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, âñå öèôðû â êàæäîì èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû, äåëÿùèåñÿ íà 5. Êòî
èç íèõ íàñ÷èòàë áîëüøå ÷èñåë?

Îòâåò: îáà íàñ÷èòàëè îäèíàêîâî.

Ðåøåíèå:

Ïîñòðîèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè ÷èñåë. Ðàññìîòðèì êàêîå-òî Àíèíî
÷èñëî. Òàê êàê îíî äåëèòñÿ íà 9, ñóììà åãî öèôð òàêæå äåëèòñÿ íà 9. ×òîáû ýòî óñëîâèå âûïîëíÿëîñü, íàäî
÷òîáû â ýòîì ÷èñëå áûëè âñå öèôðû, êðîìå 0 èëè 9.

Äîïèøåì ê Àíèíîìó ÷èñëó ñçàäè íåäîñòàþùóþ öèôðó, à ïîòîì ïîìåíÿåì ìåñòàìè 5 è 9. Òåïåðü ó íàñ
ïîëó÷èëîñü äåñÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ íà 0 èëè 5, òî åñòü êàê ðàç îäíî èç òåõ ÷èñåë, ÷òî ïîñ÷èòàë
Êîëÿ.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå òîæå ðàáîòàåò: ïîìåíÿåì ìåñòàìè 9 è 5, à ïîòîì óáåð¼ì ïîñëåäíþþ öèôðó.
Âìåñòî ýòîãî, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî áûëî íåïîñðåäñòâåííî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî è òåõ, è äðóãèõ ÷èñåë. Îíî

ñîñòàâëÿåò 17 · 8!.
7. (3 áàëëà) Äàí âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE. Òî÷êà P � ïåðåñå÷åíèå BE è AC, òî÷êà Q ïåðåñå÷åíèå

CE è AD, òî÷êà O � ïåðåñå÷åíèå AD è BE. Îêàçàëîñü, ÷òî ABP è DEQ � ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ
óãëîì ïðè âåðøèíå (èìåííî ïðè âåðøèíå, à íå ïðè îñíîâàíèè), ðàâíûì 80 ãðàäóñîâ. Íàéäèòå çíà÷åíèå óãëà
ACE, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òðåóãîëüíèêè APO è EQO òîæå ðàâíîáåäðåííûå.

Îòâåò: 60◦ èëè 105◦

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABP . Óãîë ∠APB â í¼ì ìîæåò áûòü ðàâåí 80◦ èëè 50◦. Òîãäà ñìåæíûé
∠APO ñîñòàâëÿåò 100◦ èëè 130◦. Çíà÷èò, â òðåóãîëüíèêå APO ýòî óãîë ïðè âåðøèíå è ∠AOP ñîñòàâëÿåò 40◦

èëè 25◦.
Ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ BQE è EQO, ïîëó÷èì, ÷òî ∠QOE òàêæå ñîñòàâëÿåò

40◦ èëè 25◦ â çàâèñèìîñòè îò ∠DQE. Íî ∠QOE = ∠AOP êàê âåðòèêàëüíûå, çíà÷èò ∠APB = ∠DQE.
∠ACE = 360◦ − ∠CPO − ∠CQO − ∠POQ = 360◦ − 540◦ + ∠APO + ∠EQO + ∠AOP , ÷òî ñîñòàâëÿåò 60◦ èëè

105◦

8. (4 áàëëà) Íà äîñêå âûïèñàíû âñå òð¼õçíà÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïåðâûå öèôðû êîòîðûõ íå÷¼òíû
è áîëüøå 1. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé âèäà ax2 + bx + c = 0 ìîæíî ñîñòàâèòü,
èñïîëüçîâàâ â êà÷åñòâå a, b è c äàííûå ÷èñëà, êàæäîå íå áîëüøå îäíîãî ðàçà òàê, ÷òîáû âñå ýòè óðàâíåíèÿ
èìåëè êîðíè.

Îòâåò: 100.

Ðåøåíèå:

Â êàæäîì óðàâíåíèè îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü êîýôôèöèåíò ìåíüøå ïÿòèñòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äèñêðè-
ìèíàíò b2 − 4ac < 10002 − 4 · 5002 = 0 è óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íå áîëüøå 100
óðàâíåíèé.

Òåïåðü ïðèìåð: Â êà÷åñòâå b áåð¼ì ÷èñëà, íà÷èíàþùèåñÿ íà 9, â êà÷åñòâå a è c äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèå ÷èñëà
500−k è 399+k ñîîòâåòñòâåííî, ãäå k ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 99. Òîãäà ac = (500−k)(399+k) <
(500− k)(400 + k) = 200000 + 100k − k2 = 202500− (k − 50)2 ⩽ 202500. Çíà÷èò, 4ac < 810000, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
b2 ≥ 9002 = 810000, ñëåäîâàòåëüíî, b ⩾ ac.
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8 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü èçîáðàæ¼ííóþ ôè-
ãóðó íà ïðÿìîóãîëüíèêè 1× 3?

Îòâåò: 8

Ðåøåíèå:

Íà ëåâîé ñòîðîíå ôèãóðû íàõîäÿòñÿ òðè êëåòêè. Åñëè ýòè òðè êëåòêè íå
îáðàçóþò ïîëîñêó 1×3, òðè ïîëîñêè, ñîäåðæàùèå èõ îáðàçóþò êâàäðàò 3×3.
Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ôèãóðû ðàñïàäàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíèê 2 × 3 è êâàäðàò
3×3. Ïåðâûé ðàçáèâàåòñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, âòîðîé äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Çíà÷èò, ìû ïîëó÷èëè äâà ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ.

Åñëè æå ýòè òðè êëåòêè îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê 1×3, ðàññìîòðèì íèæ-
íèå òðè êëåòêè. Åñëè îíè íå îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê 1× 3, îñòàâøàÿñÿ ôèãóðà ðàçáèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Åñëè
îíè îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê 1× 3, à íàõîäÿùèåñÿ íàä íèìè òðè êëåòêè íå îáðàçóþò, îñòàëüíàÿ ôèãóðà òàêæå
ðàçáèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî. Ýòî åù¼ 2 ñïîñîáà.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì åù¼ 2 ñïîñîáà, ðàññìàòðèâàÿ ñàìûå ïðàâûå êëåòêè. Åñëè æå âñå óêàçàííûå êëåòêè
îáðàçóþò 4 ïðÿìîóãîëüíèêà 1× 3, îñòà¼òñÿ êâàäðàò 3× 3, êîòîðûé ðàçáèâàåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè.

2. (3 áàëëà) Íà Îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà
ëãóò. Îäíàæäû â êîìíàòå ñîáðàëîñü n îñòðîâèòÿí.

Ïåðâûé èç íèõ ñêàçàë: �Ðîâíî 1 ïðîöåíò èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ðûöàðè.�
Âòîðîé ñêàçàë: �Ðîâíî 2 ïðîöåíòà èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ðûöàðè.�
è òàê äàëåå
×åëîâåê ñ íîìåðîì n ñêàçàë: �Ðîâíî n ïðîöåíòîâ èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ðûöàðè.�
Ñêîëüêî ÷åëîâåê ìîãëî áûòü â êîìíàòå, åñëè òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç íèõ ðûöàðü?

Îòâåò: 10, 20, 25, 50 èëè 100.

Ðåøåíèå:

Ðûöàðü äîëæåí áûòü ðîâíî îäèí, òàê êàê âñå îñòðîâèòÿíå â êîìíàòå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Çíà÷èò,
ðûöàðåé 1

n îò îáùåãî ÷èñëà ÷åëîâåê. Ïóñòü èõ k ïðîöåíòîâ îò îáùåãî ÷èñëà ïðèñóòñòâóþùèõ, ýòî çíà÷èò,
÷åëîâåê ñ íîìåðîì k ñêàçàë ïðàâäó.

Ïîëó÷àåì, ÷òî 1
n = k

100 , ãäå k ⩽ n.
Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê nk = 100, n ⩾ 100

n . Çíà÷èò, n ìîæåò áûòü ëþáûì äåëèòåëåì ñîòíè, íå ìåíüøèì
10.

3. (3 áàëëà) Àíÿ, Âàíÿ, Äàíÿ, Ñàíÿ è Òàíÿ ñîáèðàëè ÿáëîêè. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé èõ íèõ ñîáðàë öåëîå
êîëè÷åñòâî ïðîöåíòîâ îò îáùåãî ÷èñëà ñîáðàííûõ ÿáëîê, ïðè÷¼ì âñå ýòè ÷èñëà ðàçëè÷íû è áîëüøå íóëÿ. Çàòåì
Òàíÿ, ñîáðàâøàÿ áîëüøå âñåõ ÿáëîê, ñúåëà ñâîè ÿáëîêè. Ïîñëå ýòîãî îêàçàëîñü, ÷òî ó êàæäîãî èç ðåáÿò ïî-
ïðåæíåìó öåëîå êîëè÷åñòâî ïðîöåíòîâ, íî óæå îò ÷èñëà îñòàâøèõñÿ ÿáëîê. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ÿáëîê ìîãëî áûòü ñîáðàíî?

Îòâåò: 20: íàïðèìåð 1+2+3+4+10

Ðåøåíèå:

Ïóñòü Àíÿ ñîáðàëà ìåíüøå âñåõ ÿáëîê, è ýòî ÷èñëî k, à îáùåå êîëè÷åñòâî ÿáëîê n. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì,
÷òî âñåãî ñîáðàíî íå ìåíåå 4k + 10 ÿáëîê. Ïðè k ≥ 3 ìû ïîëó÷àåì óæå áîëüøå 20 ÿáëîê. Ïðè k = 2 ïîëó÷àåì
n ≥ 18 = 9k. Òàê êàê n

k äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì è äåëèòåëåì ñîòíè, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñîáðàíî íå ìåíåå
10k ÿáëîê, òî åñòü îïÿòü õîòÿ áû 20. Ïðè k = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ðåáÿòà ñîáðàëè õîòÿ áû 15 ÿáëîê è ýòî ÷èñëî,
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì, äîëæíî áûòü äåëèòåëåì ñîòíè, òî åñòü îïÿòü õîòÿ áû 20 ÿáëîê.

4. (3 áàëëà) ×èñëî, çàïèñàííîå íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ óìíîæàòü íà 5 èëè ïåðåñòàâëÿòü â í¼ì öèôðû
(íåëüçÿ ñòàâèòü íîëü íà ïåðâîå ìåñòî). Ìîæíî ëè èç ÷èñëà 1 òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü ñòîïÿòèäåñÿòèçíà÷íîå
÷èñëî 5222 . . . 2223?

Îòâåò: Íåò

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì îáðàòíûé ïðîöåññ: áóäåì ïûòàòüñÿ èç ÷èñëà 5222 . . . 2223 ïîëó÷èòü 1 óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè.
Ñíà÷àëà íàäî ïîëó÷èòü ÷èñëî äåëÿùååñÿ íà 5, à èìåííî 222 . . . 22322 . . . 5 = 222 . . . 22225+10k (ãäå k íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî) . Ðàçäåëèâ åãî íà 5, ïîëó÷èì ÷èñëî 444 . . . 445+2 · 10k−1, òî åñòü ëèáî ÷èñëî âèäà 444 . . . 44644 . . . 445,
ëèáî ÷èñëî 444 . . . 447. Âòîðîé ñëó÷àé íàñ íå óñòðàèâàåò, òàê êàê èç íåãî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü íèêàêîå ÷èñëî ñ
ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì öèôð.

Îò ïåðåñòàíîâêè öèôð â ïåðâîì ñëó÷àå èçìåíèòñÿ òîëüêî ÷èñëî k. Ïîäåëèì 444 . . . 445+2·10k−1 íà 5, ïîëó÷èì
888 . . . 8889 + 4 · 10k−2. Â ýòîì ÷èñëå êàê íè ïåðåñòàâëÿé öèôðû, ÷èñëà äåëÿùåãîñÿ íà 5 íå ïîëó÷èòü, çíà÷èò, 1
èç íåãî ïîëó÷èòü íåëüçÿ.

Çíà÷èò è óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè íå ïîëó÷èòü 5222 . . . 2223 èç åäèíèöû.

5. (3 áàëëà) Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ABCD, AB = 5, BC = 6. Òî÷êà K ëåæèò íà ñòîðîíå CD, òî÷êà L � íà
ñòîðîíå AB, òî÷êà M � íà ñòîðîíå BC, òî÷êà N � íà ñòîðîíå CD. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà çàìêíóòîé ëîìàíîé
AKLMNA íå áîëüøå 26.
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Ðåøåíèå:

Äîñòðîèì ê íàøåìó ïðÿìîóãîëüíèêó åù¼ íåñêîëüêî ðàâíûõ åìó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Âîçüì¼ì òî÷êó
L′ òàêóþ, ÷òî AL = AL′ è òî÷êó M òàêóþ, ÷òî B′M ′ = BM è òî÷êó N ′ òàêóþ, ÷òî C ′N ′ = CN .

Èç ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî äëèíà ëîìàíîé AKLMNA ðàâíà äëèíå ëîìàíîé AKL′M ′N ′A ∗ ∗, êîòîðàÿ
äëèííåå, ÷åì AB′′. Äëèíó ýòîãî îòðåçêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà è îíà ðàâíà 26.

6. (3 áàëëà) Àíÿ ïîñ÷èòàëà âñå äåâÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, âñå öèôðû â êàæäîì èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû, äåëÿùèåñÿ
íà 9. Êîëÿ ïîñ÷èòàë âñå äåñÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, âñå öèôðû â êàæäîì èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû, äåëÿùèåñÿ íà 5. Êòî
èç íèõ íàñ÷èòàë áîëüøå ÷èñåë?

Îòâåò: îáà íàñ÷èòàëè îäèíàêîâî.

Ðåøåíèå:

Ïîñòðîèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè ÷èñåë. Ðàññìîòðèì êàêîå-òî Àíèíî
÷èñëî. Òàê êàê îíî äåëèòñÿ íà 3, ñóììà åãî öèôð òàêæå äåëèòñÿ íà 9. ×òîáû ýòî óñëîâèå âûïîëíÿëîñü, íàäî
÷òîáû â ýòîì ÷èñëå áûëè âñå öèôðû, êðîìå 0, 3, 6 èëè 9.

Äîïèøåì ê Àíèíîìó ÷èñëó ñçàäè íåäîñòàþùóþ öèôðó, à ïîòîì ïîìåíÿåì ìåñòàìè 4 è 9, à òàêæå 2 è 3.
Òåïåðü ó íàñ ïîëó÷èëîñü äåñÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ íà 0, 2, 4 èëè 6 òî åñòü êàê ðàç îäíî èç òåõ
÷èñåë, ÷òî ïîñ÷èòàë Êîëÿ.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå òîæå ðàáîòàåò: ïîìåíÿåì ìåñòàìè 4 è 9, à òàêæå 2 è 3, à ïîòîì óáåð¼ì ïîñëåäíþþ
öèôðó.

Âìåñòî ýòîãî, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî áûëî íåïîñðåäñòâåííî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî è òåõ, è äðóãèõ ÷èñåë. Îíî
ñîñòàâëÿåò 33 · 8!.

7. (3 áàëëà) Äàí âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE. Òî÷êà P � ïåðåñå÷åíèå BE è AC, òî÷êà Q ïåðåñå÷åíèå
CE è AD, òî÷êà O � ïåðåñå÷åíèå AD è BE. Îêàçàëîñü, ÷òî ABP è DEQ � ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ
óãëîì ïðè âåðøèíå (èìåííî ïðè âåðøèíå, à íå ïðè îñíîâàíèè), ðàâíûì 40 ãðàäóñîâ. Íàéäèòå çíà÷åíèå óãëà
ACE, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òðåóãîëüíèêè APO è EQO òàêæå ðàâíîáåäðåííûå.

Îòâåò: 120◦ èëè 75◦

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABP . Óãîë ∠APB â í¼ì ìîæåò áûòü ðàâåí 40◦ èëè 70◦. Òîãäà ñìåæíûé
∠APO ñîñòàâëÿåò 140◦ èëè 110◦. Çíà÷èò, â òðåóãîëüíèêå APO ýòî óãîë ïðè âåðøèíå è ∠AOP ñîñòàâëÿåò 20◦

èëè 35◦.
Ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ BQE è EQO, ïîëó÷èì, ÷òî ∠QOE òàêæå ñîñòàâëÿåò

20◦ èëè 35◦ â çàâèñèìîñòè îò ∠DQE. Íî ∠QOE = ∠AOP êàê âåðòèêàëüíûå, çíà÷èò ∠APB = ∠DQE.
∠ACE = 360◦ −∠CPO−∠CQO−∠POQ = 360◦ − 540◦ +∠APO+∠EQO+∠AOP , ÷òî ñîñòàâëÿåò 120◦ èëè

75◦

8. (4 áàëëà) Íà äîñêå âûïèñàíû âñå òð¼õçíà÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïåðâûå öèôðû êîòîðûõ íå÷¼òíû
è áîëüøå 1. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé âèäà ax2 + bx + c = 0 ìîæíî ñîñòàâèòü,
èñïîëüçîâàâ â êà÷åñòâå a, b è c äàííûå ÷èñëà, êàæäîå íå áîëüøå îäíîãî ðàçà òàê, ÷òîáû âñå ýòè óðàâíåíèÿ
èìåëè êîðíè.

Îòâåò: 100.

Ðåøåíèå:
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Â êàæäîì óðàâíåíèè îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü êîýôôèöèåíò ìåíüøå ïÿòèñòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äèñêðè-
ìèíàíò b2 − 4ac < 10002 − 4 · 5002 = 0 è óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íå áîëüøå 100
óðàâíåíèé.

Òåïåðü ïðèìåð: Â êà÷åñòâå b áåð¼ì ÷èñëà, íà÷èíàþùèåñÿ íà 9, â êà÷åñòâå a è c äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèå ÷èñëà
500−k è 399+k ñîîòâåòñòâåííî, ãäå k ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 99. Òîãäà ac = (500−k)(399+k) <
(500− k)(400 + k) = 200000 + 100k − k2 = 202500− (k − 50)2 ⩽ 202500. Çíà÷èò, 4ac < 810000, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
b2 ≥ 9002 = 810000, ñëåäîâàòåëüíî, b ⩾ ac.
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