
Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 1�1 (2)

1. Öèôðû ÷èñåë ñ 20 ïî 99 çàíèìàþò â ýòîì ðÿäó ïåðâûå 80 · 2 = 160 ìåñò.

Îñòàëîñü 2021 � 160 = 1861 ìåñòà. Öèôðû ÷èñåë îò 100 äî 719 çàíèìàþò

ñëåäóþùèå (719− 99) · 3 = 1860 ìåñò. Çíà÷èò, íà 2021 ìåñòå ñòîèò ïåðâàÿ
öèôðà ÷èñëà 720, òî åñòü 7.

Îòâåò: 7. Îòâåò ê âàðèàíòó: 1�2: 0.

2. Ïðè b = −1 óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ â âèäó |x|−arcsinx−arccosx−|x|+1+a =
0, ÷òî ïðè x ∈ [−1; 1] ðàâíîñèëüíî 1+a− π

2 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè b = −1
ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè a = π

2 − 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè a = π
2 − 1 óðàâíåíèå

|x| − arcsinx+ b · (arccosx + |x| − 1) +
π

2
− 1 = 0

èìååò êîðåíü x = 1 ïðè ëþáîì çíà÷åíèè b.

Îòâåò: π
2 − 1.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 1�2: π
2 − 2.

3. Óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

tα = α(t+ 1), α = lg 2 ∈ (0, 1), t = x2 − 3 > 0,

ïðè÷¼ì:

1) ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ � âûïóêëàÿ ââåðõ ôóíêöèÿ (òàê êàê α ∈ (0; 1)),
îïðåäåëåííàÿ ïðè t > 0;

2) ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì óãëî-

âûì êîýôôèöèåíòîì;

3) ïðè t = 0 çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè ìåíüøå, ÷åì çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè;

ïðè t = 1 çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè, íàîáîðîò, áîëüøå çíà÷åíèÿ ïðàâîé, òàê

êàê

1α = lg 10 > lg 4 = α · (1 + 1).

Ïîýòîìó ãðàôèêè ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ (îäíà ìåæäó 0 è 1, äðóãàÿ

ïðàâåå 1), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîðîæäàåò ïî äâà êîðíÿ èñõîäíîãî óðàâíå-

íèÿ.

Îòâåò: 4. Îòâåò ê âàðèàíòó: 1�2: 4.

4. Òàê êàê x ̸= 0, y ̸= 0, z ̸= 0, òî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ëåâûå ÷àñòè óðàâíå-

íèé: 
2x− 3y + z

xyz = 6,

3z − 6x+ y
xyz = 2,

6y − 2z + x
xyz = 3.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå a = 1
xyz , òîãäà ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

2x− 3y + az = 6,
−6x+ ay + 3z = 2,
ax+ 6y − 2z = 3.

Ïåðâîå óðàâíåíèå óìíîæèì íà 3 è ïðèáàâèì êî âòîðîìó, à òàêæå âòîðîå

óðàâíåíèå óìíîæèì íà a (a ̸= 0) è ïðèáàâèì ê óìíîæåííîìó íà 6 òðåòüåìó.

Ïîëó÷èì íîâóþ ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó
2x− 3y + az = 6,

(a− 9) y + 3 (a+ 1) z = 20,(
a2 + 36

)
y + 3 (a− 4) z = 2a+ 18.

Âûðàçèâ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ y è ïîäñòàâèâ åãî âî âòîðîå óðàâíåíèå,

ïîëó÷èì z = 6
a . Ïîñëå ýòîãî íàõîäÿòñÿ y = 2

a , x = 3
a .

Òàê êàê ó íàñ a = 1
xyz , òî a = a3

3·2·6 , îòêóäà a = ±6.

Ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ äâå òðîéêè ðåøåíèé: x = 1
2 , y = 1

3 , z = 1 è x = −1
2 ,

y = −1
3 , z = −1.

Îòâåò: x = 1
2 , y = 1

3 , z = 1 è x = −1
2 , y = −1

3 , z = −1. Îòâåò ê âàðèàíòó:

1�2: x = 1, y = 1
3 , z = 1

2 è x = −1, y = −1
3 , z = −1

2 .

5. Îáîçíà÷èì ñòîðîíó êâàäðàòà ÷åðåç a. Ïóñòü ïðÿìàÿ îòñåêàåò îò ñòîðîíû

êâàäðàòà AD îòðåçîê AP = x < a
2 (ðèñ. 1).

Ïîëó÷èâøàÿñÿ êîíôèãóðàöèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé PR. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, êâàäðàò A1B1C1D1 ïîëó÷åí èç êâàäðàòà ABCD ïóòåì

ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà êâàäðàòà. Òîãäà x = AP = PA1 = C1R =
RC = BM = MD1. Ïîýòîìó ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AQP , MBN ,

NC1R, QD1M ðàâíû.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü ïîëó÷èâøåéñÿ ôèãóðû ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé

ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè PD1C1R è äâóõ ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-

óãîëüíèêîâAQP èMBN . Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà a2

2 . Çíà÷èò, íàì íóæíî
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Ðèñ. 1:

íàéòè ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà AQP , ïåðè-
ìåòð êîòîðîãî ðàâåí

AP +AQ+QP = BM +AQ+QM = AB = a.

Íî ìàêñèìàëüíàÿ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ çàäàííûì ïå-

ðèìåòðîì áóäåò ó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, èç ÷èñòî ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé: åñëè â ïðÿìîé óãîë ABC âïèñàòü îêðóæíîñòü ðà-

äèóñà P
2 , òî ýòà îêðóæíîñòü áóäåò âíåâïèñàííîé äëÿ âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ

òðåóãîëüíèêîâ ñ ïåðèìåòðîì P è êàòåòàìè BX è BY, ðàñïîëîæåííûìè

íà ñòîðîíàõ óãëà. Òàê êàê ïåðèìåòð çàäàí, òî íàèáîëüøàÿ ïëîùàäü áóäåò

ó òðåóãîëüíèêà ñ íàèáîëüøèì ðàäèóñîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè. À ýòîò

ðàäèóñ áóäåò ìàêñèìàëüíûì, êîãäà âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ âíåâ-

ïèñàííîé (åñëè ðàäèóñ áóäåò áîëüøå, òî ýòè äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêóòñÿ,

÷òî íåâîçìîæíî), òî åñòü êîãäà òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

Ìîæíî, âìåñòî ýòîãî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî Êî-

øè. Èç òîãî, ÷òî

P = a+ b+
√

a2 + b2 > 2
√
ab+

√
2ab =

√
ab

(
2 +

√
2
)
,

ñëåäóåò S = ab
2 6 1

2

(
P

2+
√
2

)2
, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè a = b.

Èòàê,

∠QPA = 45◦,∠RPD = ∠QPR =
180◦ − 45◦

2
= 67, 5◦.

Òîãäà a = AB = 2x+ x
√
2, îòêóäà x = a

2+
√
2
=

a(2−
√
2)

2 , è ïëîùàäü ∆QPA

ðàâíà x2

2 =
a2(4+2−4

√
2)

8 =
a2(3−2

√
2)

4 . Çíà÷èò, èñêîìàÿ ïëîùàäü åñòü

a2

2
+ 2 ·

a2
(
3− 2

√
2
)

4
=

a2
(
1 + 3− 2

√
2
)

2
= a2

(
2−

√
2
)
.

Çäåñü âîçìîæíî è äðóãîå, àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíà êâàäðà-

òà ðàâíà a, è ïðÿìàÿ îòñåêàåò îò ñòîðîíû êâàäðàòà AD îòðåçîê AP = x <
a
2 . Íàéä¼ì AQ. Îáîçíà÷èì ∠RPS = ∠RPQ = α, ∠QPA = β. Ïîñêîëüêó
èç òðåóãîëüíèêà PRS (çäåñü S ýòî ïðîåêöèÿ òî÷êè R íà îñíîâàíèå AD)

íàõîäèì tgα = a
a−2x , òî tg (2α) = a(a−2x)

2x(x−a) è

AQ = x · tg β = xtg (−2α) =
a(a− 2x)

2(a− x)
.

Ñëåäîâàòåëüíî êàòåòû ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû x è a(a−2x)
2(a−x) .

Îòêóäà èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà a2

2 + ax(a−2x)
2(a−x) . Ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé

ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ìàêñèìóì ôóíêöèè f(x) = x(a−2x)
(a−x) äîñòèãàåòñÿ ïðè

x = a(2−
√
2)

2 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óãëó β = π
4 , 2α = 3π

4 , α = 3π
8 .

Îòâåò: 17
(
2−

√
2
)
. Îòâåò ê âàðèàíòó: 1�2: 13

(
2−

√
2
)
.
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