
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 1�1 (Êåìåðîâî)

1. Ðåøèòå ñèñòåìó


tg x+ tg

y

2
=

4√
3

ctg x+ ctg
y

2
=

4√
3
.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî√
4x+ 1− 12

√
x− 2 +

√
4x+ 8− 16

√
x− 2 6 log1/4

(
x− 17

4

)
.

3. Äâå ñìåæíûå áîêîâûå ãðàíè ïèðàìèäû, â îñíîâàíèè êîòîðîé ëåæèò êâàä-

ðàò, ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ. Äâóãðàííûé óãîë ìåæäó äâó-

ìÿ äðóãèìè áîêîâûìè ãðàíÿìè ðàâåí 2π
3 . Íàéäèòå îòíîøåíèå âûñîòû ïè-

ðàìèäû ê ñòîðîíå îñíîâàíèÿ.

4. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m,n, k) òàêèå, ÷òî

m3 + n3 = k! + 32.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

a2(x2 + 1)3 + (x3 + 1)2 = 12ax3

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 1�2 (Êåìåðîâî)

1. Ðåøèòå ñèñòåìó


tg

x

2
+ tg y =

4√
3

ctg
x

2
+ ctg y =

4√
3
.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî√
4x− 3− 12

√
x− 3 +

√
4x+ 4− 16

√
x− 3 6 log1/4

(
x− 21

4

)
.

3. Äâå ñìåæíûå áîêîâûå ãðàíè ïèðàìèäû, â îñíîâàíèè êîòîðîé ëåæèò êâàä-

ðàò, ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ. Íàéäèòå âåëè÷èíó äâóãðàí-

íîãî óãëà ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè áîêîâûìè ãðàíÿìè, åñëè âûñîòà ïèðàìè-

äû ðàâíà ñòîðîíå îñíîâàíèÿ.

4. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m,n, k) òàêèå, ÷òî

m3 + n3 = k! + 4.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

a2(x3 + 1)2 + (x2 + 1)3 = 12ax3

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 1�1 (2)

1. Îáîçíà÷èì a = tg x, b = tg y
2 . Òîãäà a + b = 4√

3
è 1

a + 1
b = 4√

3
. Èç âòîðîãî

óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ab = 1. Ïî òåîðåìå Âèåòà a è b óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ t2 − 4√
3
t + 1 = 0, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

√
3 è 1√

3
.

Íàøà ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñèñòåì: 1)


tg x =

√
3,

tg
y

2
=

1√
3
;

èëè 2)


tg x =

1√
3
,

tg
y

2
=

√
3

Îòâåò: x = π
3 + πn, y = π

3 + 2πk èëè x = π
6 + πn, y = 2π

3 + 2πk. Îòâåò ê
âàðèàíòó 1�2: x = π

3 + 2πk, y = π
3 + πn èëè x = 2π

3 + 2πk, y = π
6 + πn.

2. Ñäåëàâ çàìåíó t =
√
x− 2 ñâåä¼ì íåðàâåíñòâî ê âèäó |2t − 3| + |2t − 4| 6

log1/4
(
x− 17

4

)
. Ò.ê. x > 17

4 , òî t > 3
2 .

Ïðè t ∈
(
3
2 ; 2
]
ïîëó÷àåì: 1 6 log1/4

(
x− 17

4

)
, îòêóäà x ∈ (174 ;

9
2 ].

Ïðè t > 2 ïîëó÷àåì: 4t− 7 6 log1/4
(
x− 17

4

)
. Òàê êàê t > 2, òî ëåâàÿ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ áîëüøå 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè t > 2 ïîëó÷àåì, ÷òî x > 6, à
òîãäà

(
x− 17

4

)
> 1 è log1/4

(
x− 17

4

)
< 0.

Îòâåò: (174 ;
9
2 ]. Îòâåò ê âàðèàíòó 1�2: (214 ;

11
2 ].

3. Ïóñòü SABCD � äàííàÿ ïèðàìèäà, AB = a � ñòîðîíà êâàäðàòà,

SA = h � âûñîòà ïèðàìèäû. Ïðîâåä¼ì ïåðïåíäèêóëÿðû BM è DM
ê ðåáðó SC. Èç òåîðåìû î òð¼õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ ñëåäóåò, ÷òî òðå-

óãîëüíèêè SBC è SDC ïðÿìîóãîëüíûå. Òîãäà MB =
BC · SB

SC
=

a ·
√
a2 + h2√

2a2 + h2
. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà

DMB ïîëó÷àåì DB2 = MB2 + MD2 − 2MB · MD cos∠DMB ⇔ 2a2 =

2
a2(a2 + h2)

2a2 + h2
− 2

a2(a2 + h2)

2a2 + h2
· (−1

2
) ⇔ a2 = h2 ⇒ h : a = 1 : 1.

Îòâåò: 1 : 1. Îòâåò ê âàðèàíòó 1�2: 2π
3 .

4. Îñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñëà m3 íà 7, ãäå m = 7k + r, ïðè r = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6
ðàâíû 0, 1, 1, 6, 1, 6, 6 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó îñòàòêè îò äåëåíèÿ ñóììû

m3 + n3 íà 7 ìîãóò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî 0, 1, 2, 5 è 6. Ïðè k > 7 îñòàòîê

îò äåëåíèÿ íà 7 ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí 4, çíà÷èò, k 6 6.
Ïåðåáèðàÿ k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, ïîëó÷àåì

Îòâåò: (m,n, k) = (3, 5, 5); (5, 3, 5). Îòâåò ê âàðèàíòó 1�2: (m,n, k) =
(3, 1, 4); (1, 3, 4).

5. Çàìåòèì, ÷òî x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ íè ïðè êàêîì a. Ïðå-
îáðàçóåì óðàâíåíèå, ðàçäåëèâ åãî íà x3:

(a2 + 1)
(
x+

1

x

)3
− 3
(
x+

1

x

)
+ 2 = 12a.

Çíà÷èò, åñëè x0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ, òî 1
x0

� òîæå åãî êîðåíü. Ñëåäîâà-

òåëüíî, åäèíñòâåííûì êîðíåì ìîæåò áûòü ëèáî x = 1, ëèáî x = −1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 8a2 + 4 = 12a, îòêóäà a = 1 èëè a = 1
2 , à âî

âòîðîì èìååì 8a2 = −12a, îòêóäà a = 0 èëè a = −3
2 . Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ

a = −3/2, 1/2, 1, â óðàâíåíèå (a2 + 1)t3 − 3t + 2 − 12a = 0, ãäå t = x + 1
x ,

óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì èç íèõ îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå t = 2
èëè t = −2, à èñõîäíîå � ñîîòâåòñòâåííî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 1 èëè
x = −1. Â ñëó÷àå a = 0 óðàâíåíèå t3 − 3t + 2 = 0 èìååì äâà ðåøåíèÿ

t = −2 è t = 1. Êîðåíü t = −2 äà¼ò ðåøåíèå x = −1, à êîðåíü t = 1 íå

äàåò ðåøåíèé ïî x.

Îòâåò: a = −3
2 , 0,

1
2 , 1.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 5�2: a = −2
3 , 1, 2.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 2�1 (×åëÿáèíñê)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ x+ 3xy + y = 2019− 3y2.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå log2/9 2 = (logx 2) · (log4x 2) · (log9x 2).

3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ñóùåñòâóåò b òàêîå, ÷òî óðàâíåíèå

sin2 b sinx+ cos2 b cosx = a

íå èìååò ðåøåíèé?

4. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD èçâåñòíî, ÷òî ∠CAD = ∠CDB è

∠BAD = ∠CDA = 60◦.

à. Ìîæíî ëè â ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàòü îêðóæíîñòü?

á. Íàéäèòå ìèíèìóì îòíîøåíèÿ ñòîðîíû BC ê ñòîðîíå AD.

5. Â 9:00 èç ïóíêòà A â ïóíêò B âûåõàëè âåëîñèïåäèñò Ïåòð è ìîòîöèêëèñò

Âàñèëèé, à èç B â A ïî òîé æå äîðîãå âûåõàë ìîòîöèêëèñò Ãåîðãèé. Â

10:00 ìîòîöèêëèñòû âñòðåòèëèñü è çàøëè â êàôå, ïðîâåäÿ òàì íå ìåíåå 75

ìèí è ðàññòàâøèñü â òîò ìîìåíò, êîãäà Ïåòð ïðîåçæàë ìèìî. Ïðîäîëæèâ

äâèæåíèå, Âàñèëèé ïðèáûë â ïóíêò Â íå ïîçæå 11:55, à Ãåîðãèé ïðèáûë â

êîíå÷íûé ïóíêò îäíîâðåìåííî ñ Ïåòðîì. Íàéäèòå âðåìÿ ïðèáûòèÿ Ïåòðà

è Ãåîðãèÿ, åñëè ñêîðîñòè âñåõ ó÷àñòíèêîâ ïîñòîÿííû.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 2�2 (×åëÿáèíñê)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ 3xy − x− y = 2019− 3x2.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå log3/4 3 = (logx 3) · (log4x 3) · (log9x 3).

3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ñóùåñòâóåò b òàêîå, ÷òî óðàâíåíèå

(1 + sin b) sinx+ (1− cos b) cosx = a

íå èìååò ðåøåíèé?

4. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD èçâåñòíî, ÷òî ∠CAD = ∠CDB è

∠BAD = ∠CDA = 60◦.

à. Ìîæíî ëè â ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàòü îêðóæíîñòü?

á. Íàéäèòå ìèíèìóì îòíîøåíèÿ ñòîðîíû BC ê ñóììå ñòîðîí AB è CD.

5. Â 10:00 èç ïóíêòà A â ïóíêò B âûåõàëè âåëîñèïåäèñò Ïàâåë è àâòîìîáè-

ëèñò Âèêòîð, à èç B â A ïî òîé æå äîðîãå âûåõàë ìîòîöèêëèñò Ãåííàäèé. Â

10:30 Âèêòîð îñòàíîâèëñÿ è çàø¼ë â áàð, ïðîâåäÿ òàì íå ìåíåå ïîëóòîðà

÷àñîâ, è âûøåë îòòóäà â òîò ìîìåíò, êîãäà Ïàâåë è Ãåííàäèé ïðîåçæà-

ëè ìèìî. Ïðîäîëæèâ äâèæåíèå, Âèêòîð è Ãåííàäèé ïðèáûëè â êîíå÷íûå

ïóíêòû îäíîâðåìåííî. Íàéäèòå âðåìÿ èõ ïðèáûòèÿ, åñëè ñêîðîñòè âñåõ

ó÷àñòíèêîâ ïîñòîÿííû è Ïàâåë ïðèáûë â ïóíêò B íå ïîçæå ÷åì ÷åðåç 3

÷àñà ïîñëå Âèêòîðà.
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Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 2�1 (2)

1. 3y2 + 3xy + x + y = 2019 ⇔ (x + y)(3y + 1) = 2019. Ïîñêîëüêó 2019 = 1 · 2019 = 3 · 673
è 3y + 1 ≡ 1( mod 3), òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè 3y + 1 = 1, ëèáî 3y + 1 = 673.
Îòêóäà (x, y) = (−221, 224), ëèáî (x, y) = (2019, 0).

Îòâåò: (x, y) = (−221, 224), (2019, 0). Îòâåò ê âàðèàíòó: 2�2: (x, y) = (−224, 221),
(0,−2019).

2. Âûïîëíèâ çàìåíó log2 x = t (x > 0, x ̸= 1, x ̸= 1/4, x ̸= 1/9), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
t(t + 2)(t + log2 9) = 1 − log2 9. Ó íåãî óãàäûâàåòñÿ êîðåíü t = −1, ïîñëå ÷åãî îíî
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

(t+ 1)(t2 + (log2 9 + 1)t+ (log2 9− 1)) = 0.

Äèñêðèìèíàíò âòîðîé ñêîáêè ðàâåí log22 9− 2 log2 9 + 5 � ýòî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Îòâåò: x = 1/2, x = 2
− log2 9−1±

√
log22 9−2 log2 9+5

2 . Îòâåò ê âàðèàíòó: 2�2: x = 1/3, x =

3
− log3 4−1±

√
log23 4−2 log3 4+5

2 .

3. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì âñïîìîãàòåëüíîãî àðãóìåíòà, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ√
sin4 b+ cos4 b cos(x− φ(b)) = a.

Îòâåòîì ê çàäà÷å áóäóò a, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ

|a| > min
b

√
sin4 b+ cos4 b = min

b

√
1− 1

2
sin2 2b =

1√
2
.

Îòâåò: a ∈ (−∞,−1/
√
2) ∪ (1/

√
2,+∞).

Çàìå÷àíèå: Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèé âîîáùå íè ïðè
êàêèõ b. Îòâåò ê âàðèàíòó: 2�2: a ∈ (−∞, 1−

√
2) ∪ (

√
2− 1,+∞).

4. Îáîçíà÷èì x = AB, y = CD. Äîñòðîèì ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD äî ðàâíîñòîðîííå-
ãî òðåóãîëüíèêà ADE (ñì. ðèñ. 1). Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ △DEB = △ADC,

x

y

A

B

E

C

Dx+y

y
x

Ðèñ. 1:

△AEC = △DAB ñëåäóåò, ÷òî BE = y, EC = x. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî AD = x + y.
Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè â ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ïðèíèìàåò

âèä: AB+CD = BC +AD, ÷òî ðàâíîñèëüíî x+ y = BC + x+ y. Âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî
íåâîçìîæíî â ñèëó òîãî, ÷òî BC > 0.

Ðàâåíñòâî BC =
√

x2 + y2 − xy âûòåêàåò èç òåîðåìû êîñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå BEC

èëè BC =
√

(x+ y)2 − 3xy. Ïîñêîëüêó

xy

(x+ y)2
6 xy

(2
√
xy)2

6 1

4
,

òî
BC

AD
=

√
1− 3

xy

(x+ y)2
>

√
1− 3

4
=

1

2
.

Ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè x = y.

Îòâåò: (a) íåò, (á) 1
2
. Îòâåò ê âàðèàíòó: 2�2: (a) íåò, (á) 1

2
.

5. Íà ïðèâåäåííîì ÷åðòåæå èçîáðàæåíà ñõåìà äâèæåíèÿ ó÷àñòíèêîâ îïèñûâàåìûõ ñîáû-
òèé: Ïî óñëîâèþ çàäà÷è, BC = 1, îáîçíà÷èì CD = a, DE = b, EF = c, BK : KA = λ.

L

t

S

A

B

M

C D E F

K N

P

Петр
Гео

рг
ий

В
асилий

Ðèñ. 2:

Ðàññìàòðèâàÿ òðè ïàðû ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ: BLC è MPN , FME è MAL, EMD
è LAK, èìååì

λ =
1

b+ c
=

c

a
=

b

1
⇒ b = λ, c =

1

λ
− λ, a =

1

λ2
− 1.

Çàäåéñòâóÿ îñòàâøóþñÿ èíôîðìàöèþ, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà 1
λ2 − 1 > 5

4
, λ + 1

λ2 6 35
12
.

Ïåðâîå èç íèõ äàåò λ 6 2
3
, âòîðîå ìîæíî ðåøàòü ÷åñòíî, à ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî f(λ) =

λ+ 1
λ2 óáûâàåò íà (0, 2/3], f(2/3) = 35/12, ïîýòîìó λ = 2/3. Ñòàëî áûòü, âðåìÿ â ïóòè

Ïåòðà è Ãåîðãèÿ ñîñòàâèëî a+ b+ c+ 1 = λ+1
λ2 = 15

4
.

Îòâåò: 12 : 45. Îòâåò ê âàðèàíòó: 2�2: 13 : 00.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 4�1 (Íèæíèé Íîâãîðîä)

1. Âñå 11-êëàññíèêè ñïåöøêîëû ðàçäåëåíû íà òðè îòäåëüíûå êàòåãîðèè: ôè-

çèêè, õèìèêè è áèîëîãè. Íà êàæäûõ äâîèõ áèîëîãîâ ïðèõîäèòñÿ 5 ÷åëî-

âåê, ñ÷èòàþùèõñÿ ôèçèêàìè èëè õèìèêàìè, à íà êàæäûõ òðîèõ ôèçèêîâ

ïðèõîäèòñÿ 7 ÷åëîâåê, ñ÷èòàþùèõñÿ õèìèêàìè èëè áèîëîãàìè. Íàéäèòå

êîëè÷åñòâî õèìèêîâ, åñëè 11-êëàññíèêîâ â øêîëå íå áîëåå 100.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
√
2 cos 2x > sinx− cosx.

3. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû

T =
f(t)− f(0)

f (t2) + f (t)− 2f (0) + 2
,

åñëè f (2x+ y)− f (x+ y) = 2x äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé x è y.

4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC íà âûñîòå BH, ðàâíîé îñíîâàíèþ

AC, êàê íà äèàìåòðå, ïîñòðîåíà îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ áîêîâóþ ñòî-

ðîíó BC â òî÷êå F . Êàêîâî îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà FCH ê

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC? Êàêàÿ ÷àñòü ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC
íàõîäèòñÿ âíóòðè îêðóæíîñòè?

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

x2 + 8 {x+ 4} − 9 = 0,

ãäå {a}− äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 4�2 (Íèæíèé Íîâãîðîä)

1. Âñå 11-êëàññíèêè ñïåöøêîëû ðàçäåëåíû íà òðè îòäåëüíûå êàòåãîðèè: ýêî-

íîìèñòû, èñòîðèêè è ôèëîëîãè. Íà êàæäûõ äâîèõ ôèëîëîãîâ ïðèõîäèòñÿ

3 ÷åëîâåêà, ñ÷èòàþùèõñÿ ýêîíîìèñòàìè èëè èñòîðèêàìè, à íà êàæäûõ ïÿ-

òåðûõ ýêîíîìèñòîâ ïðèõîäèòñÿ 7 ÷åëîâåê, ñ÷èòàþùèõñÿ èñòîðèêàìè èëè

ôèëîëîãàìè. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî èñòîðèêîâ, åñëè 11-êëàññíèêîâ â øêîëå

íå áîëåå 100.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
√
2 cos 2x+ sinx+ cosx 6 0.

3. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû

Z =
2 (f(z)− f(0))

f (z2) + f (z)− 2f (0) + 2
,

åñëè f (2x− y)− f (x− y) = 2x äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé x è y.

4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC íà âûñîòå BH, êîòîðàÿ â ïîëòîðà

ðàçà áîëüøå îñíîâàíèÿ AC, êàê íà äèàìåòðå, ïîñòðîåíà îêðóæíîñòü, ïå-

ðåñåêàþùàÿ áîêîâóþ ñòîðîíó BC â òî÷êå F . Êàêîâî îòíîøåíèå ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà FCH ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC? Êàêàÿ ÷àñòü ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà ABC íàõîäèòñÿ âíóòðè îêðóæíîñòè?

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

x2 + 8 {4− x} − 9 = 0,

ãäå {a}− äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.
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Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 4�1 (2)

1. Ïóñòü x, y, z � êîëè÷åñòâî ó÷åíèêîâ â êàòåãîðèè: áèîëîãèè, ôèçèêè, õè-

ìèè. Òîãäà ïî óñëîâèþ çàäà÷è ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
5x = 2(y + z),
7z = 3(x+ y).

⇒
{

5x− 2y = 2z,
3x+ 3y = 7z.

⇒
{

21x = 20z,
21y = 29z.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî: x = 20, y = 29,
z = 21.

Îòâåò: 29. Îòâåò ê âàðèàíòó: 4�2: 11.

2. Ñïðàâåäëèâî

√
2 cos 2x > sinx− cosx ⇐⇒ (cosx− sinx)(

√
2(cosx+ sinx) + 1) > 0 ⇐⇒

⇐⇒ (cosx− sinx)(2 cos
(
x− π

4

)
+ 1) > 0.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (cosx − sinx)(2 cos
(
x− π

4

)
+ 1) = 0 ÿâëÿþòñÿ òî÷-

êè x = π
4 + πn, −5π

12 + 2πn, 11π
12 + 2πn. Îòìåòèâ ýòè òî÷êè íà òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêîé îêðóæíîñòè è ïðèìåíèâ ìåòîä èíòåðâàëîâ, ïîëó÷àåì îòâåò

Îòâåò:
[
−5π

12 + 2πn; π4 + 2πn
]
∪
[
11π
12 + 2πn; 5π4 + 2πn

]
.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 4�2:
[
5π
12 + 2πn; 3π4 + 2πn

]
∪
[
13π
12 + 2πn; 7π4 + 2πn

]
.

3. Èç f (2x+ y) − f (x+ y) = 2x ïðè y = −x ñëåäóåò f (x) − f (0) = 2x, òî
åñòü f (x) = 2x+ c. Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ c.

Ïîýòîìó T = 2t+c−c
2t2+c+2t+c−2c+2

= t
t2+t+1

. Åñëè t = 0, òî T = 0. Åñëè t ̸= 0,

òî T = 1
t+1+ 1

t

. Òàê êàê
∣∣t+ 1

t

∣∣ > 2, òî T ∈
[
−1; 13

]
.

Îòâåò:
[
−1; 13

]
. Îòâåò ê âàðèàíòó: 4�2:

[
−2; 23

]
.

4. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: BH = 2a, HC = a, BF = y, FC = x. Ïîñêîëüêó
óãîë BFH � ïðÿìîé, òî ïî òåîðåìå îá ñîîòíîøåíèÿõ â ïðÿìîóãîëüíîì

òðåóãîëüíèêå äëÿ äâóõ êàòåòîâ BH, HC áóäåì èìåòü:{
a2 = x(y + x),
4a2 = y(x+ y).

⇒ y

x
= 4 ⇒ y = 4x.

Èç îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùèì óãëîì íàõîäèì îòâåò íà

ïåðâûé âîïðîñ:
SFCH

SABC
=

x

2(x+ y)
=

1

10
.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêà BHC íàéäåì x: 5a2 = 25x2 ⇒ x =
a√
5
. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè îïèñàííîé âîêðóã △BHF . Îáîçíà÷èì

δ = ∠HOF . Òîãäà ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà BOF :(
4a√
5

)2

= 2a2 + 2a2 cos δ ⇒ cos δ =
3

5
⇒ sin δ =

4

5
.

Îáîçíà÷èì ïëîùàäü ñåêòîðà HOF ÷åðåç S1. Òîãäà S1 = 1
2a

2 · arcsin 4
5 .

Âíóòðè îêðóæíîñòè ó òðåóãîëüíèêà äâà òàêèõ ñåêòîðà. Êðîìå òîãî, âíóò-

ðè îêðóæíîñòè äâà òðåóãîëüíèêà îäèíàêîâîé ïëîùàäè. Íàéäåì ïëîùàäü

S2 òðåóãîëüíèêà BOF : S2 =
1
2a

2 sin δ = 2
5a

2. Òîãäà îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ

áóäåò ñëåäóþùèé: 2(S1+S2)
SABC

= 1
2

(
arcsin 4

5 + 4
5

)
.

Îòâåò: 1
10 ;

2(S1+S2)
SABC

= 1
2

(
arcsin 4

5 + 4
5

)
. Îòâåò ê âàðèàíòó: 4�2: 1

20 ;
3
4

(
arcsin 3

5 + 3
5

)
.

5. Ïåðåïèñàâ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

x2 + 8 {x+ 4} − 9 = x2 + 8(x+ 4− [x+ 4])− 9 = (x+ 4)2 − 8 [x+ 4] + 7,

(çäåñü [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a) è ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé t = x + 4,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

t2 − 8 [t] + 7 = 0.

Ïóñòü n = [t] ⇒ t2 + 7 = 8n ⇒ n > 1, à òàê êàê n 6 t < n + 1, òî t > 1.
Äàëåå

n2 + 7 6 t2 + 7 < (n+ 1)2 + 7 = n2 + 2n+ 8.

Çíà÷èò

n2 + 7 6 8n < n2 + 2n+ 8.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì n = 1, 5, 6, 7 ⇒ t = 1,
√
33,

√
41, 7.

Îòâåò:−3, +3,
√
33−4,

√
41−4. Îòâåò ê âàðèàíòó: 4�2:−3, +3, 4−

√
33, 4−

√
41.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 5�1 (Óôà)

1. Cóììà øåñòè ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ñîñòîÿùåé èç

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, â 344 ðàçà áîëüøå ñóììû òð¼õ å¼ ïåðâûõ ÷ëåíîâ.

Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè.

2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
1

x− y
√
2
+

1

x
√
2− y

= 1,

1

x
√
2 + y

− 1

x+ y
√
2
= −1.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî arcsin(sin |x|) > arccos | cos 2x|.

4. Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû SABC ëåæèò òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíàìè

AB = BC = 3
√
2 è AC = 2

√
6. Âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà

√
6 è âèäíà

èç âåðøèí A è C ïîä îäíèì è òåì æå óãëîì, ðàâíûì arcsin 1√
3
. Ïîä êàêèì

óãëîì îíà âèäíà èç âåðøèíû B?

5. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòå óðàâíåíèå∣∣∣∣x− 2
1

sin2(2a)

∣∣∣∣+ ∣∣∣x− 2−4 tg(3a)
∣∣∣+ a

(
a+

π

12

)2 (
a− π

12

)
= 0.

ìàðò 2019 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 5�2 (Óôà)

1. Ñóììà ïÿòè ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ñîñòîÿùåé èç ïî-

ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, â 244 ðàçà ìåíüøå ñóììû äåñÿòè å¼ ïåðâûõ ÷ëåíîâ.

Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè.

2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
1

x− y
√
3
+

1

x
√
3− y

= 2,

1

x
√
3 + y

− 1

x+ y
√
3
= −2.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî arcsin(sin |x|) > arccos | cos 3x|.

4. Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû SABC ëåæèò òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíàìè

AB = BC = 5
√
2 è AC = 2

√
10. Âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà

√
10 è âèäíà

èç âåðøèí A è C ïîä îäíèì è òåì æå óãëîì, ðàâíûì arcsin 1√
5
. Ïîä êàêèì

óãëîì îíà âèäíà èç âåðøèíû B?

5. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòå óðàâíåíèå∣∣∣∣x+ 2
1

sin2(2a)

∣∣∣∣+ ∣∣∣x+ 24 tg(3a)
∣∣∣+ a

(
a− π

12

)2 (
a+

π

12

)
= 0.
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Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 5�1(2)

1. Ïóñòü b > 0 è q > 0 � ïåðâûé ÷ëåí è çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè ñîîòâåò-

ñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé q = 1 íå ïîäõîäèò. Åñëè b > 0 è q > 0 (ïðè
ýòîì q ̸= 1), òî èç óñëîâèÿ çàäà÷è èìååì

b
q6 − 1

q − 1
= 344 · bq

3 − 1

q − 1
⇔

{
q6 − 344q3 + 343 = 0,
q ̸= 1,

⇔ q3 = 343,

îòêóäà ïîëó÷àåì q = 7.

Îòâåò: 7. Îòâåò ê âàðèàíòó: 5�2: 3.

2. Ïðåîáðàçóåì êàæäîå óðàâíåíèå, ïðèâîäÿ äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ.

Ïîëó÷èì {
(
√
2 + 1)(x− y) =

√
2(x2 + y2)− 3xy,

(
√
2− 1)(x− y) =

√
2(x2 + y2) + 3xy,

åñëè x ̸= ±
√
2y è y ̸= ±

√
2x. Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ýòè óðàâíåíèÿ, íàõîäèì{

x− y = x2 + y2,
y − x = 3xy.

Ñëåäîâàòåëüíî, x2 + 3xy + y2 = 0, îòêóäà ëèáî x = y = 0 (ýòîò âàðèàíò

íå ïîäõîäèò ââèäó âûïèñàííûõ âûøå óñëîâèé), ëèáî y = −3±
√
5

2 x ̸= 0.

Òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì −3±
√
5

2 · 3x2 = −5±
√
5

2 x, ïîýòîìó x =
−5±

√
5

3·(−3±
√
5)

= 5±
√
5

6 , è òîãäà y = −5±
√
5

6 ñîîòâåòñòâåííî (çäåñü çíàêè áåðóòñÿ

ëèáî âåðõíèè, ëèáî íèæíèè).

Îòâåò: (x, y) = ((5 +
√
5)/6, (−5 +

√
5)/6); ((5 −

√
5)/6, (−5 −

√
5)/6).

Îòâåò ê âàðèàíòó: 5�2: (x, y) = ((3 +
√
3)/8, (−3 +

√
3)/8); (x, y) =

(3−
√
3)/8, (−3−

√
3)/8).

3. Ôóíêöèè â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâà ÷åòíûå, êðîìå òîãî, íà

ìíîæåñòâå [0;+∞) îíè ïåðèîäè÷íûå ñ ïåðèîäîì 2π. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

ðåøèòü íåðàâåíñòâî íà ïðîìåæóòêå [0; 2π). Èìååì

x ∈
[
0;

π

4

]
⇒ x > 2x ⇒ x = 0; x ∈

[π
4
;
π

2

]
⇒ x > π − 2x ⇒ x ∈

[π
3
;
π

2

]
;

x ∈
[
π

2
;
3π

4

]
⇒ π − x > 2x− π ⇒ x ∈

[
π

2
;
2π

3

]
;

x ∈
[
3π

4
;π

]
⇒ π − x > 2π − 2x ⇒ x = π.

Åñëè æå x ∈ (π; 2π), òî arcsin (sin |x|) < 0, arccos |cos 2x| > 0, ïîýòîìó íà

ýòîì èíòåðâàëå äàííîå íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò. ×åòíî-ïåðèîäè÷íî

ïðîäîëæàÿ ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü, ïîëó÷àåì

Îòâåò: x ∈ {±πk}
∪[π

3 + 2πk; 2π3 + 2πk
]∪ [

−2π
3 − 2πk;−π

3 − 2πk
]
, k =

0, 1, 2, . . . Îòâåò ê âàðèàíòó: 5�2:

x ∈ {±πk}
∪[π

4 + 2πk; 3π4 + 2πk
] ∪ [

−3π
4 − 2πk;−π

4 − 2πk
]
, k = 0, 1, 2, . . .

4. Ïîñêîëüêó âûñîòà SH ïèðàìèäû âèäíà èç âåðøèí A è C ïîä îäíèì è òåì

æå óãëîì, òî÷êà H ëåæèò íà ìåäèàíå (îíà æå áèññåêòðèñà è âûñîòà) BM
òðåóãîëüíèêà ABC èëè å¼ ïðîäîëæåíèè. Åñëè SH = h, AB = BC = a,
AC = b è ∠SAH = ∠SCH = α, à èñêîìûé óãîë ∠SBH = β, òî èìååì

BH = h ctg β = BM ±MH =

√
a2 − b2

4
±
√

h2 ctg2 α− b2

4
,

îòêóäà, ïîäñòàâëÿÿ äàííûå çàäà÷è, ïîëó÷àåì ctg β =
√
2± 1, â çàâèñèìî-

ñòè îò òîãî, ëåæèò ëè òî÷êà H âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC èëè âíå íåãî.

Çíà÷èò, β = π
8 èëè β = 3π

8 .

Îòâåò:
π

8
èëè

3π

8
. Îòâåò ê âàðèàíòó: 5�2:

π

12
èëè

5π

12
.

5. Ðåøåíèå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî åñëè a ∈
{
− π

12

}
∪
(
0; π

12

]
, ïîñêîëüêó

èíà÷å ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èëè íå îïðåäåëåíà, èëè ñòðîãî ïîëîæèòåëü-

íà. Ïðè a = − π
12 óðàâíåíèå èìååò âèä 2|x−16| = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè a =

− π
12 x = 16. Åñëè a ∈

(
0; π

12

]
, òî 2

1
sin2(2a) > 16, à 2−4 tg(3a) < 1. Ïîýòîìó ìè-

íèìóì ôóíêöèè f(x) =

∣∣∣∣x− 2
1

sin2(2a)

∣∣∣∣+ ∣∣x− 2−4 tg(3a)
∣∣ íå ìåíüøå 15. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ g(a) = a
(
a+ π

12

)2 (
a− π

12

)
íà ïîëóèíòåðâàëå

(
0; π

12

]
çàâåäîìî íå áîëüøå 1: |g(a)| < a

(
a+ π

12

)3
< 1.

Ïîýòîìó ïðè a ∈
(
0; π

12

]
ðåøåíèé íåò.

Îòâåò: x = 16 ïðè a = − π
12 . Ïðè îñòàëüíûõ a ðåøåíèé íåò. Îòâåò ê

âàðèàíòó 5�2: x = −16 ïðè a = π
12 . Ïðè îñòàëüíûõ a ðåøåíèé íåò.

ìàðò 2019 ã.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 6�1 (Íèæíèé Íîâãîðîä)

1. Íàéäèòå äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà(
2x− x2

)
· 106

33
+
(

3
√
2 + 1

) 3

√
3
√
2− 1

3

 ,

åñëè x = 0, 9999.

2. ×èñëà 1
17 ,

1
15 ,

1
13 ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ âîçðàñ-

òàþùèìè íîìåðàìè. Êàêîâî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ýòîé ïðîãðåñ-

ñèè?

3. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ a ∈ R ðåøèòå íåðàâåíñòâî

arccos
(1− x2

1 + x2

)
+ (x− a)2 6 2 arctg x.

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC, ∠A = 2α, áèññåêòðèñû BD è CE ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå I. Íàéäèòå íàèìåíüøèé âîçìîæíûé ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà DEI, åñëè ñóììà äëèí îòðåçêîâ DI è EI ðàâíà 2d.

5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n = 1, 2, . . . , 9 óðàâíåíèå(
log22 sin

(
πx+

7πn

6

)
+ log2 sin

(
πx+

7πn

6

)
+ 0, 5

)
·

· log2
(
9 · 34x2−6x − 2 · 32x2−3x+2 + 17

)
= 3 log2 sin

(
πx+

7πn

6

)
+ 1, 5

èìååò ðåøåíèå?

ìàðò 2019 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 6�2 (Íèæíèé Íîâãîðîä)

1. Íàéäèòå äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà(
2x− x2

)
· 105

666
+ 2

(
3
√
2 + 1

) 3

√
3
√
2− 1

3

 ,

åñëè x = 0, 999.

2. ×èñëà 1
21 ,

1
19 ,

1
17 ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ âîçðàñ-

òàþùèìè íîìåðàìè. Êàêîâî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ýòîé ïðîãðåñ-

ñèè?

3. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ a ∈ R ðåøèòå íåðàâåíñòâî

arccos
(1− x2

1 + x2

)
+ (a− x− 1)2 6 2 arctg x.

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC, ∠B = 2β, áèññåêòðèñû AD è CE ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå J. Íàéäèòå íàèìåíüøèé âîçìîæíûé ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàí-

íîé îêîëî òðåóãîëüíèêà DEJ , åñëè ïðîèçâåäåíèå äëèí îòðåçêîâ DJ è EJ
ðàâíà d2.

5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n = 1, 2, . . . , 9 óðàâíåíèå(
log22 cos

(
πx+

7πn

3

)
+ log2 cos

(
πx+

7πn

3

)
+ 0, 5

)
·

· log2
(
34x

2−2x − 2 · 32x2−x+1 + 17
)
= 3 log2 cos

(
πx+

7πn

3

)
+ 1, 5

èìååò ðåøåíèå?

ìàðò 2019 ã.



Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 6�1(2)

1. Òàê êàê x = 1 − 10−4, òî 2x − x2 = x(2 − x) = (1 − 10−4)(1 + 10−4) =

1− 10−8 = 0, 99999999. Ïîýòîìó
(2x−x2)·106

33 = 999999,99
33 = 30303,03.

Îáîçíà÷èì âòîðîå ñëàãàåìîå
(

3
√
2 + 1

)(
3

√
3√2−1
3

)
= y. Òàê êàê

y3 =
(

3
√
2 + 1

)3( 3
√
2− 1

3

)
=

(
2 + 3 3

√
4 + 3 3

√
2 + 1

) (
3
√
2− 1

)
3

=
2 3
√
2 + 3 · 2 + 3 3

√
4 + 3

√
2− 2− 3 3

√
4− 3 3

√
2− 1

3
= 1,

òî y = 1.

Îòâåò: 30304,03.

2. Ïóñòü a1 = 1
17
, an+1 = 1

15
+ dn, am+1 = 1

15
+ dm, d � ðàçíîñòü ïðîãðåññèè. Òîãäà{

nd = 1
15

− 1
17

= 2
15·17 ,

md = 1
13

− 1
15

= 2
13·15

⇒ n

m
=

13

17
⇔ 17n = 13m.

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàçíîñòè � ýòî íàèìåíüøèå íîìåðà n è m. Çíà÷èò n = 13 ⇔ d =
2

13·15·17 .

Îòâåò: 2
13·15·17 .

3. Ïðè x < 0 ðåøåíèé íåò, ò.ê. ôóíêöèÿ ñïðàâà îòðèöàòåëüíà, à ñëåâà íåîòðèöàòåëüíà.

Ïðè x > 0 èìååì arccos
(

1−x2

1+x2

)
= 2arctg x, ïîýòîìó èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî

(x− a)2 6 0.

Îòêóäà x = a è ïðè a > 0 åñòü îäíî ðåøåíèå x = a.

Îòâåò: Ïðè a < 0 ðåøåíèé íåò, ïðè a > 0 åñòü îäíî ðåøåíèå x = a.

4. Îáîçíà÷èì EI çà x, DI çà y, ED çà w. Çàìåòèì, ÷òî ∠EAD = 2α,∠DIE = ∠BIC =
π
2
+ α. Èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ãåîìåòðè÷åñêîì, ïîëó÷àåì: 4xy 6

(x + y)2 = 4d2, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå x = y. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî
xy ∈ (0; d2], òî, ÷òî xy ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîíÿòíî èç òîãî, ÷òî îäèí èç óãëîâ ∠B ëèáî
∠C ìîæíî óñòðåìèòü ê íóëþ. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå EID, ïîëó÷àåì

w2 = x2 + y2 − 2xy · cos(π/2 + α) = (x+ y)2 − 2xy(1 + cos(π/2 + α)) =

= 4d2 − 2xy(1 + cos(π/2 + α)) ∈ [2d2(1− cos(π/2 + α)); 4d2).

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå EID, èìååì R = w
2 sin(π/2+α)

.

Òàêèì îáðàçîì R ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ R ∈ [
d·
√

2(1−cos(π/2+α))

2 sin(π/2+α)
; d
sin(π/2+α)

).

Îòâåò: R =
d·
√

2(1−cos(π/2+α))

2 sin(π/2+α)
.

5. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

32x
2−3x+1 = u, α = πx+

7πn

6
.

Óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó:

log2(u
2 − 6u+ 17) =

6(2 log2 sinα+ 1)

(2 log2 sinα+ 1)2 + 1
.

Òåïåðü ââåäåì ïåðåìåííóþ t: t = 2 log2 sinα + 1. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ìîæåò
âûòü ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó:

g(t) =
6t

t2 + 1
.

Ôóíêöèÿ g(t) ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà îòðèöàòåëüíà, à ïðè ïîëîæè-
òåëüíûõ åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

g(t) =
6

t+ 1
t

,

èç êîòîðîãî ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîãäà çíàìåíàòåëü
ïîëîæèòåëåí è ìèíèìàëåí. Ýòî ïðîèçîéäåò ïðè t = 1, òî åñòü ïðè α = π

2
+2πk. Ïðè ýòîì

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ áóäåò ðàâíî 3. Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

f(u) = log2(u
2 − 6u+ 17) = log2((u− 3)2 + 8) > 3

âñåãäà áîëüøå èëè ðàâíà 3 è äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè u = 3. Îòñþäà
ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x:

32x
2−3x+1 = 3 ⇒ 2x2 − 3x+ 1 = 1 ⇒ x = 0 ∪ x =

3

2
,

êîòîðûå ïðåòåíäóþò íà òî, ÷òîáû áûòü êîðíÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Çíà÷åíèÿ ïåðå-
ìåííîé x ó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè äîëæíû ñîâïàäàòü, ïîýòîìó ðåøåíèÿ áóäóò ïðè òàêèõ
çíà÷åíèÿõ n, ïðè êîòîðûõ âûïîëíèòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:

π · 0 + 7πn

6
=

π

2
+ 2πk èëè π · 3

2
+

7πn

6
=

π

2
+ 2πk.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àþòñÿ ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ðåøàþòñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì k ÷åðåç êëàññû äåëèìîñòè íà 7 ñ îñòàòêîì k = 7l+r, (r = 0, . . . , 6). Ïåð-
âîå èç ýòèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé n ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ n = 3+12k

7
, êî-

òîðîå íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå n = 9.
Âòîðîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ: n = 12k−6

7
, êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå n = 6.

Îòâåò: {6, 9}.

Îòâåòû ê âàðèàíòó 6-2

1. 152,15.

2. 2
17·19·21 .

3. Ïðè a < 1 ðåøåíèé íåò, ïðè a > 1 åñòü îäíî ðåøåíèå x = a− 1.

4. R =
d·
√

2(1−cos(π/2+β))

2 sin(π/2+β) .

5. {3, 9}.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 7 � 1 (Ìîñêâà)

1. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âûðàæàþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñ-

ëàìè, ïðè ýòîì ãèïîòåíóçà íà 1 äëèííåå îäíîãî èç êàòåòîâ. Ìîæåò ëè äëè-

íà êàêîãî-òî êàòåòà äàííîãî òðåóãîëüíèêà áûòü ðàâíà: à) 2019; á) 2018; â)

2112?

2. Àíÿ âûïèñàëà îäíî çà äðóãèì 2018 ÷èñåë 1·2
2 ,

2·3
2 ,

3·4
2 , . . . ,

2018·2019
2 è âû-

÷èñëèëà èõ. Ñêîëüêî èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë èìåþò â äåñÿòè÷íîé çàïèñè

ïîñëåäíþþ öèôðó 5?

3. Êðèâàÿ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè çàäàíà óðàâíåíèåì

(|x| − 5)2 + (y − 4)2 =

(
2− |x|

x

)2

.

Ñðåäè âñåõ ïðÿìûõ, êàñàþùèõñÿ ýòîé êðèâîé â äâóõ òî÷êàõ, íàéäè-

òå òó ïðÿìóþ, êîòîðàÿ íàèìåíåå óäàëåíà îò òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè(
10− 4

√
6; 6

)
.

4. Íàéäèòå ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, â êîòîðîì AB =
3, AD = 4, AC = 6, à ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà ïëîùàäè òðå-

óãîëüíèêà ADC è â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABD.

5. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f (x) = x5 + a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0

â òî÷êå x = 2018, åñëè f(2019) = f (2023) = 0, f(2020) = f (2022) = 3,
f (2021) = 4.

ìàðò 2019 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 7 � 2 (Ìîñêâà)

1. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âûðàæàþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñ-

ëàìè, ïðè ýòîì ãèïîòåíóçà íà 1 äëèííåå îäíîãî èç êàòåòîâ. Ìîæåò ëè äëè-

íà êàêîãî-òî êàòåòà äàííîãî òðåóãîëüíèêà áûòü ðàâíà: à) 2022; á) 2021; â)

1984?

2. Ïåòÿ âûïèñàë îäíî çà äðóãèì 2019 ÷èñåë 1·2
2 ,

2·3
2 ,

3·4
2 , . . . ,

2018·2019
2 è âû-

÷èñëèë èõ. Ñêîëüêî èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë èìåþò â äåñÿòè÷íîé çàïèñè

ïîñëåäíþþ öèôðó 8?

3. Êðèâàÿ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè çàäàíà óðàâíåíèåì

(x− 8)2 + (|y| − 10)2 =

(
3− 2 |y|

y

)2

.

Ñðåäè âñåõ ïðÿìûõ, êàñàþùèõñÿ ýòîé êðèâîé â äâóõ òî÷êàõ, íàéäè-

òå òó ïðÿìóþ, êîòîðàÿ íàèìåíåå óäàëåíà îò òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè(
11; 15− 6

√
6
)
.

4. Íàéäèòå ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà KLMN , â êîòîðîì KL =
3, KN = 5, KM = 6, à ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà KLM ðàâíà ïëîùàäè

òðåóãîëüíèêà KMN è â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà KLN .

5. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f (x) = x5 + a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0

â òî÷êå x = 2018, åñëè f(2019) = f (2023) = 0, f(2020) = f (2022) = −3,
f (2021) = −4.

ìàðò 2019 ã.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 7 � 3 (Ìîñêâà)

1. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âûðàæàþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñ-

ëàìè, ïðè ýòîì ãèïîòåíóçà íà 1 äëèííåå îäíîãî èç êàòåòîâ. Ìîæåò ëè äëè-

íà êàêîãî-òî êàòåòà äàííîãî òðåóãîëüíèêà áûòü ðàâíà: à) 2017; á) 2020; â)

2112?

2. Òàíÿ âûïèñàëà îäíî çà äðóãèì 2018 ÷èñåë 1·2
2 ,

2·3
2 ,

3·4
2 , . . . ,

2018·2019
2 è âû-

÷èñëèëà èõ. Ñêîëüêî èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë èìåþò â äåñÿòè÷íîé çàïèñè

ïîñëåäíþþ öèôðó 1?

3. Êðèâàÿ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè çàäàíà óðàâíåíèåì

(|x| − 5)2 + (y + 4)2 =

(
2 +

|x|
x

)2

.

Ñðåäè âñåõ ïðÿìûõ, êàñàþùèõñÿ ýòîé êðèâîé â äâóõ òî÷êàõ, íàéäè-

òå òó ïðÿìóþ, êîòîðàÿ íàèìåíåå óäàëåíà îò òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè(
4
√
6− 10; −2

)
.

4. Íàéäèòå ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, â êîòîðîì AB =
2, AD = 3, AC = 4, à ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà ïëîùàäè òðå-

óãîëüíèêà ADC è â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABD.

5. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f (x) = x5 + a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0

â òî÷êå x = 2023, åñëè f(2018) = f (2022) = 0, f(2019) = f (2021) = 3,
f (2020) = 4.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 7 � 4 (Ìîñêâà)

1. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âûðàæàþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñ-

ëàìè, ïðè ýòîì ãèïîòåíóçà íà 1 äëèííåå îäíîãî èç êàòåòîâ. Ìîæåò ëè äëè-

íà êàêîãî-òî êàòåòà äàííîãî òðåóãîëüíèêà áûòü ðàâíà: à) 2020; á) 2021; â)

1984?

2. Âàñÿ âûïèñàë îäíî çà äðóãèì 2019 ÷èñåë 1·2
2 ,

2·3
2 ,

3·4
2 , . . . ,

2018·2019
2 è âû-

÷èñëèë èõ. Ñêîëüêî èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë èìåþò â äåñÿòè÷íîé çàïèñè

ïîñëåäíþþ öèôðó 3?

3. Êðèâàÿ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè çàäàíà óðàâíåíèåì

(x+ 8)2 + (|y| − 10)2 =

(
3 +

2 |y|
y

)2

.

Ñðåäè âñåõ ïðÿìûõ, êàñàþùèõñÿ ýòîé êðèâîé â äâóõ òî÷êàõ, íàéäè-

òå òó ïðÿìóþ, êîòîðàÿ íàèìåíåå óäàëåíà îò òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè(
−5; 6

√
6− 15

)
.

4. Íàéäèòå ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà KLMN , â êîòîðîì KL =
3, KN = 2, KM = 6, à ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà KLM ðàâíà ïëîùàäè

òðåóãîëüíèêà KMN è â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà KLN .

5. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f (x) = x5 + a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0

â òî÷êå x = 2023, åñëè f(2018) = f (2022) = 0, f(2019) = f (2021) = −3,
f (2020) = −4.
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Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 7�1

1. Ïóñòü êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû x è y, à ãèïîòåíóçà ðàâíà x+1. Ïî
òåîðåìå Ïèôàãîðà (x+ 1)2 = x2 + y2 ⇔ 2x+1 = y2, îòêóäà y � íå÷åòíîå ÷èñëî, à 2x+1
� ïîëíûé êâàäðàò. Ïîýòîìó:

à) 2019. x íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 2019, òàê êàê 2 · 2019 + 1 = 4039 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

êâàäðàòîì. Åñëè y = 2019, òî x = 20192−1
2

∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, îäèí èç êàòåòîâ
ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 2019.

á) 2018. x íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 2018, òàê êàê 2 · 2018 + 1 = 4037 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
êâàäðàòîì. Íî è y íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 2018, òàê êàê y îáÿçàòåëüíî íå÷åòíîå.

â) 2112. y íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 2112, òàê êàê y îáÿçàòåëüíî íå÷åòíîå. Åñëè x = 2112,
òî y2 = 2 · 2112 + 1 = 4225, îòêóäà y = 65. Ñëåäîâàòåëüíî, îäèí èç êàòåòîâ ìîæåò
ðàâíÿòüñÿ 2112.

Îòâåò: äà; íåò; äà. Îòâåò ê âàðèàíòó: 7�2: íåò; äà; äà. 7�3: äà; íåò; äà. 7�4: íåò; äà; äà.

2. Ïîñêîëüêó (n+20)·(n+21)
2

− n·(n+1)
2

= 20n + 210 äåëèòñÿ íà 10, òî ÷èñëà (n+20)·(n+21)
2

è
n·(n+1)

2
çàêàí÷èâàþòñÿ íà îäíó è òó æå öèôðó, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäíèõ

öèôð äàííûõ â óñëîâèè ÷èñåë ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T = 20. Åñëè âûïèñàòü ïåðâûå
20 ÷èñåë, òî èõ ïîñëåäíèå öèôðû ðàâíû: 1, 3, 6, 0, 5, 1, 8, 6, 5, 5, 6, 8, 1, 5, 0, 6, 3, 1, 0,
0. Òàêèì îáðàçîì, 20 ýòî íàèìåíüøèé ïåðèîä.

Íà ýòîì ïåðèîäå öèôðà 5 âñòðå÷àåòñÿ 4 ðàçà. Çíà÷èò, âñåãî îíà âñòðåòèòñÿ
[
2018
20

]
·4+4 =

404 ðàçà.

Îòâåò: 404. Îòâåò ê âàðèàíòó: 7�2: 202. 7�3: 404. 7�4: 202.

3. Ïðè x > 0 óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî (x− 5)2 + (y − 4)2 = 12, à ïðè x < 0 ðàâíîñèëüíî
(x+ 5)2+(y − 4)2 = 32. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ êðèâàÿ ñîñòîèò èç äâóõ îêðóæíîñòåé.
Îíà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå, òàì æå èçîáðàæåíû âîçìîæíûå ïðÿìûå, èìåþùèå äâå òî÷êè
êàñàíèÿ ñ êðèâîé.

10O

M

y

P

x

5-5

O
1

O
2

Ðèñ. 3:

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ âûòåêàåò, ÷òî O2K = 5. Ñëåäîâàòåëüíî, MK =
√
24 = 2

√
6.

Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ áóäóò: y = −x−10

2
√

6
+ 4 è y = x−10

2
√
6

+ 4. Ïî-

ñêîëüêó ïåðâàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
(
10− 4

√
6; 6

)
, òî èìåííî îíà è áóäåò

äîñòàâëÿòü ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå. Äëÿ ñïðàâêè óðàâíåíèÿ äâóõ âíóòðåííèõ êàñà-
òåëüíûõ: y = − 2x−5√

21
+ 4, y = 2x−5√

21
+ 4.

Îòâåò: y = −x−10

2
√
6
+4. Îòâåò ê âàðèàíòó: 7�2: y = −2

√
6 (x− 8)+ 15. 7�3: y = x+10

2
√

6
− 4.

7�4: y = 2
√
6 (x+ 8)− 15.

4. Òàê êàê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ABC è ADC ðàâíû, òî òî÷êè B è D ðàâíîóäàëåíû

îò ïðÿìîé AC, òî åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà O äåëèò BD

ïîïîëàì. Èç óñëîâèÿ SABC = 2SABD ñëåäóåò s + SBOC = 2 · 2s (ãäå s � ïëîùàäü

êàæäîãî èç ðàâíîâåëèêèõ òðåóãîëüíèêîâ ABO è AOD). Îòñþäà SBOC = 3s, òî åñòü

OC : AO = 3 : 1. Åñëè òåïåðü îáîçíà÷èòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà

BCD ÷åðåç Q, òî ïîëó÷àåòñÿ OQ = QC
2

è OQ = AO, òî åñòü ABQD � ïàðàëëåëîãðàìì.

Òîãäà SABD = SAQD = 2
√
5 (â ∆AQD íàì èçâåñòíû âñå ñòîðîíû: 3, 3 è 4). Ïëîùàäü

÷åòûðåõóãîëüíèêà â 4 ðàçà áîëüøå.

A

B

D

O

Q

C

3

4

6

Ðèñ. 4:

Îòâåò: 8
√
5. Îòâåò ê âàðèàíòó: 7�2: 5

√
11. 7�3: 3

√
7. 7�4: 8

√
2.

5. Ââåäåì ôóíêöèþ g (x) = f (x) + (x− 2021)2 − 4. Äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ g(2019) = g (2020) = g (2021) = g (2022) = g (2023) = 0, òî åñòü

ôóíêöèÿ g (x) èìååò 5 êîðíåé. Òàê êàê îíà ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì 5-é ñòå-

ïåíè, òî äðóãèõ êîðíåé ó íåå íåò. Çíà÷èò,

g (x) = (x− 2019) (x− 2020) (x− 2021) (x− 2022) (x− 2023) ,

è

f (x) = (x− 2019) (x− 2020) (x− 2021) (x− 2022) (x− 2023)−(x− 2021)2+4.

Ïîýòîìó

f (2018) = (−1) (−2) (−3) (−4) (−5)− (−3)2 + 4 = −120− 9 + 4 = −125.

Îòâåò: −125. Îòâåò ê âàðèàíòó: 7�2: −115. 7�3: 115. 7�4: 125.
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