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9 êëàññ.

1. Â ðîëåâîé èãðå ¾World of MSU¿ èìååòñÿ òðè êëàññà: âîèí, ìàã, öåëè-
òåëü. Êàæäûé èãðîê ìîæåò óïðàâëÿòü ïåðñîíàæåì íåêîòîðîãî êëàññà
(îäèíî÷íûé êëàññ) èëè ïåðñîíàæåì, ñîâìåùàþùèì ñïîñîáíîñòè äâóõ
êëàññîâ (äâîéíîé êëàññ), íàïðèìåð, ìàã-öåëèòåëü. Ïàðòèÿ èç 32 èã-
ðîêîâ øòóðìóåò ¾Öèòàäåëü çëà¿. Èçâåñòíî, ÷òî öåëèòåëåé (ò.å. âñåõ,
èìåþùèõ ñïîñîáíîñòè öåëèòåëåé) â äâà ðàçà áîëüøå ìàãîâ è â k ðàç
ìåíüøå, ÷åì âîèíîâ (k � öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå äâóõ). Ñêîëüêî èãðî-
êîâ èìåþò îäèíî÷íûé êëàññ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ÷òî èãðîêîâ, èìåþùèõ
äâîéíîé êëàññ íà 2 áîëüøå, ÷åì öåëèòåëåé?

Îòâåò: 26.

Ðåøåíèå: Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ìàãîâ, òîãäà öåëèòåëåé 2x , à âîè-
íîâ � 2kx. Èõ ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî áîëüøå 32, ïîñêîëüêó íåêîòîðûå
èãðîêè ñîâìåùàþò äâà êëàññà. Î÷åâèäíî êîëè÷åñòâî èãðîêîâ, ñîâìå-
ùàþùèõ äâà êëàññà ðàâíî x + 2x + 2kx − 32. Òîãäà öåëèòåëåé áóäåò
x+2x+2kx− 34, îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå: x+2x+2kx− 34 = 2x.
Ïðåîáðàçîâàâ, ïîëó÷èì x(2k + 1) = 34. Òàêèì îáðàçîì 2k + 1 � äåëè-
òåëü 34, ñëåäîâàòåëüíî, k = 8 è x = 2. Òîãäà öåëèòåëåé � 4, èãðîêîâ
äâîéíûõ êëàññîâ � 6, à âñå îñòàëüíûå 32 − 6 = 26 èìåþò îäèíî÷íûé
êëàññ.

2. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD èçâåñòíî, ÷òî AB = BC, ∠ABC =
∠ADC = 90◦. Èç âåðøèíû B îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð BH íà ñòîðîíó
AD.Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
BH = h.

Îòâåò: h2.



Ðåøåíèå: Îòðåæåì
òðåóãîëüíèê ABH, ïðèëîæèì åãî ñâåðõó � ïîëó÷èì êâàäðàò ñî ñòî-
ðîíîé h.

3. Áóäåì îáîçíà÷àòü max(A,B,C) íàèáîëüøåå èç ÷èñåë A,B,C. Íàéäèòå
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû max(x2+ |y|, (x+2)2+ |y|, x2+ |y−1|).
Îòâåò: 1,5.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ïðè x2 > (x + 2)2 ïðè x < −1 è, íàîáîðîò
x2 < (x + 2)2 ïðè x > −1. Åñëè x = −1, òî îáå ýòè âåëè÷èíû ðàâíû
1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êàêàÿ-òî èç íèõ áîëüøå 1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
ïîêàçàòü äëÿ |y| è |y − 1|, ÷òî ïðè y = 1/2 îíè îáå ðàâíû 1/2, à ïðè
y 6= 1/2 êàêàÿ-òî èç íèõ áîëüøå. Çíà÷èò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè
x = −1, y = 1/2.

4. ×èñëî 2015 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë ðàçëè÷íûì îáðàçîì, íàïðèìåð, 2015 = 1007 + 1008 èëè 2015 =
401+402+403+404+405. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ýòî ñäåëàòü?

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå: Ñóììà k ÷èñåë íà÷èíàÿ ñ n ðàâíà S(k, n) = 1
2 (2n+k−1) ·k.

Ò.å. íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå (2n + k − 1) · k = 4030 â öåëûõ ÷èñëàõ.
Î÷åâèäíî, â êà÷åñòâå k ìîæíî âçÿòü ëþáîé äåëèòåëü 4030 = 2 × 5 ×
13× 31. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé (2, 5, 13 è 31)
ìîæåò áûòü â ñòåïåíè 0 èëè 1 � èòîãî 16 âàðèàíòîâ.

5. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ a, b, ÷èñëî N = a2+b2

ab−1 �
òîæå íàòóðàëüíîå. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ N .

Îòâåò: 5.



6. Â òðåóãîëüíèê 4ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O, ê êîòîðîé
ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíû AC è AB â òî÷êàõ
M è N ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå óãîë ∠A òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè
∠MON = 26◦.

Îòâåò: 128◦

7. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x, y) = 2015(x+y)√
2015x2+2015y2

è

óêàæèòå âñå ïàðû (x, y), ïðè êîòîðûõ îíî äîñòèãàåòñÿ.

Îòâåò: a) −
√
4030. b) x = y < 0.

Ðåøåíèå: f(x, y) = ±
√
2015

√
(x+y)2

x2+y2 . Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äîñòèãà-

åòñÿ, êîãäà (x+y)2

x2+y2 äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, ïðè÷åì x + y < 0. Çàìåòèì,

÷òî (x+y)2

x2+y2 = 1 + 2xy
x2+y2 6 2 è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè x = y. Ñëåäî-

âàòåëüíî ìèíèìóì èñõîäíîé ôóíêöèè ðàâåí −
√
2015 ·

√
2.

8. Äàíî 2015 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõî-
äÿùèõ 107. Ìîãóò ëè îíè âñå áûòü ñîñòàâíûìè?

Îòâåò: Íåò.

9. Äàíû òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ′, ïëîùàäè êîòîðûõ ðàâíû 1 è 2025,
ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî ëó÷è AB è A′B′ ïàðàëëåëüíû è èäóò â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿ (ñì. ðèñ.). Òî æå âåðíî è äëÿ ïàð BC
è B′C ′, CA è C ′A′. A′′, B′′ è C ′′ � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AA′, BB′ è CC ′.
Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà A′′B′′C ′′.

Îòâåò: 484.

Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî, òðåóãîëüíèêè ABC A′B′C ′ ïîäîáíû ñ êîýôôè-
öèåíòîì 45.



Îáðàçóþòñÿ òðè òðàïåöèè, â íèõ A′′B′′, B′′C ′′ è C ′′A′′ � îòðåçêè,
ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû äèàãîíàëåé (ò.å. ðàâíû ïîëóðàçíîñòè îñíîâà-
íèé). Çíà÷èò òðåóãîëüíèê A′′B′′C ′′ òîæå ïîäîáåí 4ABC è åãî êîýô-
ôèöèåíò ðàâåí (45−1)/2 = 22. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ïëîùàäü â 222 = 484
ðàç áîëüøå ïëîùàäè ìàëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà.

10. Íàéäèòå ôóíêöèþ f(x), î êîòîðîé èçâåñòíî, ÷òî

f(x) =

{
x · f( 2x+3

x−2 ) + 3, ïðè x 6= 2,

0, ïðè x = 2.

Îòâåò: f(x) = 3(x+1)(2−x)
2(x2+x+1) .


