
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

¾ÏÎÊÎÐÈ ÂÎÐÎÁÜ�ÂÛ ÃÎÐÛ!¿

ðåøåíèÿ çàäà÷ çàî÷íîãî òóðà ïî ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

2014/2015 ó÷åáíûé ãîä

8 êëàññ.

1. Íåêîòîðîå 4-çíà÷íîå ÷èñëî ñëîæèëè ñ ÷èñëîì, çàïèñûâàåìûì òåìè
æå öèôðàìè, íî â îáðàòíîì ïîðÿäêå, è ïîëó÷èëè 4983. Êàêèå ÷èñëà
ñêëàäûâàëè?

Îòâåò: 1992 è 2991.

Ðåøåíèå: Çàïèøåì óñëîâèå â âèäå abcd+dcba = 1001(a+d)+110(b+
c) = 4983. Çàìåòèì, ÷òî a+d äîëæíî îêàí÷èâàòüñÿ íà 3, ñëåäîâàòåëü-
íî, a + d = 3 èëè a + d = 13. âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó
òîãäà 1001(a + d) + 110(b + c) > 13000. Çíà÷èò a + d = 3, ïîäñòàâèâ â
èñõîäíîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì 3003+110(b+c) = 4983, îòêóäà b+c = 18,
ñëåäîâàòåëüíî b = c = 9.

2. Âíóòðè áîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçìåðà A×B ðàñïîëîæåí ìàëåíü-
êèé ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðà a× b (ñì. ðèñ.) Íàéäèòå ðàçíîñòü ìåæäó
ñóììàðíîé ïëîùàäüþ æåëòûõ è ñóììàðíîé ïëîùàäüþ çåëåíûõ ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêîâ.

Îòâåò: Ab− aB.

Ðåøåíèå: Åñëè óáðàòü îäèíàêîâûå òðåóãîëüíèêè (ñì. ðèñ.), òî ïëî-
ùàäè îñòàâøèõñÿ ÷àñòåé (æåëòîé è çåëåíîé) ðàâíû Ab è aB.

3. Â ðîëåâîé èãðå ¾World of MSU¿ èìååòñÿ òðè êëàññà: âîèí, ìàã, öåëè-
òåëü. Êàæäûé èãðîê ìîæåò óïðàâëÿòü ïåðñîíàæåì íåêîòîðîãî êëàññà
(îäèíî÷íûé êëàññ) èëè ïåðñîíàæåì, ñîâìåùàþùèì ñïîñîáíîñòè äâóõ



êëàññîâ (äâîéíîé êëàññ), íàïðèìåð, ìàã-öåëèòåëü. Ïàðòèÿ èç 32 èã-
ðîêîâ øòóðìóåò ¾Öèòàäåëü çëà¿. Èçâåñòíî, ÷òî öåëèòåëåé (ò.å. âñåõ,
èìåþùèõ ñïîñîáíîñòè öåëèòåëåé) â äâà ðàçà áîëüøå ìàãîâ è â k ðàç
ìåíüøå, ÷åì âîèíîâ (k � öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå äâóõ). Ñêîëüêî èãðî-
êîâ èìåþò îäèíî÷íûé êëàññ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ÷òî èãðîêîâ, èìåþùèõ
äâîéíîé êëàññ íà 2 áîëüøå, ÷åì öåëèòåëåé?

Îòâåò: 26.

Ðåøåíèå: Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ìàãîâ, òîãäà öåëèòåëåé 2x , à âîè-
íîâ � 2kx. Èõ ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî áîëüøå 32, ïîñêîëüêó íåêîòîðûå
èãðîêè ñîâìåùàþò äâà êëàññà. Î÷åâèäíî êîëè÷åñòâî èãðîêîâ, ñîâìå-
ùàþùèõ äâà êëàññà ðàâíî x + 2x + 2kx − 32. Òîãäà öåëèòåëåé áóäåò
x+2x+2kx− 34, îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå: x+2x+2kx− 34 = 2x.
Ïðåîáðàçîâàâ, ïîëó÷èì x(2k + 1) = 34. Òàêèì îáðàçîì 2k + 1 � äåëè-
òåëü 34, ñëåäîâàòåëüíî, k = 8 è x = 2. Òîãäà öåëèòåëåé � 4, èãðîêîâ
äâîéíûõ êëàññîâ � 6, à âñå îñòàëüíûå 32 − 6 = 26 èìåþò îäèíî÷íûé
êëàññ.

4. Ïóíêòû A, B, C ðàñïîëîæåíû ïîñëåäîâàòåëüíî, ïðè÷åì ðàññòîÿíèå
AB ðàâíî a êì, à ðàññòîÿíèå BC ðàâíî b êì. Èç ïóíêòà A âûåõàë
âåëîñèïåäèñò è ïîåõàë â ïóíêò C. Îäíîâðåìåííî ñ íèì èç ïóíêòà B
âûøåë ïåøåõîä è íàïðàâèëñÿ â ïóíêò A. Èçâåñòíî, ÷òî ïåøåõîä è âå-
ëîñèïåäèñò ïðèøëè â ïóíêòû A è C îäíîâðåìåííî. Íàéäèòå, íà êàêîì
ðàññòîÿíèè îò ïóíêòà A îíè âñòðåòèëèñü (a è b èçâåñòíû).

Îòâåò:
a(a+b)
2a+b êì.

Ðåøåíèå: Ïóñòü D � òî÷êà âñòðå÷è. Ïîñêîëüêó ñêîðîñòè âåëîñèïå-
äèñòà è ïåøåõîäà îòíîñÿòñÿ êàê (a+ b) : a, òî÷êà D äåëèò îòðåçîê AB
â òàêîì æå îòíîøåíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, AD = k(a + b), BD = ka è

k(a+ b) + ka = a, îòêóäà k = a
2a+b . Â èòîãå ïîëó÷àåì AD = a(a+b)

2a+b .

5. ×èñëî 2015 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë ðàçëè÷íûì îáðàçîì, íàïðèìåð, 2015 = 1007 + 1008 èëè 2015 =
401 + 402 + 403 + 404 + 405. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ
ìîæåò áûòü â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè? Çàìå÷àíèå: öåëûå ÷èñëà ìîãóò
áûòü îòðèöàòåëüíûìè.

Îòâåò: 4030.

Ðåøåíèå: Ñì. çàäà÷ó äëÿ 9 êëàññà.

6. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD èçâåñòíî, ÷òî AB = BC, ∠ABC =
∠ADC = 90◦. Èç âåðøèíû B îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð BH íà ñòîðîíó
AD.Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
BH = h.

Îòâåò: h2.



Ðåøåíèå: Îòðåæåì
òðåóãîëüíèê ABH, ïðèëîæèì åãî ñâåðõó � ïîëó÷èì êâàäðàò ñî ñòî-
ðîíîé h.

7. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ a, b, ÷èñëî N = a2+b2

ab−1 �
òîæå íàòóðàëüíîå. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ N .

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå: Íåñëîæíî ïîäîáðàòü ðåøåíèå a = 2, b = 1, N = 5. Äîêà-
æåì, ÷òî äðóãèõ N áûòü íå ìîæåò.

Ïóñòü (a0, b0) ðåøåíèå, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
a2 + b2. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a0 > b0. Åñëè

b0 = 1, òî N = a2+1
a−1 , îòêóäà a = 2 èëè a = 3, ïðè÷åì â îáîèõ ñëó÷àÿõ

N = 5.

Ïóñòü òåïåðü b0 > 1. Ðàññìîòðèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 − b0Nx +
(b20 + N) = 0, òîãäà a0 � åãî êîðåíü. Èç òåîðåìû Âèåòà âòîðîé êî-
ðåíü ðàâåí a1 = b0N − a0 è îí òîæå ïîëîæèòåëüíûé è öåëûé. Èç
ìèíèìàëüíîñòè a2 + b2 ñëåäóåò, ÷òî a1 > a0 (ðàâíû îíè áûòü íå
ìîãóò). Òîãäà (a1 − 1)(a0 − 1) > b0(b0 + 1), íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
(a1 − 1)(a0 − 1) = a1a0 − (a1 + a0) + 1 = b20 + N − b0N + 1. Ñëåäî-
âàòåëüíî, b20 +N − b0N + 1 > b20 + b, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè b0 > 1.

8. Â òðàïåöèè äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì è îäíà èç íèõ
ðàâíà ñðåäíåé ëèíèè. Îïðåäåëèòå, êàêîé óãîë ýòà äèàãîíàëü îáðàçóåò
ñ îñíîâàíèÿìè òðàïåöèè.

Îòâåò: 60◦.

Ðåøåíèå: Äåëàåì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ äèàãîíàëè � ïîëó÷èì ïðÿ-
ìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì êàòåò ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíó-
çû.



9. ×èñëà 1,2,..., 2016 ðàçáèëè íà ïàðû, ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî ïðîèçâå-
äåíèå ÷èñåë â êàæäîé ïàðå íå ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî
N . Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì N ýòî âîçìîæíî?

Îòâåò: 1017072 = 1008× 1009.

Ðåøåíèå: Åñëè ðàññìîòðåòü ÷èñëà 1008, 1009, ..., 2016, òî êàêèå-òî
äâà äîëæíû ïîïàñòü â îäíó ïàðó. Çíà÷èò N íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
1008 ·1009. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè N = 1008 ·1009 òàêîå ðàçáèåíèå âîçìîæ-
íî. Ðàçîáüåì íà ïàðû: (1, 2016), (2, 2016), ..., (1008, 1009). Íåñëîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ðàçáèåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è .


