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¾ÏÎÊÎÐÈ ÂÎÐÎÁÜ�ÂÛ ÃÎÐÛ!¿

ðåøåíèÿ çàäà÷ çàî÷íîãî òóðà ïî ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

2014/2015 ó÷åáíûé ãîä

1. (5-7,8,9) Íà ñòîëå ñòîèò 2014 êîðîáîê, â íåêîòîðûõ èç íèõ åñòü êîíôå-
òû, à îñòàëüíûå ïóñòû.
Íà ïåðâîé êîðîáêå íàïèñàíî: ¾Âñå êîðîáêè ïóñòûå¿.
Íà âòîðîé � ¾Ïî êðàéíåé ìåðå 2013 êîðîáîê ïóñòûå¿.
Íà òðåòüåé � ¾Ïî êðàéíåé ìåðå 2012 êîðîáîê ïóñòûå¿.
. . .
Íà 2014-é � ¾Ïî êðàéíåé ìåðå îäíà êîðîáêà ïóñòàÿ¿.
Èçâåñòíî, ÷òî íàäïèñè íà ïóñòûõ êîðîáêàõ ëîæíû, à íà êîðîáêàõ ñ
êîíôåòàìè � èñòèííûå. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî êîðîáîê ñ êîíôåòàìè?

Îòâåò: 1007.

Ðåøåíèå: Äîïóñòèì, ÷òî N êîðîáîê ïóñòûå, òîãäà 2014−N êîðîáîê
ñîäåðæàò êîíôåòû. Çàìåòèì, ÷òî íà êîðîáêå ñ íîìåðîì k íàïèñàíî,
÷òî èìååòñÿ íå ìåíåå 2015 − k ïóñòûõ. Ïîýòîìó íàäïèñè íà êîðîáêàõ
ñ íîìåðàìè 1, 2, ..., 2014 − N ÿâëÿþòñÿ ëîæíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî,
N = 2014−N , îòêóäà N = 1007.

2. (5-7) Ñåðåæà ñîáèðàåò èãðóøå÷íûå æåëåçíûå äîðîãè. Ó íåãî åñòü
íåñêîëüêî íàáîðîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ðàçíîå êîëè÷åñòâî âàãîíîâ.
Åñëè âñå íàáîðû îáúåäèíèòü â îäèí ñîñòàâ, òî â íåì áóäåò 112 âàãîíîâ.
Åñëè âçÿòü òðè ñàìûõ ìàëåíüêèõ íàáîðà, òî â íèõ áóäåò 25 âàãîíîâ,
à â òðåõ ñàìûõ áîëüøèõ � 50 âàãîíîâ. Ñêîëüêî íàáîðîâ ó Ñåðåæè?
Ñêîëüêî âàãîíîâ â ñàìîì áîëüøîì íàáîðå?

Îòâåò: 9 íàáîðîâ. 18 èëè 19 âàãîíîâ.

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì a1, a2, ..., an � êîëè÷åñòâà âàãîíîâ â íàáîðàõ,
óïîðÿäî÷åííûå ïî-âîçðàñòàíèþ. Çàìåòèì, ÷òî a3 > 9, ò.ê. èíà÷å èõ
ñóììàðíàÿ äëèíà òðåõ ñàìûõ ìàëåíüêèõ íàáîðîâ ïîëó÷àåòñÿ ìåíüøå
a1 + a2 + a3 6 7 + 8 + 9 = 24 < 25.

Àíàëîãè÷íî, an−2 6 16, èíà÷å an−2+an−1+an > 16+17+18 = 51 > 50.

Èòàê, îñòàâøèåñÿ 112−50−25 = 37 âàãîíîâ ñîñòàâëÿþò íàáîðû, äëèíû
êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû â äèàïàçîíå îò 10 äî 15. Åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî êîëè÷åñòâî ýòèõ íàáîðîâ ðàâíî 1 èëè 2, òî èõ ñóììàðíàÿ äëèíà íå
áîëåå 30. À åñëè ïðåïîëîæèòü, ÷òî èõ 4 èëè áîëåå, òî èõ ñóììàðíàÿ
äëèíà áóäåò áîëåå 40. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî òàêèõ íàáîðîâ ðàâíî
3, à, ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî íàáîðîâ ðàâíî 9.

Ïîñêîëüêó a7 6 16, òî a8 + a9 > 50 − 16 = 34. Òàêîå âîçìîæíî
òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà a9 > 18. Ñëó÷àé a9 > 19 íåâîçìîæåí, ò.ê.
òîãäà a7 + a8 < 50 − 19 = 31, ñëåäîâàòåëüíî, a7 6 14, ïîýòîìó,
a4 + a5 + a6 6 11+ 12+13 = 36 < 37. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáà ñëó÷àÿ
âîçìîæíû óêàçàâ äëèíû ÿâíûì îáðàçîì: {7, 8, 10, 11, 12, 14, 15, 17, 18}
è {7, 8, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 19}.



3. (5-7,8) Ó Íåçíàéêè è Ïîí÷èêà åñòü îäèíàêîâûå ñóììû äåíåã, ñîñòàâ-
ëåííûå èç ìîíåò äîñòîèíñòâîì 1, 3, 5 è 7 ôåðòèíãîâ.

Ïðè ýòîì ó Íåçíàéêè 1-ôåðòèíãîâûõ ìîíåò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ó
Ïîí÷èêà 3-ôåðòèíãîâûõ;
3-ôåðòèíãîâûõ � ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ó Ïîí÷èêà 5-ôåðòèíãîâûõ;
5-ôåðòèíãîâûõ � ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ó Ïîí÷èêà 7-ôåðòèíãîâûõ;
a 7-ôåðòèíãîâûõ � ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ó Ïîí÷èêà 1-ôåðòèíãîâûõ;

Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî 7-ôåðòèíãîâûõ ìîíåò ó Íåçíàéêè, åñëè èçâåñòíî,
÷òî ó êàæäîãî � ïî 20 ìîíåò.

Îòâåò: 5 ìîíåò.

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì x, y, z, t � êîëè÷åñòâà 1,3,5 è 7-ôåðòèíãîâûõ
ìîíåò ó Íåçíàéêè. Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî x + y + z + t = 20 è x +
3y+ 5z + 7t = 3x+ 5y+ 7z + t. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî
6t = 2(x + y + z). Ïîäñòàâëÿÿ x + y + z = 20 − t, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
6t = 2(20− t), ðåøåíèå êîòîðîãî t = 5.

4. (5-7, 8) Ïèí-êîä òåëåôîíà ñîñòîèò èç 4 öèôð (è ìîæåò íà÷èíàòüñÿ
ñ íóëÿ, íàïðèìåð, 0951). Ïåòÿ íàçûâàåò ¾ñ÷àñòëèâûìè¿ òàêèå ïèí-
êîäû, ó êîòîðûõ ñóììà êðàéíèõ öèôð ðàâíà ñóììå ñðåäíèõ, íàïðèìåð
1357: 1+7=3+5. Â ñâîåì òåëåôîíå îí èñïîëüçóåò òîëüêî ¾ñ÷àñòëèâûå¿
ïèí-êîäû. Ïåòÿ ãîâîðèò, ÷òî äàæå åñëè çàáóäåò îäíó öèôðó (íî áóäåò
ïîìíèòü åå ïîçèöèþ), òî îí ëåãêî åå âîññòàíîâèò. À åñëè îí çàáóäåò
äâå öèôðû (íî áóäåò ïîìíèòü èõ ïîçèöèè), òî åìó ïðèäåòñÿ ïåðåáðàòü
ëèøü íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ïèí-êîäîâ.
a) Ñêîëüêî ïèí-êîäîâ ïðèäåòñÿ ïåðåáðàòü Ïåòå â õóäøåì ñëó÷àå?
b) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âñåãî ¾ñ÷àñòëèâûõ¿ ïèí-êîäîâ?

Îòâåò: a) 10; b) 670.

Ðåøåíèå: à) Î÷åâèäíî, ÷òî â õóäøåì ñëó÷àå Ïåòÿ ïåðåáèðàåò âñå âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ äëÿ îäíîé öèôðû è ïî íèì âîññòàíàâëèâàåò ïèí-êîä.
Òàêèì îáðàçîì íàäî ïåðåáðàòü íå áîëåå 10 êîìáèíàöèé. Íà ïðèìåðå
ïèí-êîäà 0099 ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè çàáûòü äâå ñðåäíèå öèôðû,
òî íàäî ïåðåáðàòü ðîâíî 10 êîìáèíàöèé. b) Ñóììà ïàðû öèôð ìîæåò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 18. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñóììà, ðàâíàÿ
0 ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì, ðàâíàÿ 1 � äâóìÿ, ... , ðàâíàÿ 10
� 11 ñïîñîáàìè, ..., ðàâíàÿ 18 � îäíèì. Èòîãî, îáùåå ÷èñëî ñ÷àñòëè-
âûõ ïèí-êîäîâ ðàâíî N = 12+22+ . . .+102+112+102+ . . .+12 = 670.

5. (5-7,8) Èìååòñÿ 10 îòðåçêîâ, äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ âûðàæàåòñÿ
öåëûì ÷èñëîì, íå ïðåâîñõîäÿùèì íåêîòîðîãî N . a) Ïóñòü N = 100.
Ïðèâåäèòå ïðèìåð íàáîðà èç 10 îòðåçêîâ, òàêîãî, ÷òî íè èç êàêèõ
òðåõ íåëüçÿ ñëîæèòü òðåóãîëüíèê. b) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå N , ïðè
êîòîðîì ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî íàéäóòñÿ òðè îòðåçêà, èç êîòîðûõ
ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê?

Îòâåò: a) 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55; b) N = 54.



Ðåøåíèå: a) Åñëè âûáèðàòü êàæäûé íîâûé îòðåçîê òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû îí áûë ðàâåí ñóììå äâóõ íàèáîëüøèõ èç îñòàëüíûõ, òî òðå-
óãîëüíèê ñ åãî ó÷àñòèåì ñîñòàâèòü íåëüçÿ.

b) Èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà âèäíî, ÷òî äëÿ N = 55 òàêóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìîæíî ïîñòðîèòü.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ N = 54 òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòðîèòü óæå íå
óäàñòñÿ. Óïîðÿäî÷èì ïî-âîçðàñòàíèþ äëèíû îòðåçêîâ a1 6 a2 6 . . . 6
a10 6 54. Åñëè èç îòðåçêîâ äëèí ai, ai+1, ai+2 íåëüçÿ ñîñòàâèòü òðå-
óãîëüíèê, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàðóøàåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà,
ò.å. ai+2 > ai + ai+1. Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî a1, a2 > 1,
òî, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ i = 1, 2, ..., 8, ïî-
ëó÷èì: a3 > a1 + a2 > 2, a4 > a2 + a3 > 3, ... a10 > a8 + a9 > 55, ÷òî
ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

6. (5-7,8) Ìîæíî ëè íàéòè 100 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
ïåðâîå èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 3, âòîðîå � íà 5, òðåòüå � íà 7, . . . ,
100-å � íà 201?

Îòâåò: Äà.

Ðåøåíèå: Íà÷àòü ñ n = 3+3·5·7·...·201
2 � ýòî ÷èñëî öåëîå, ò.ê. ÷èñëèòåëü

� ÷åòíûé è êðàòíî 3, ïîñêîëüêó ÷èñëèòåëü êðàòåí 3. Àíàëîãè÷íî n+
1 = 5+3·5·7·...·201

2 êðàòíî 5, n + 2 = 7+3·5·7·...·201
2 êðàòíî 7, ..., n + 99 =

201+3·5·7·...·201
2 êðàòíî 201.

7. (5-7,8,9) a) Â òàáëèöå 3õ4 íàäî ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 12 òàê, ÷òîáû
ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â îäíîé ñòðîêå áûëà êðàòíà 3,
à ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ÷èñåë â îäíîì ñòîëáöå � êðàòíà 4. Ïðèìåð
òàêîé ðàññòàíîâêè:

1 4 7 10

5 8 11 2

9 12 3 6

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü? b) Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü
÷èñëà îò 1 äî 24 â òàáëèöå 6 × 4 òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ
÷èñåë â îäíîé ñòðîêå áûëà êðàòíà 6, à ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ÷èñåë â
îäíîì ñòîëáöå áûëà êðàòíà 4?

Îòâåò: a) 144 = 3! · 4!; b) Íåò.
Ðåøåíèå: à) Êàæäîìó ñòîëáöó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îñòà-
òîê îò äåëåíèÿ íà 4, à êàæäîé ñòðîêå � îò äåëåíèÿ íà 3. Ðàññìîòðåâ
âñå âîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 3 è íà 4 ïîëó÷àåì
3!·4! = 144. b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ òàáëèöà ñóùåñòâóåò. Ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ñòðîêàì îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 6 è ñòîëáöàì îñòàòêè
îò äåëåíèÿ íà 4. Òîãäà íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè ñ îñòàòêîì 0 è ñòîëáöà ñ
îñòàòêîì 1 íå ìîæåò ñòîÿòü íèêàêîãî ÷èñëà (îíî äîëæíî áûòü ÷åòíûì
è íå÷åòíûì îäíîâðåìåííî).



8. (8,9) Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî (2+
√
3)4+(2−

√
3)4

(2+
√
3)6+(2−

√
3)6

� ðàöèîíàëüíîå. Çàïèøèòå

ýòî ÷èñëî â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè.

Îòâåò:
97

1351 .

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì a = 2+
√
3, b = 2−

√
3. Çàìåòèì, ÷òî a+ b = 4,

ab = 1, ñëåäîâàòåëüíî, a2 + b2 = (a + b)2 − 2ab = 14. Ïîäîáíûì æå
îáðàçîì íàéäåì a4 + b4 = (a2 + b2)2 − 2(ab)2 = 194 è a6 + b6 = (a2 +
b2) · (a4 − a2b2 + b4) = 2702. Ñîêðàòèâ äðîáü 194

2702 , ïîëó÷èì
97

1351 .

9. (8,9) Êàêîâà íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD, ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíû AB = 1, BC = 8, CD = 7 è DA = 4?

Îòâåò: 18.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî 12+82 = 72+42 = 65. Ïðè çàôèêñèðîâàííûõ
äëèíàõ AB è BC ïëîùàäü 4ABC áóäåò ìàêñèìàëüíà, åñëè ∠ABC =
90◦. Â ýòîì ñëó÷àå òîãäà AC =

√
65, è, ñëåäîâàòåëüíî, òîãäà ∠BCD =

90◦ òîæå è ïëîùàäü 4BCD òîæå ìàêñèìàëüíà.

10. (8,9) Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå |2015m5−2014n4|, åñëè
m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Îòâåò: 0.

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ÷èñëà âèäàm = 2014a·2015b è n = 2014c·2015d.
Òîãäà |2015m5 − 2014n4| = |20145a · 20155b+1 − 20144c+1 · 20154d|. Ýòà
âåëè÷èíà ðàâíà 0 â ñëó÷àå 5a = 4c+1, 5b+1 = 4d. Íåñëîæíî ïîäîáðàòü
òàêèå ÷èñëà, íàïðèìåð, a = c = 1, b = 3, d = 4.

11. (9) Öåëûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî a ·
(
1−

√
7
2

)2

+b ·
(
1−

√
7
2

)
+c = 5.

Êàêîâî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå |a+ b+ c| ïðè ýòîì óñëîâèè?

Îòâåò: 2.

Ðåøåíèå: Åñëè a = 0, òî b = 0 è c = 5, ñëåäîâàòåëüíî, |a+ b+ c| = 5.

Åñëè a 6= 0, òî ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ f(x) = ax2+bx+c.

Çàìåòèì, ÷òî f(x) − 5 èìååò êîðíè 1 ±
√
7
2 . Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) =

5+ k · (4x2− 8x− 3), k 6= 0, ò.å. |a+ b+ c| = |5− 7k|, Mèíèìóì, ðàâíûé
2 äîñòèãàåòñÿ ïðè k = 1.

12. (9) Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî 9 òî÷åê â âèäå ðåøåòêè 3 × 3, êàê ïî-
êàçàíî íà ðèñóíêå.

à) ×åðåç âñå âîçìîæíûå ïàðû òî÷åê ïðîâåëè ïðÿìûå. Ñêîëüêî ðàç-
ëè÷íûõ ïðÿìûõ ïîëó÷èëîñü? á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ òðå-
óãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ?



Îòâåò: a) 20; b) 76.

Ðåøåíèå: a) Ïàð òî÷åê áóäåò C2
9 = 36, íî ïðÿìûå ñîâïàäàþò, êîãäà

òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òàêèõ ñëó÷àåâ 8= 3 ãîðèçîíòà-
ëè+3âåðòèêàëè+2äèàãîíàëè. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíèìåì 36−8×2 = 20.

b) Òðîåê òî÷åê C3
9 = 84, íî íå âñå îáðàçóþò òðåóãîëüíèê, ò.å. íàäî

îòíÿòü 8 òðîåê, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé. 84-8=76.

13. (9) Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
√
x2 − 1 +

√
x2 − 4x+ 3 +

√
2x+ 3− x2 > 2.

Îòâåò: x ∈ {−1, 1, 3}.
Ðåøåíèå: Íàéäåì ÎÄÇ óêàçàííîãî íåðàâåíñòâà. Îíà ñîñòîèò èç 3
òî÷åê: {−1, 1, 3}. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî âñå îíè ïîäõîäÿò.

14. (9) Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD óãîë ∠BAC â äâà ðàçà áîëüøå óãëà
∠BDC. Íàéäèòå ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AB =
AC = 2.

Îòâåò: 2
√
3.

Ðåøåíèå: Óêàçàííûé ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì ñ óãëîì 60
ãðàäóñîâ. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ïîñòðîèâ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå
A è ðàäèóñà 2. Òîãäà òî÷êè B, C, D áóäóò ëåæàòü íà ýòîé îêðóæíîñòè.
Ñòîðîíà ðîìáà ðàâíà 2, ïîýòîìó åãî ïëîùàäü S(ABCD) = AB · AD ·

sin 60◦ = 2
√
3.

Ïîñêîëüêó â îïóáëèêîâàííîå óñëîâèå ýòîé çàäà÷è âêðàëàñü îïå÷àòêà

� âìåñòî ∠BDC áûë óêàçàí ∠BCD, òî êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî

òîãî, ÷òî óêàçàííàÿ â çàäà÷å êîíñòðóêöèÿ íå ñóùåñòâóåò, òàêæå

ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ.

15. (9) Íàéäèòå q, ïðè êîòîðîì x2+x+q = 0 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ x4

1 + 2x1x
2
2 − x2 = 19.

Îòâåò: q = −3.
Ðåøåíèå: Åñëè x êîðåíü, òî x2 = −x − q, ñëåäîâàòåëüíî x4 = x2 +
2qx+q2 = (2q−1)x+q2−q. Òîãäà x4

1+2x1x
2
2−x2 = (2q−1)x1+q2−q+

2qx2 − x2 = (2q − 1)(x1 + x2) + q2 − q. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Âèåòà



x1 + x2 = −1, ïîëó÷èì q2 − 3q + 1 = 19. Ðåøèâ, ïîëó÷èì q1 = −3,
q2 = 6, íî ïðè q = 6 èñõîäíîå óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé.



Московский государственный университет
имени М. В.Ломоносова

Олимпиада «Покори Воробьёвы горы»
Вариант 3–1

1. Из пунктов A и B одновременно навстречу друг другу выехали два ав-
тобуса, которые встретились 2 февраля в 12 : 00. Найдите дату и время
начала движения автобусов, если их скорости на всем пути постоянные,
и один из них прибыл 3 февраля в 4 : 00 в пункт B, а другой прибыл 3
февраля в 13 : 00 в пункт A.

2. Через точку, лежащую на оси цилиндра радиуса
√
3 и отстоящую от бли-

жайшего к ней основания цилиндра на расстояние 1, проведена плоскость.
Найдите объем меньшей части цилиндра, отсекаемой этой плоскостью, ес-
ли угол между осью цилиндра и плоскостью равен 60◦.

3. Найдите решения неравенства√
sinx+

1

2
> 2 sinx

на отрезке [−1
2 ;

8
3 ].

4. Найдите произведение корней уравнения

log5+
√
15(x

2 − 2x− 2) = log5−
√
15(12 + 2x− x2).

5. Найдите все значения a, при которых существует целое число n, удовле-
творяющее уравнению n2 · 3a − 3a − 16n = 9 · 3−a − 32−a · n2.

март 2015 г.

Московский государственный университет
имени М. В.Ломоносова

Олимпиада «Покори Воробьёвы горы»
Вариант 3–2

1. Из пунктов A и B одновременно навстречу друг другу выехали два ав-
тобуса, которые встретились 9 февраля в 12 : 00. Найдите дату и время
начала движения автобусов, если их скорости на всем пути постоянные,
и один из них прибыл 9 февраля в 21 : 00 в пункт B, а другой прибыл 10
февраля в 13 : 00 в пункт A.

2. Через точку, лежащую на оси цилиндра радиуса
√
3 и отстоящую от бли-

жайшего к ней основания цилиндра на расстояние 3, проведена плоскость.
Найдите объем меньшей части цилиндра, отсекаемой этой плоскостью, ес-
ли угол между осью цилиндра и плоскостью равен 30◦.

3. Найдите решения неравенства√
cosx+

1

2
> 2 cosx

на отрезке [−2; 1615 ].

4. Найдите произведение корней уравнения

log5+
√
15(x

2 − 2x− 3) = log5−
√
15(13− x2 + 2x).

5. Найдите все значения a, при которых существует целое число n, удовле-
творяющее уравнению 3 · 2a + 3 · 2−a = 16n+ 3n2 · 2a + 3n2 · 2−a.

март 2015 г.



Ответы и решения к варианту 3–1

1. Пусть t — время в пути автобусов до их встречи в точке C, тогда

t

16
=

SAC

SCB
=

25

t
⇐⇒ t2 = 16 · 25.

Значит t = 20.

Ответ: 1 февраля в 16 : 00.

Ответ к варианту: 3–2: 8 февраля в 21 : 00.

2. Используя равносоставленность показываем, что искомый объем равен
объему цилиндра радиуса

√
3 и высотой 1.

Ответ: 3π.

Ответ к варианту: 3–2: 9π.

3. Положив t = sinx, −1 6 t 6 1, получаем

√
t+

1

2
> 2t ⇐⇒


{
t < 0,

t+ 1
2 > 0{

t > 0,

t+ 1
2 > 4t2

⇐⇒ −1

2
6 t <

1

2
.

Далее сравнения чисел −π
6 < −1

2 ,
5π
6 < 8

3 .

Ответ: [−1
2 ;π/6) ∪ (5π6 ; 83 ].

Ответ к варианту: 3–2: [−2;−π
3 ) ∪ (π3 ;

16
15 ].

4. Обозначая общее значение логарифмов через t, получаем

(5 +
√
15)t = x2 − 2x− 2, (5−

√
15)t = −x2 + 2x+ 12.

Сложив эти равенства, получаем

(5 +
√
15)t + (5−

√
15)t = 10.

Так как функция (5 +
√
15)t + (5−

√
15)t возрастает, то единственное ре-

шение t = 1. Откуда x2 − 2x− 2 = 5 +
√
15.

Ответ: −7−
√
15.

Ответ к варианту: 3–2: −8−
√
15.

5. Перепишем уравнение в виде (n2−1)(3a−1+31−a) = 16n
3 . Значения n = ±1 и

n = 0 решением не являются. Т.к. 3a−1+31−a > 2, то необходимо 16n
3n2−3

> 2

⇔ 3n2 − 8n − 3 6 0 (учитываем, что |n| > 1). n ∈
[
−1

3 ; 3
]
. При n = 2

получаем 3a−1+31−a = 32
9 , откуда a = 1+log3

16±5
√
7

9 . При n = 3 получаем
3a−1 + 31−a = 2, откуда a = 1.

Ответ: a = 1, a = 1 + log3
16±5

√
7

9 .

Решение второго варианта:
Перепишем уравнение в виде (1− n2)(2a + 2−a) = 16n

3 . Значения n = ±1 и
n = 0 решением не являются. Т.к. 2a + 2−a > 2, то необходимо 16n

3−3n2 > 2

⇔ 3n2 + 8n − 3 6 0 (учитываем, что |n| > 1). n ∈
[
−3; 13

]
. При n = −2

получаем 2a + 2−a = 32
9 , откуда a = log2

16±5
√
7

9 . При n = 3 получаем
2a + 2−a = 2, откуда a = 0.

Ответ: a = 0, a = log2
16±5

√
7

9 .



Московский государственный университет
имени М. В.Ломоносова

Олимпиада «Покори Воробьёвы горы»
Вариант 4–1

1. В контейнере находятся изделия нескольких типов из пяти возможных:
весом 1 кг, 2 кг, 3 кг, 5 кг и 10 кг. Суммарный вес изделий в контейнере
равен 100 кг. Известно, что если выбрать из контейнера по одному изделию
каждого из имеющихся в нем типов, то их суммарный вес будет равен 15
кг. Количество самых тяжелых из находящися в контейнере изделий на 5
больше, чем количество всех остальных изделий в нем. Определите, какие
типы изделий и в каком количестве находятся в контейнере.

2. Решите уравнение ∣∣∣log2 x2 ∣∣∣3 + |log2 2x|
3 = 28.

3. Найдите наибольшее натуральное число не превосходящее 2015, такое что
при умножении на 5 сумма его цифр (в десятичной записи) не меняется.

4. Окружность касается одной из сторон угла с вершиной A в точке B и
пересекает вторую сторону в точках C и D, причем AD в три раза меньше
AC. Косинус угла A равен

√
3
4 .

а. Найдите отношение BC к BD.

б. Найдите отношение радиуса окружности к BD.

5. Решите систему уравнений{
2 sinx+ sin2 y − sin2 x cos2 y = 1,
2 cos2 x+ 4 sinx− cos3 y = 5.

март 2015 г.

Московский государственный университет
имени М. В.Ломоносова

Олимпиада «Покори Воробьёвы горы»
Вариант 4–2

1. В контейнере находятся изделия нескольких типов из пяти возможных:
весом 1 кг, 3 кг, 5 кг, 7 кг и 10 кг. Суммарный вес изделий в контейнере
равен 100 кг. Известно, что если выбрать из контейнера по одному изделию
каждого из имеющихся в нем типов, то их суммарный вес будет равен 15
кг. Количество самых тяжелых из находящися в контейнере изделий на 8
больше, чем количество всех остальных изделий в нем. Определите, какие
типы изделий и в каком количестве находятся в контейнере.

2. Решите уравнение ∣∣∣log3 x9 ∣∣∣3 + |log3 x|
3 = 28.

3. Найдите наибольшее натуральное число не превосходящее 2024, такое что
при умножении на 5 сумма его цифр (в десятичной записи) не меняется.

4. Окружность касается одной из сторон угла с вершиной A в точке B и
пересекает вторую сторону в точках C и D, причем AD в пять раз меньше
AC. Косинус угла A равен

√
5
4 .

а. Найдите отношение BC к BD.

б. Найдите отношение радиуса окружности к BD.

5. Решите систему уравнений{
2 cosx+ cos2 y − cos2 x sin2 y = 1,
4 cosx− 2 cos2 x− sin3 y = 3.

март 2015 г.



Решения варианта 4-1

1. Из условия про 15 кг следует, что в контейненре могут находиться либо
только изделия весом 5 и 10 кг, либо только изделия весом 2, 3 и 10 кг.
Обозначим буквами x, y, z, u количество находящихся в контейнере изде-
лий весом 2, 3, 5 и 10 кг соответственно.

В первом случае условия задачи задают систему
{

u = z + 5,
5z + 10u = 100,

не

имеющую решений в натуральных числах.
Во втором случае для натуральных x, y, u получаем систему уравнений{

u = x+ y + 5,
2x+ 3y + 10u = 100,

⇔
{

u = x+ y + 5,
12x = 50− 13y,

⇔
{

x = y = 2,
u = 9.

Ответ: по 2 изделия весом 2 и 3 кг, 9 изделий весом 10 кг.
Ответ к варианту: 4–2: по 2 весом 3 и 5 кг, 12 весом 7 кг.

2. Пусть log2 x = y. Уравнение примет вид |y−1|3+ |y+1|3 = 28. При y > 1 и
y 6 −1 функция в левой части уравнения монотонна, поэтому уравнение
имеет не более одного решения, которое легко угадывается: y = 2 и y = −2.
При |y| < 1 решений нет, т.к. каждое слагаемое в левой части меньше 8.

Ответ: 4 и 1/4.
Ответ к варианту: 4–2: 27 и 1/3.

3. Первое решение: Известно, что n ≡ сумма цифр числа n( mod 9), 5n ≡
сумма цифр числа 5n( mod 9) = сумма цифр n( mod 9). Тогда 4n ≡ 0(
mod 9). Следовательно, n делится на 9 и n 6 2015, т.е. n = 2007.

Второе решение: Поскольку 2015 · 5 = 10075, то сумма цифр чисел 2015
и 10075 не совпадает. Аналогично для чисел 2014, 2013, 2012, 2011, 2010,
2009, 2008. Поскольку 2007 · 5 = 10035, то число 2007 обладает свойством
того, что сумма цифр чисел 2007 и 2007 · 5 совпадает.

Ответ: n = 2007.
Ответ к варианту: 4–2: n = 2016.

4. Обозначим AD = x. Тогда AC = 3x и, по свойству касательной и секущей,
выпущенных из одной точки, AB = x

√
3.

Угол между касательной AB и хордой BD равен вписанному углу, опира-
ющемуся на BD, т.е. ∠ABD = ∠ACB. Следовательно, △ADB ∼ △ABC

и BC
BD = AB

AD = x
√
3

x =
√
3.

Проведем диаметр окружности BF . Треугольник BDF – прямоуголь-
ный, причем ∠DFB = ∠DCB как опирающиеся на одну хорду. Про-
ведем высоту DH в △ADB. △BDH ∼ △FBD по острому углу и
BF
BD = BD

DH . Таким образом, 2R
BD = BD

DH . По теореме косинусов BD =√
x2 + 3x2 − 2x2

√
3 cos Â, из прямоугольного △AHD DH = x sin Â. В ито-

ге R
BD =

√
x2+3x2−2x2

√
3 cos Â

2x sin Â
=

√
10
13 .

Ответ: а)
√
3; б)

√
10
13 .

Ответ к варианту: 4–2: а)
√
5; б)

√
14
11 .

5. Пусть a = sinx, b = cos y. Получаем
{

a2b2 − 2a+ b2 = 0,
2a2 − 4a+ b3 + 3 = 0.

Рассмотрим

уравнения в системе как квадратные относительно a. В первом уравнении
дискриминант равен 4 − 4b2, во втором равен −8 − 8b3. Дискриминанты
должны быть неотрицательными, поэтому единственным b, которое мо-
жет являться решением системы, является b = −1. Тогда система имеет
единственное решение a = 1, b = −1.

Ответ: (π/2 + 2πn;π + 2πk), n, k ∈ Z.
Ответ к варианту: 4–2: (2πn; 3π/2 + 2πk), n, k ∈ Z.



Московский государственный университет
имени М. В.Ломоносова

Олимпиада «Покори Воробьёвы горы»
Вариант 5–1

1. Сравните
√

|8
√
3− 16| −

√
8
√
3 + 16 и наименьший корень уравнения

4x2 + 21x+ 17 = 0.

2. Окружности с центрами в точках O1 и O2 пересекаются внешним образом
в точках A и B (т.е точки O1 и O2 лежат по разные стороны от прямой
AB). Известно,что ∠AO1B = α, ∠AO2B = β, O1O2 = a. Найдите радиусы
окружностей.

3. Найдите корни уравнения log2 | tg πx|+ log4
cosπx

2 cosπx+ sinπx
= 0, принад-

лежащие отрезку
[
9
4 ; 3

]
.

4. Для перевозки 60 тонн песка автомобилю потребовалось сделать некото-
рое количество рейсов, а для перевозки 120 тонн песка оказалось необхо-
димо на 5 рейсов больше. На всех рейсах, кроме, может быть, последнего
в каждой из этих двух перевозок, автомобиль загружается полностью.
Определите все возможные значения грузоподъёмности этого автомобиля
(то есть наибольшей массы груза, которую автомобиль может перевезти
за один раз).

5. Решите уравнение |x
√
1− x2 + x| =

√
1 + x2.
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Московский государственный университет
имени М. В.Ломоносова

Олимпиада «Покори Воробьёвы горы»
Вариант 5–2

1. Сравните
√

|12
√
3− 31| −

√
12

√
3 + 31 и наименьший корень уравнения

4x2 + 19x+ 15 = 0.

2. Окружности с центрами в точках O1 и O2 пересекаются внутренним обра-
зом в точках A и B (т.е точки O1 и O2 лежат по одну сторону от прямой
AB). Известно,что ∠AO1B = α, ∠AO2B = β, β > α и O1O2 = a. Найдите
радиусы окружностей.

3. Найдите корни уравнения log2 | ctg πx|+log4
sinπx

2 sinπx+ cosπx
= 0, принад-

лежащие отрезку
[
7
8 ; 2

]
.

4. Для перевозки 50 тонн песка автомобилю потребовалось сделать некото-
рое количество рейсов, а для перевозки 100 тонн песка оказалось необхо-
димо на 5 рейсов больше. На всех рейсах, кроме, может быть, последнего
в каждой из этих двух перевозок, автомобиль загружается полностью.
Определите все возможные значения грузоподъёмности этого автомобиля
(то есть наибольшей массы груза, которую автомобиль может перевезти
за один раз).

5. Решите уравнение |x
√
4− x2 + 2x| = 2

√
4 + x2.
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Ответы к варианту 5

1. Число больше корня.√
|8
√
3− 16| −

√
8
√
3 + 16 =

√
(2
√
3− 2)2 −

√
(2
√
3 + 2)2 = −4.

4x2 + 21x+ 17 = 0 ⇔ x = −17
4 , x = −1.

Следовательно,
√

|8
√
3− 16| −

√
8
√
3 + 16 больше.

Ответ: Число больше корня.
Ответ к варианту: 5–2: Число меньше корня.

2. На радиусы окружностей R1 и R2 получается система уравнений
R1 sin

α

2
= R2 sin

β

2
(теорема косинусов)

R1 cos
α

2
+R2 cos

β

2
= a (соотношения в прямоугольных треугольниках).

Ответ: R1 =
a sin β

2

sin(α+β
2 )

, R2 =
a sin α

2

sin(α+β
2 )

. Пример. a = 5, α = 90◦, β = 60◦.

R1 =
5
√
2√

3+1
, R2 =

10√
3+1

.

Ответы к другим вариантам: 5–2: R1 =
a sin β

2

sin(β−α
2 )

, R2 =
a sin α

2

sin(β−α
2 )

.

Пример. a = 5, α = 60◦, β = 90◦. R1 =
10√
3−1

, R2 =
5
√
2√

3−1
.

3. log2 | tg πx| + log4
cosπx

2 cosπx+ sinπx
= 0 ⇔ log2

sin2 πx
cosπx(2 cosπx+sinπx) = 0 ⇔

sin2 πx
cosπx(2 cosπx+sinπx) = 1 ⇔

{
sin2 πx = cosπx(2 cosπx+ sinπx)

cosπx(2 cosπx+ sinπx) ̸= 0, sinπx ̸= 0
⇔

[
tg πx = −1,

tg πx = 2,

cosπx(2 cosπx+ sinπx) ̸= 0, sinπx ̸= 0

⇔ x = −1
4 + n, x = arctg 2

π + k.

Т.к. π
4 < arctg 2 < π

2 , то x = 11
4 , arctg 2

π + 2.

Ответ: 11
4 ; arctg 2

π + 2.

Ответ к варианту: 5–2: 7
4 ;

arctg 1
2

π + 1.

4. Пусть грузоподъёмность автомобиля равна a тонн, а для перевозки 60
тонн песка потребовалось n рейсов. Тогда возможны две ситуации:
а) n − 1 полных машин и еще не более половины машины: тогда для пе-
ревозки 120 тонн нужно будет 2(n − 1) + 1 = 2n − 1 рейсов. По условию
2n − 1 − n = 5, а значит, n = 6. Ситуация реализуется, если 5a < 60 и
5, 5a > 60, то есть

[
1010

11 ; 12
)
.

б) n− 1 полных машин и еще больше половины машины: тогда для пере-
возки 120 тонн нужно 2(n− 1) + 2 = 2n рейсов. По условию 2n− n = 5, а
значит n = 5. Тогда: 4, 5a < 60 и 5a > 60, то есть

[
12; 131

3

)
.

Ответ:
[
1010

11 ; 13
1
3

)
тонн.

Ответ к варианту: 5–2:
[
9 1
11 ; 11

1
9

)
тонн.

5. Поскольку ввыражение слева и справа — чётные функции, то достаточно
рассмотреть случай x > 0.

Первое решение: При x ∈ [0; 1] все преобразования равносильны. При x ̸∈
[0; 1] решений нет.

x
√

1− x2 + x =
√

1 + x2 ⇔ x
√

1− x2 =
√

1 + x2 − x ⇔

x2 − x4 = 1 + 2x2 − 2x
√

1 + x2 ⇔ 2x
√

1 + x2 = x4 + x2 + 1 ⇔
⇔ 4x2(1+x2) = (x2(x2+1)+1)2 ⇔ (x2(x2+1)−1)2 = 0 ⇔ x4+x2−1 = 0.

Т.е. x =

√√
5−1
2 . Учитывая чётность всех выражений в исходном уравне-

нии x = ±
√√

5−1
2 .

Второе решение: используем неравенство Коши–Буняковского в R2 на
векторах: (

√
1− x2, x) и ±(x, 1). Откуда ±(x

√
1− x2 + x) 6 1 ·

√
1 + x2.

Равенство достигается, если вектора пропорциональны:
√
1−x2

x = x
1 ⇔

√
1− x2 = x2 ⇔ x2 =

√
5−1
2 ⇔ x = ±

√√
5−1
2 .

Ответ: ±
√√

5−1
2 .

Ответ к варианту: 5–2: ±
√

2(
√
5− 1).
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Московский государственный университет
имени М. В.Ломоносова

Олимпиада «Покори Воробьёвы горы»
Вариант 6–1

1. Решите уравнение

(1 + x+ x2)(1 + x+ x2 + · · ·+ x10) = (1 + x+ x2 + · · ·+ x6)2.

2. Две арифметические прогрессии содержат по 2015 членов каждая. Отно-
шение последнего члена первой прогрессии к первому члену второй равно
отношению последнего члена второй прогрессии к первому члену первой
и равно 4. Отношение суммы всех членов первой прогрессии к сумме всех
членов второй равно 2. Найдите отношение разностей этих прогрессий и
приведите пример таких прогрессий.

3. Решите систему{
tg2 π(x− y) + ctg2 π(y − x) =

√
2x

x2+1
+ 1,

x2 + y2 6 10.

4. Плоскость проходит через точку K, лежащую на ребре SA пирамиды
SABC, делит биссектрису SD грани SAB и медиану SE грани SAC по-
полам. В каком отношении эта плоскость делит объем пирамиды, если
SK : KA = SA : SB = 2?

5. Найдите все значения a при каждом из которых уравнение

25−|x−a| log 5√7(x
2 − 2x+ 3) + 5−x2+2x log1/7(2|x− a|+ 2) = 0

имеет ровно три различных решения.
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Московский государственный университет
имени М. В.Ломоносова

Олимпиада «Покори Воробьёвы горы»
Вариант 6–2

1. Решите уравнение

(1− x+ x2)(1− x+ x2 − · · ·+ x10) = (1− x+ x2 − · · ·+ x6)2.

2. Две арифметические прогрессии содержат по 2015 членов каждая. Отно-
шение последнего члена первой прогрессии к первому члену второй равно
отношению последнего члена второй прогрессии к первому члену первой
и равно 5. Отношение суммы всех членов первой прогрессии к сумме всех
членов второй равно 2. Найдите отношение разностей этих прогрессий и
приведите пример таких прогрессий.

3. Решите систему{
tg2 π(2x− y) + 1

sin2 π(y−2x)
=

√
2x

x2+1
+ 2,

x2 + y2 6 10.

4. Плоскость проходит через точку K, лежащую на ребре SA пирамиды
SABC, делит медианы SD и SE граней SAB и SBC пополам. В каком
отношении эта плоскость делит объем пирамиды, если SK : KA = 2?

5. Найдите все значения a при каждом из которых уравнение

9−|x−a| log 3√5(x
2 + 2x+ 3) + 3−x2−2x log1/5(2|x− a|+ 2) = 0

имеет ровно три различных решения.
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Решения варианта 6-1

1. Так как x = 1 не является корнем исходного уравнения, то

(1− x3)(1− x11) = (1− x7)2 ⇐⇒ x3(1− x4)2.

Ответ: −1; 0.
Ответ к варианту: 6–1: 0; 1.

2. Пусть первая прогрессия: a1, a2, . . . , a2015;а вторая: b1, b2, . . . , b2015. Зна-
менатель первой прогрессии обозначим d второй — δ. Тогда

a1 + 2014d = 4b1,

b1 + 2014δ = 4a1,

2a1 + 2014d = 4b1 + 2 · 2014δ.
⇐⇒


2014d = 4b1 − a1,

2014δ = 4a1 − b1,

7a1 = 2b1.

Откуда d
δ = 4b1−a1

4a1−b1
= 26.

Ответ: 26. Ответ к варианту: 6–2: 7.

3. Оценивая каждую из частей неравенства, получаем

2 6 tg2 π(x− y) + ctg2 π(y − x) =

√
2x

x2 + 1
+ 1 6 2,

Равенство возможно только при x = 1, tg2 π(y − 1) = 1.

Ответ: (1; (2n+5)/4), n = −8;−7;−6, . . . , −1, 0, 1, 2, 3. Ответы к другим
вариантам: 7–2: (1; (2n+ 9)/4), n = −10;−9;−8, . . . , −1, 0, 1.

4. Пусть L и K — точки, в которых плоскость пересекает ребра SB и SC,
соответственно. Тогда VSKLM

VSABC
= SK·SL·SM

SA·SB·SC . В гранях SAB и SAC, решая
простые планиметрические задачи, находим SL : SB = 4 : 9, SM : SC =
2 : 5. Значит

VSKLM

VSABC
=

SK · SL · SM
SA · SB · SC

=
2 · 4 · 2
3 · 9 · 5

=
16

135
.

Ответ: 16/119. Ответ к варианту: 6–2: 8/37. Плоскость сечения (во вто-
ром варианте) делит SB в отношении 2 : 3, а SC в отношении 2 : 1,
считая от S.

5. Перепишем уравнение в виде

5(x−1)2 log7((x− 1)2 + 2) = 52|x−a| log7(2|x− a|+ 2).

Пусть f(t) = 5t log7(t+ 2). Эта функция возрастает. Поэтому

f((x− 1)2) = f(2|x− a|) ⇐⇒ (x− 1)2 = 2|x− a|.

Три решения будут в случае касания для a = 1/2, a = 3/2 и в случае
когда a = 1, поскольку совпадают вершины параболы y = (x − 1)2 и
кривой y = |x− 1|.
Ответ: a = 1/2; 1; 3/2.
Ответ к варианту: 6–2: a = −3/2; −1; −1/2.



Московский государственный университет
имени М. В.Ломоносова

Олимпиада «Покори Воробьёвы горы»
Вариант 7–1

1. Из четырёх бегунов: Антона, Бориса, Виктора и Григория, – второе ме-
сто занял самый старший. При этом Антон пробежал дистанцию быстрее,
чем Виктор; Григорий – быстрее, чем Борис и Виктор. Известно также,
что Борис старше Антона, а Виктор старше Григория. В каком порядке
финишировали спортсмены?

2. На доске написаны числа 1, 2, . . . , 2015. Над ними последовательно про-
делывают 2014 операций, причем n-я по счету операция состоит в следу-
ющем: произвольные два числа a и b (из записанных на доске) стираются
и дописывается одно число, равное ab

n . Что останется на доске в конце?

3. В четырёхугольник ABCD со сторонами AB = 2, BC = 4, CD = 5 впи-
сали окружность и вокруг него описали окружность. Найдите площадь
четырёхугольника.

4. Решите уравнение:

cos 4x− 6 cos2 2x+ 8 cos2 x√
6x− x2 − 5

= 0.

5. При каждом значении a решите уравнение

|x−1|+|x+1|+|x−2|+|x+2|+|x−3|+|x+3|+· · ·+|x−2015|+|x+2015|+
+ 2x2 + 2a2 + 40302 − 8060x− 8060a = 4030x.
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Московский государственный университет
имени М. В.Ломоносова

Олимпиада «Покори Воробьёвы горы»
Вариант 7–2

1. Из четырёх лыжников: Андрея, Бориса, Валерия и Геннадия, — второе
место занял самый младший. При этом Геннадий финишировал раньше,
чем Борис; Андрей — раньше, чем Борис и Валерий. Известно также, что
Валерий младше Геннадия, а Борис младше Андрея. В каком порядке
финишировали спортсмены?

2. На доске написаны числа 1, 2, . . . , 2014. Над ними последовательно про-
делывают 2013 операций, причем n-я по счету операция состоит в следу-
ющем: произвольные два числа a и b (из записанных на доске) стираются
и дописывается одно число, равное ab

n . Что останется на доске в конце?

3. Вокруг четырёхугольника ABCD со сторонами AB = 3, BC = 2, CD = 5
описали окружность и в четырёхугольник вписали окружность. Найдите
площадь четырёхугольника.

4. Решите уравнение:

cos 4x− 4 cos2 2x+ 6 cos2 x√
4x− x2 + 5

= 0.

5. При каждом значении c решите уравнение

|x−1|+|x+1|+|x−2|+|x+2|+|x−3|+|x+3|+· · ·+|x−2014|+|x+2014|+
+ 2x2 + 2c2 + 40282 − 8056x− 8056c = 4028x.
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Решения варианта 7-1

1. Самым старшим может быть или Борис, или Виктор. Но Виктор не мог
занять второе место, так как он уступил и Антону, и Григорию. Поэтому
Борис — второй. Значит, Григорий — первый, Антон — третий, а Виктор —
четвертый.

Ответ: Григорий, Борис, Антон, Виктор.
Ответ к варианту: 7–2: Андрей, Валерий, Геннадий, Борис.

2. Произведение всех чисел на доске, первоначально равное 2015!, делится
последовательно на 1, 2, 3, . . . , 2014. После 2014-ти операций останется
одно число, равное 2015!

2014! = 2015.

Ответ: 2015. Ответ к варианту: 7–2: 2014.

3. Так как можно вписать окружность, то DA = 2+ 5− 4 = 3. Далее можно
по теореме косинусов найти диагонали и углы. Проще поступить иначе:
так как четырехугольник вписанный, то S =

√
(p− a)(p− b)(p− c)(p− d).

Но так как он описанный, то p = a + c = b + d. Отсюда получается S =√
abcd =

√
2 · 3 · 4 · 5.

Ответ: 2
√
30. Ответ к варианту: 7–2: 6

√
5.

4. Вначале решаем уравнение:

cos 4x− 6 cos2 2x+ 8 cos2 x = 0 ⇐⇒
2 cos2 2x− 1− 6 cos2 2x+ 4(1 + cos 2x) = 0 ⇐⇒
4 cos2 2x− 4 cos 2x− 3 = 0 ⇐⇒
cos 2x = −1/2 ⇐⇒

x = ±π

3
+ πn, n ∈ Z.

Ограничения, связанные со знаменателем: x ∈ (1; 5). Так как 1 < π
3 , 5 >

4π
3 , то x = π/3; 2π/3; 4π/3.

Ответ: π/3; 2π/3; 4π/3. Ответ к варианту: 7–2: π/3; 2π/3; 4π/3.

5. Решение. Можно перегруппировать следующим образом:

(|x− 1|+ |x+1|+ |x− 2|+ |x+2|+ · · ·+ |x− 2015|+ |x+2015| − 4030x)+

+ (x− a)2 + (x− 4030 + a)2 = 0.

Первое выражение в скобках неотрицательно, причём обращается в ноль
тогда и только тогда, если x > 2015. Поэтому исходное уравнение равно-
сильно системе 

x > 2015

x = a,

x− 4030 + a = 0.

Откуда, если a = 2015, то x = 2015; если a ̸= 2015, то решений нет.

Ответ: Если a = 2015, то x = 2015; если a ̸= 2015, то решений нет.

Ответ к варианту: 7–2: Если c = 2014, то x = 2014; если c ̸= 2014, то
решений нет,


