
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷, â êîòîðûõ ïðåäóñìîòðåí îòâåò èç ïðåäëîæåííûõ âàðèàíòîâ, ó÷àñòíèê ìî-

æåò âûáðàòü â êà÷åñòâå îòâåòà îäèí èç ïðåäëîæåííûõ: A,B,C,D,E.

Â ñëó÷àå, åñëè íè îäèí èç óêàçàííûõ ïóíêòîâ íå ïîäõîäèò, ëèáî ïîäõîäÿò íåñêîëüêî èç íèõ,

ñëåäóåò âûáðàòü ïóíêò F.

1.1 Ìèøà çàìåòèë, ÷òî òðàìâàé ïðîøåë ìèìî íåãî çà 3 ñåêóíäû, à òîííåëü äëèíîé 100 ìåòðîâ �
çà 13 ñåêóíä. Íàéäèòå ñêîðîñòü òðàìâàÿ (â ìåòðàõ â ñåêóíäó), ñ÷èòàÿ, ÷òî îíà îñòàåòñÿ îäíîé è òîé
æå â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü òðàìâàÿ (â ìåòðàõ â ñåêóíäó) ÷åðåç v, à äëèíó òðàìâàÿ (â ìåòðàõ) ÷åðåç
l. Åñëè t1 è t2 � âðåìåíà ïðîõîæäåíèÿ ïîåçäà ìèìî Ìèøè è ÷åðåç òîííåëü äëèíîé a ñîîòâåòñòâåííî,
òî {

l = v · t1,
a+ l = v · t2.

=⇒

{
v = a

t2−t1
,

l = at1
t2−t1

.

Ïîñêîëüêó t1 = 3, t2 = 13 è a = 100, òî v = 10.

Îòâåò: 10. (A)

A 10 B 12 C 25 D 28 E 32 F

1.2 Ìèøà çàìåòèë, ÷òî òðàìâàé ïðîøåë ìèìî íåãî çà 4 ñåêóíäû, à òîííåëü äëèíîé 64 ìåòðà �
çà 12 ñåêóíä. Íàéäèòå äëèíó òðàìâàÿ (â ìåòðàõ), ñ÷èòàÿ, ÷òî åãî ñêîðîñòü îñòàåòñÿ îäíîé è òîé æå â
òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ.

Îòâåò: 32. (E)

A 10 B 12 C 25 D 28 E 32 F

1.3 Ìèøà çàìåòèë, ÷òî òðàìâàé ïðîøåë ìèìî íåãî çà 2 ñåêóíäû, à òîííåëü äëèíîé 96 ìåòðîâ � çà
10 ñåêóíä. Íàéäèòå ñêîðîñòü òðàìâàÿ (â ìåòðàõ â ñåêóíäó), ñ÷èòàÿ, ÷òî îíà îñòàåòñÿ îäíîé è òîé æå â
òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ.

Îòâåò: 12. (B)

A 10 B 12 C 25 D 28 E 32 F

1.4 Áîðÿ çàìåòèë, ÷òî ñêîðûé ïîåçä ïðîõîäèò ïëàòôîðìó ñòàíöèè äëèíîé 450 ìåòðîâ çà 27 ñåêóíä
è ïåðåñåêàåò îòìåòêó ñòîÿùåãî ðÿäîì êèëîìåòðîâîãî ñòîëáà çà 12 ñåêóíä. Íàéäèòå äëèíó ïîåçäà (â
ìåòðàõ), ñ÷èòàÿ, ÷òî åãî ñêîðîñòü îñòàåòñÿ îäíîé è òîé æå â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ.

A 300 B 320 C 340 D 360 E 400 F

Îòâåò: 360. (D)
1.5 Áîðÿ çàìåòèë, ÷òî ñêîðûé ïîåçä ïðîõîäèò ïëàòôîðìó ñòàíöèè äëèíîé 400 ìåòðîâ çà 28 ñåêóíä

è ïåðåñåêàåò îòìåòêó ñòîÿùåãî ðÿäîì êèëîìåòðîâîãî ñòîëáà çà 12 ñåêóíä. Íàéäèòå ñêîðîñòü ïîåçäà (â
ìåòðàõ â ñåêóíäó), ñ÷èòàÿ, ÷òî îíà îñòàåòñÿ îäíîé è òîé æå â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ.

A 16 B 18 C 20 D 25 E 30 F
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Îòâåò: 25. (D)
1.6 Áîðÿ çàìåòèë, ÷òî ñêîðûé ïîåçä ïðîõîäèò ïëàòôîðìó ñòàíöèè äëèíîé 420 ìåòðîâ çà 25 ñåêóíä

è ïåðåñåêàåò îòìåòêó ñòîÿùåãî ðÿäîì êèëîìåòðîâîãî ñòîëáà çà 10 ñåêóíä. Íàéäèòå äëèíó ïîåçäà (â
ìåòðàõ), ñ÷èòàÿ, ÷òî åãî ñêîðîñòü îñòàåòñÿ îäíîé è òîé æå â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ.

A 180 B 200 C 220 D 240 E 280 F

Îòâåò: 280. (E)

2.1 Íàéäèòå f(2013), åñëè äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x è y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x− y) = f(x) + f(y)− 2xy.

Ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì x = y = 0. Ïîëó÷èì f(0) = 2f(0) + 0, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî f(0) = 0. Ïîäñòàâèì
x = y. Ïîëó÷àåì 0 = f(0) = f(x) + f(x)− 2x2. Îòêóäà f(x) = x2.

Îòâåò: 4052169. (C)

A 4044121 B 4048144 C 4052169 D 4056196 E 4060225 F

2.2 Íàéäèòå f(2012), åñëè äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x è y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x+ y) = f(x) + f(−y) + 2xy.

A 4044121 B 4048144 C 4052169 D 4056196 E 4060225 F

Îòâåò: 4048144. (B)
2.3 Íàéäèòå f(2014), åñëè äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x è y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x− y) = f(x) + f(y)− 2xy.

A 4044121 B 4048144 C 4052169 D 4056196 E 4060225 F

Îòâåò: 4056196. (D)
2.4 Íàéäèòå f(2011), åñëè äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x è y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x+ y) = f(x) + f(−y) + 2xy.

A 4044121 B 4048144 C 4052169 D 4056196 E 4060225 F

Îòâåò: 4044121. (A)

3-1. Âû÷èñëèòå ñóììó

S =
2014

2 · 5
+

2014

5 · 8
+

2014

8 · 11
+ . . .+
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.

Â îòâåòå óêàæèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 5 ÷åòíîãî ÷èñëà, áëèæàéøåãî ê ïîëó÷åííîìó çíà÷åíèþ S.



Ðåøåíèå. Òàê êàê
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òî èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà
2014 · 2013
6 · 2015

= 335, 33 . . . .

Èñêîìîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ðàâíî 336.

Îòâåò: 1. (B)

Âàðèàíòû îòâåòà.

A 0 B 1 C 2 D 3 E 4 F

3-2. Âû÷èñëèòå ñóììó

S =
2013

2 · 6
+

2013

6 · 10
+

2013

10 · 14
+ . . .+

2013

2010 · 2014
.

Â îòâåòå óêàæèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 5 ÷åòíîãî ÷èñëà, áëèæàéøåãî ê ïîëó÷åííîìó çíà÷åíèþ S.

Îòâåò: 2. (C)

Âàðèàíòû îòâåòà.

A 0 B 1 C 2 D 3 E 4 F

3-3. Âû÷èñëèòå ñóììó

S =
2014

3 · 7
+

2014

7 · 11
+

2014

11 · 15
+ . . .+

2014

2011 · 2015
.

Â îòâåòå óêàæèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 5 íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áëèæàéøåãî ê ïîëó÷åííîìó çíà÷åíèþ
S.

Îòâåò: 3. (D)

Âàðèàíòû îòâåòà.

A 0 B 1 C 2 D 3 E 4 F

3-4. Âû÷èñëèòå ñóììó

S =
2015

3 · 8
+

2015

8 · 13
+

2015

13 · 18
+ . . .+

2015

2008 · 2013
.

Â îòâåòå óêàæèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 5 íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áëèæàéøåãî ê ïîëó÷åííîìó çíà÷åíèþ
S.

Îòâåò: 4. (E)

Âàðèàíòû îòâåòà.

A 0 B 1 C 2 D 3 E 4 F

4-1. Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà â òî÷êàõ A è B. Ðàññòîÿíèå îò ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè
òî÷êè C äî ïðÿìîé AB ðàâíî 4. Íàéäèòå ñóììó ðàññòîÿíèé îò òî÷êè C äî ñòîðîí óãëà, åñëè èçâåñòíî,
÷òî îäíî èç ýòèõ ðàññòîÿíèé â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå äðóãîãî.



Ðåøåíèå. Ïóñòü α = ∠CAB, β = ∠CBA, hA � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî ñòîðîíû óãëà, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó A, hB � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî ñòîðîíû óãëà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B, h � ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè C äî ïðÿìîé AB. Òîãäà

h = AC sinα = hA
sinα

sinβ
è h = BC sinβ = hB

sinβ

sinα
.

Çíà÷èò,
sinα

sinβ
=

√
hB

hA
è h = hA

sinα

sinβ
=

√
hAhB . Ïî óñëîâèþ çàäà÷è, åñëè ìåíüøåå èç ðàññòîÿíèé îò

òî÷êè C äî ñòîðîí óãëà îáîçíà÷èòü x, òî áîëüøåå ðàññòîÿíèå � 4x. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

42 = x · 4x.

Îòêóäà x = 2 è èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà 2 + 4 · 2 = 10.

Îòâåò: 10. (B)

Âàðèàíòû îòâåòà.

A 5 B 10 C 12 D 15 E 18 F

4-2. Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà â òî÷êàõ A è B. Ðàññòîÿíèå îò ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè
òî÷êè C äî ïðÿìîé AB ðàâíî 6. Íàéäèòå ñóììó ðàññòîÿíèé îò òî÷êè C äî ñòîðîí óãëà, åñëè èçâåñòíî,
÷òî îäíî èç ýòèõ ðàññòîÿíèé íà 5 áîëüøå äðóãîãî.

Îòâåò: 13. (C)
Âàðèàíòû îòâåòà.

A 9 B 11 C 13 D 15 E 17 F

4-3. Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà â òî÷êàõ A è B. Ðàññòîÿíèå îò ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè
òî÷êè C äî ïðÿìîé AB ðàâíî 6. Íàéäèòå ñóììó ðàññòîÿíèé îò òî÷êè C äî ñòîðîí óãëà, åñëè èçâåñòíî,
÷òî îäíî èç ýòèõ ðàññòîÿíèé â äåâÿòü ðàçà ìåíüøå äðóãîãî.

Îòâåò: 20. (E)
Âàðèàíòû îòâåòà.

A 10 B 12 C 15 D 18 E 20 F

4-4. Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà â òî÷êàõ A è B. Ðàññòîÿíèå îò ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè
òî÷êè C äî ïðÿìîé AB ðàâíî 8. Íàéäèòå ñóììó ðàññòîÿíèé îò òî÷êè C äî ñòîðîí óãëà, åñëè èçâåñòíî,
÷òî îäíî èç ýòèõ ðàññòîÿíèé íà 30 ìåíüøå äðóãîãî.

Îòâåò: 34. (B)
Âàðèàíòû îòâåòà.

A 32 B 34 C 36 D 38 E 40 F

5-1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

√
3x− 7−

√
3x2 − 13x+ 13 > 3x2 − 16x+ 20.

Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó âñåõ óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó öåëûõ çíà÷åíèé x.



Ðåøåíèå. Â ðåçóëüòàòå çàìåíû v =
√
3x− 7, u =

√
3x2 − 13x+ 13 ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî

u 6 v. Ñëåäîâàòåëüíî, x óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 3x2 − 13x + 13 6 3x − 7 ⇐⇒ 2 6 x 6 10/3. Èç
äâóõ öåëûõ çíà÷åíèé x = 2 è x = 3 â îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïîïàäàåò òîëüêî x = 3.

Îòâåò: (B) 3.

Âàðèàíòû îòâåòà.

A 2 B 3 C 5 D 7 E 9 F

5-2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

√
6x− 13−

√
3x2 − 13x+ 13 > 3x2 − 19x+ 26.

Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó âñåõ óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó öåëûõ çíà÷åíèé x.

Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî ñëåäóþùèå öåëûå çíà÷åíèÿ: x = 3, x = 4.

Îòâåò: (D) 7.

Âàðèàíòû îòâåòà.

A 2 B 3 C 5 D 7 E 9 F

5-3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

√
5x− 11−

√
5x2 − 21x+ 21 > 5x2 − 26x+ 32.

Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó âñåõ óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó öåëûõ çíà÷åíèé x.

Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî îäíî öåëîå çíà÷åíèå: x = 3.

Îòâåò: (B) 3.

Âàðèàíòû îòâåòà.

A 2 B 3 C 5 D 7 E 9 F

5-4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

√
10x− 21−

√
5x2 − 21x+ 21 > 5x2 − 31x+ 42.

Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó âñåõ óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó öåëûõ çíà÷åíèé x.

Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî ñëåäóþùèå öåëûå çíà÷åíèÿ: x = 3, x = 4.

Îòâåò: (D) 7.

Âàðèàíòû îòâåòà.

A 2 B 3 C 5 D 7 E 9 F

6-1. Èç òð¼õ ìàòåìàòèêîâ è äåâÿòè ýêîíîìèñòîâ íóæíî ñîñòàâèòü êîìèññèþ, â ñîñòàâ êîòîðîé âîéäåò
âîñåìü ÷åëîâåê. Ïðè ýòîì â íåé äîëæåí ó÷àñòâîâàòü õîòÿ áû îäèí ìàòåìàòèê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíà êîìèññèÿ?

Ðåøåíèå. Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò äàåò C3
3 ·C5

9+C2
3 ·C6

9+C1
3 ·C7

9 = 486. Ëèáî ìîæíî è òàê: C8
12−C8

9 =
486.

Îòâåò: 486.



6-2. Èç òð¼õ ìàòåìàòèêîâ è äåñÿòè ýêîíîìèñòîâ íóæíî ñîñòàâèòü êîìèññèþ, â ñîñòàâ êîòîðîé âîéäåò
ñåìü ÷åëîâåê. Ïðè ýòîì â íåé äîëæåí ó÷àñòâîâàòü õîòÿ áû îäèí ìàòåìàòèê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíà êîìèññèÿ?

Ðåøåíèå. Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò äàåò: C7
13 − C7

10 = 1596.

Îòâåò: 1596.

6-3. Èç äâåíàäöàòè øêîëüíèêîâ è òð¼õ ó÷èòåëåé íóæíî ñîñòàâèòü øêîëüíûé êîìèòåò, â ñîñòàâ
êîòîðîãî âîéäåò äåâÿòü ÷åëîâåê. Ïðè ýòîì â í¼ì äîëæåí ó÷àñòâîâàòü õîòÿ áû îäèí ó÷èòåëü. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìîæåò áûòü ñîñòàâëåí êîìèòåò?

Ðåøåíèå. Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò äàåò: C9
15 − C9

12 = 4785.

Îòâåò: 4785.

6-4. Èç îäèííàäöàòè øêîëüíèêîâ è òð¼õ ó÷èòåëåé íóæíî ñîñòàâèòü øêîëüíûé êîìèòåò, â ñîñòàâ
êîòîðîãî âîéä¼ò âîñåìü ÷åëîâåê. Ïðè ýòîì â í¼ì äîëæåí ó÷àñòâîâàòü õîòÿ áû îäèí ó÷èòåëü. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìîæåò áûòü ñîñòàâëåí êîìèòåò?

Ðåøåíèå. Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò äàåò: C8
14 − C8

11 = 2838.

Îòâåò: 2838.

7-1. Íàéäèòå äåëèìîå, åñëè êàæäûé çíàê ∗ â ïðèâåä¼ííîé çàïèñè äåëåíèÿ ÷èñåë ¾â ñòîëáèê¿ îáî-
çíà÷àåò êàêóþ-ëèáî öèôðó:

∗∗∗∗∗∗∗∗ ?
∗∗∗ ∗ ∗ ∗8 ∗ ∗

∗∗∗
∗∗∗

∗∗
∗∗
∗∗∗
∗∗∗

0

Ðåøåíèå. Öèôðà 8 â ÷àñòíîì äà¼ò ïðîìåæóòî÷íîå äâóçíà÷íîå ïðîèçâåäåíèå, ñëåäîâàòåëüíî äåëèòåëü
íå ìîæåò áûòü áîëüøå 12 (13 · 8 = 104 � íå òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî). C äðóãîé ñòîðîíû ïðîìåæóòî÷íîìó
òð¼õçíà÷íîìó ïðîèçâåäåíèþ ìîæåò îòâå÷àòü â ÷àñòíîì òîëüêî öèôðà 9 (öèôðà 8 ïî óñëîâèþ äà¼ò
òîëüêî äâóçíà÷íîå ïðîèçâåäåíèå), à â ýòîì ñëó÷àå äåëèòåëü íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 12 (11 · 9 = 99 �
äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, äåëèòåëåì ìîæåò áûòü òîëüêî ÷èñëî 12. Åñëè ïðè ïðîìåæóòî÷íîì
äåëåíèè ïðîèñõîäèò ñíåñåíèå ðàçðÿäà � â ÷àñòíîì íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå ñòîèò 0.

Ïîýòîìó â ÷àñòíîì ñòîèò ÷èñëî 909809. Äåëèìîå ðàâíî 12 · 909809 = 10917708.

Îòâåò: 10917708.



7-2. Íàéäèòå äåëèìîå, åñëè êàæäûé çíàê ∗ â ïðèâåä¼ííîé çàïèñè äåëåíèÿ ÷èñåë ¾â ñòîëáèê¿ îáî-
çíà÷àåò êàêóþ-ëèáî öèôðó:

∗∗∗∗∗∗∗∗ ?
∗∗∗ ∗ ∗ ∗8 ∗ ∗
∗∗∗
∗∗∗
∗∗∗
∗∗∗

∗∗
∗∗
∗∗∗
∗∗∗

0

Ðåøåíèå. 11997708 : 12 = 999809.

Îòâåò: 11997708.

7-3. Íàéäèòå äåëèìîå, åñëè êàæäûé çíàê ∗ â ïðèâåä¼ííîé çàïèñè äåëåíèÿ ÷èñåë ¾â ñòîëáèê¿ îáî-
çíà÷àåò êàêóþ-ëèáî öèôðó:

∗∗∗∗∗∗∗∗ ?
∗∗∗ ∗ ∗ ∗8 ∗ ∗

∗∗∗
∗∗∗
∗∗∗
∗∗
∗∗∗
∗∗∗
∗∗∗
∗∗∗

0

Ðåøåíèå. 10918788 : 12 = 909899.

Îòâåò: 10918788.

7-4. Íàéäèòå äåëèìîå, åñëè êàæäûé çíàê ∗ â ïðèâåä¼ííîé çàïèñè äåëåíèÿ ÷èñåë ¾â ñòîëáèê¿ îáî-
çíà÷àåò êàêóþ-ëèáî öèôðó:

∗∗∗∗∗∗∗∗ ?
∗∗∗ ∗ ∗ ∗8 ∗ ∗
∗∗∗
∗∗∗

∗∗
∗∗
∗∗∗
∗∗∗

0

Ðåøåíèå. 11889708 : 12 = 990809.

Îòâåò: 11889708.



8-1. Íàéäèòå âñå îáùèå òî÷êè ãðàôèêîâ

y = 8 cosπx · cos2 2πx · cos 4πx è y = cos 9πx

ñ àáñöèññàìè, ïðèíàäëåæàùèìè îòðåçêó x ∈ [0; 1]. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó àáñöèññ íàéäåííûõ òî÷åê.

Ðåøåíèå. Äîìíîæèì íà sinπx. Âñå x = n, n ∈ Z íóæíî áóäåò èç îòâåòà óáðàòü, ò.ê. îíè íå ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî 8 sinπx cosπx cos 2πx cos 4πx = sin 8πx,
íàõîäèì

sin 8πx · cos 2πx = sinπx · cos 9πx ⇐⇒
sin 10πx+ sin 6πx = sin 10πx− sin 8πx ⇐⇒

sin 6πx = sin(−8πx).

Îòêóäà x = k/7 ëèáî x = 1/2 + l, k, l ∈ Z.
Êîðíè óðàâíåíèÿ èç îòðåçêà [0; 1] òàêîâû: 1/7, 2/7, 3/7, 4/7, 5/7, 6/7 è 1/2.

Îòâåò: 3, 5.

8-2. Íàéäèòå âñå îáùèå òî÷êè ãðàôèêîâ

y = 8 cos2 πx · cos 2πx · cos 4πx è y = cos 6πx

ñ àáñöèññàìè, ïðèíàäëåæàùèìè îòðåçêó [−1; 0]. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó àáñöèññ íàéäåííûõ òî÷åê.

Ðåøåíèå. Ðàâíîñèëüíî sin 9πx = sin(−5πx), x ̸= n, n ∈ Z. Îòêóäà x = k/7 ëèáî x = 1/4 + l/2, k, l ∈ Z.
Êîðíè óðàâíåíèÿ èç îòðåçêà [−1; 0] òàêîâû: −1/7, −2/7, −3/7, −4/7, −5/7, −6/7 è −1/4, −3/4.

Îòâåò: −4.

8-3. Íàéäèòå âñå îáùèå òî÷êè ãðàôèêîâ

y = 8 cosπx · cos 2πx · cos2 4πx è y = cos 11πx

ñ àáñöèññàìè, ïðèíàäëåæàùèìè îòðåçêó [0; 1]. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó àáñöèññ íàéäåííûõ òî÷åê.

Ðåøåíèå. Ðàâíîñèëüíî sin 4πx = sin(−10πx), x ̸= n, n ∈ Z. Îòêóäà x = k/7 ëèáî x = 1/6+ l/3, k, l ∈ Z.
Êîðíè óðàâíåíèÿ èç îòðåçêà [0; 1] òàêîâû: 1/7, 2/7, 3/7, 4/7, 5/7, 6/7 è 1/6, 1/2, 5/6.

Îòâåò: 4, 5.

8-4. Íàéäèòå âñå îáùèå òî÷êè ãðàôèêîâ

y = 8 cosπx · cos2 2πx · cos 4πx è y = cos 5πx

ñ àáñöèññàìè, ïðèíàäëåæàùèìè îòðåçêó [−1; 0]. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó àáñöèññ íàéäåííûõ òî÷åê.

Ðåøåíèå. Ðàâíîñèëüíî sin 10πx = sin(−4πx), x ̸= n, n ∈ Z. Îòêóäà x = k/7 ëèáî x = 1/6+ l/3, k, l ∈ Z.
Êîðíè óðàâíåíèÿ èç îòðåçêà [−1; 0] òàêîâû: −1/7, −2/7, −3/7, −4/7, −5/7, −6/7 è −1/6, −1/2,

−5/6.

Îòâåò: −4, 5.



9-1. Íàéäèòå âñå ïîëîæèòåëüíûå a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

2πa+ arcsin(sinx) + 2 arccos(cosx)− ax

tg2 x+ 1
= 0

èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó (−∞; 7π]. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó
âñåõ íàéäåííûõ a (åñëè òàêèõ a íå ñóùåñòâóåò, òî óêàæèòå 0; åñëè ÷èñëî a íå öåëîå, òî îêðóãëèòå åãî
äî ñîòûõ).

Ðåøåíèå. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé � x ∈ R\{π/2 + πn}+∞
n=1. Íà Î.Ä.Ç. ðåøàåì óðàâíåíèå

arcsin(sinx) + 2 arccos(cosx) = ax− 2πa.

Ôóíêöèÿ
f(x) = arcsin(sinx) + 2 arccos(cosx)

ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2π, ïðè÷¼ì îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ [0;π/2], [π/2;π],
[π; 3π/2], [3π/2; 2π]. Ïîñêîëüêó

f(0) = f(2π) = 0, f(π/2) = 3π/2, f(π) = π, f(3π/2) = π/2,

òî ìîæíî òåïåðü ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

O

x

y

¼/2

¼ 3¼

y f x= ( )

¼

3¼/2

4¼ 5¼ 6¼ 7¼2¼

a=1/3
a=

2/
3 a=

3/
52¼

Ðèñ. 1:

Ãðàôèê ôóíêöèè y = a(x − 2π) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó
(2π; 0).

Äàëåå âûáèðàåì òå ïðÿìûå, êîòîðûå äàþò òðè ðåøåíèÿ èç óêàçàííîãî ìíîæåñòâà. Ýòî çíà÷åíèÿ
a = 1/3, a = 2/3, a = 3/5; èõ ñóììà ðàâíà 1, 6.

Îòâåò: 1, 6.

9-2. Íàéäèòå âñå ïîëîæèòåëüíûå a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

4πa+ arcsin(sinx) + 3 arccos(cosx)− ax

2 + tg2 x
= 0

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó âñåõ íàéäåííûõ a (åñëè òàêèõ a íå ñóùåñòâóåò, òî
óêàæèòå 0; åñëè ÷èñëî a íå öåëîå, òî îêðóãëèòå åãî äî ñîòûõ).



Ðåøåíèå. Ïðè a = 1, a = 2/3, a = 4/5. Ñóììà ðàâíà 2, 4(6).

Îòâåò: 2, 47.

9-3. Íàéäèòå âñå îòðèöàòåëüíûå a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

6πa− arcsin(sinx) + 2 arccos(cosx)− ax

tg2 x+ 4
= 0

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó [π; +∞). Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó âñåõ íàéäåí-
íûõ a (åñëè òàêèõ a íå ñóùåñòâóåò, òî óêàæèòå 0; åñëè ÷èñëî a íå öåëîå, òî îêðóãëèòå åãî äî ñîòûõ).

Ðåøåíèå. Ïðè a = −1/3, a = −2/3, a = −3/5. Ñóììà ðàâíà −1, 6.

Îòâåò: −1, 6.

9-4. Íàéäèòå âñå îòðèöàòåëüíûå a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

8πa− arcsin(sinx) + 3 arccos(cosx)− ax

3 + tg2 x
= 0

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó âñåõ íàéäåííûõ a (åñëè òàêèõ a íå ñóùåñòâóåò, òî
óêàæèòå 0; åñëè ÷èñëî a íå öåëîå, òî îêðóãëèòå åãî äî ñîòûõ).

Ðåøåíèå. Ïðè a = −1, a = −2/3, a = −4/5. Ñóììà ðàâíà −2, 4(6).

Îòâåò: −2, 47.

10-1. Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû SABCD ëåæèò òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè BC è AD. Òî÷êè P1,
P2, P3 ïðèíàäëåæàò ñòîðîíå BC, ïðè÷åì BP1 < BP2 < BP3 < BC. Òî÷êè Q1, Q2, Q3 ïðèíàäëåæàò
ñòîðîíå AD, ïðè÷åì AQ1 < AQ2 < AQ3 < AD. Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ BQ1 ñ AP1, P2Q1 ñ
P1Q2, P3Q2 ñ P2Q3, CQ3 ñ P3D ÷åðåç R1, R2, R3 è R4 ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà îáú¼ìîâ
ïèðàìèä SR1P1R2Q1 è SR3P3R4Q3 ðàâíà 78. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

V 2
SABR1

+ V 2
SR2P2R3Q2

+ V 2
SCDR4

.

Â îòâåòå óêàæèòå öåëîå ÷èñëî, íàèáîëåå áëèçêîå ê íàéäåííîìó çíà÷åíèþ.

Ðåøåíèå. Èç ñâîéñòâ òðàïåöèè ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè (ñì. ðèñ. 2), çàêðàøåííûå íà ðèñóíêå îäèíà-
êîâûì öâåòîì, èìåþò îäèíàêîâóþ ïëîùàäü. Îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî ñóìì ïëîùàäåé, îáîçíà÷åííûõ

B

A

P1

R1

Q1

C

D

P2 P3

Q2 Q3

R2

R3

R4

Ðèñ. 2:

îäèíàêîâûì öâåòîì íà ðèñ. 3. Ðàâåíñòâî ñóìì ïëîùàäåé ïðèíèìàåò âèä

SABR1 + SR2P2R3Q2 + SCDR4 = SR1P1R2Q1 + SR3P3R4Q3 .



B

A

P1

R1

Q1

C

D

P2 P3

Q2 Q3

R2

R3

R4

Ðèñ. 3:

Îòêóäà
VSABR1 + VSR2P2R3Q2 + VSCDR4 = VSR1P1R2Q1 + VSR3P3R4Q3 = 78.

Ïîëîæèì a1 = VSABR1 , a2 = VSR2P2R3Q2 , a3 = VSCDR4 . Èç óñëîâèÿ çàäà÷è: a1 + a2 + a3 = 78, èùåì
a21 + a22 + a23 → min, ïðè óñëîâèè, ÷òî a1, a2, a3 íåîòðèöàòåëüíû. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî(a1

3
+

a2
3

+
a3
3

)2

6 a21 + a22 + a23
3

.

Äëÿ øêîëüíèêîâ äàííîå íåðàâåíñòâî îáîñíîâûâàåòñÿ òðåõêðàòíûì ïðèìåíåíèåì íåðàâåíñòâà 2ab 6
a2 + b2. Ïîëó÷àåì

a21 + a22 + a23 > (a1 + a2 + a3)
2

3
= 2028.

Çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ, êîãäà a1 = a2 = a3 = 26.
Îòâåò: 2028.

10-2. Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû SABCD ëåæèò òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè BC è AD. Òî÷êè P1,
P2, P3 ïðèíàäëåæàò ñòîðîíå BC, ïðè÷åì BP1 < BP2 < BP3 < BC. Òî÷êè Q1, Q2, Q3 ïðèíàäëåæàò
ñòîðîíå AD, ïðè÷åì AQ1 < AQ2 < AQ3 < AD. Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ BQ1 ñ AP1, P2Q1 ñ
P1Q2, P3Q2 ñ P2Q3, CQ3 ñ P3D ÷åðåç R1, R2, R3 è R4 ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà îáú¼ìîâ
ïèðàìèä SR1P1R2Q1 è SR3P3R4Q3 ðàâíà 96. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

V 2
SABR1

+ V 2
SR2P2R3Q2

+ V 2
SCDR4

.

Â îòâåòå óêàæèòå öåëîå ÷èñëî, íàèáîëåå áëèçêîå ê íàéäåííîìó çíà÷åíèþ.

Îòâåò: 3072.

10-3. Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû SABCD ëåæèò òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè BC è AD. Òî÷êè P1,
P2, P3 ïðèíàäëåæàò ñòîðîíå BC, ïðè÷åì BP1 < BP2 < BP3 < BC. Òî÷êè Q1, Q2, Q3 ïðèíàäëåæàò
ñòîðîíå AD, ïðè÷åì AQ1 < AQ2 < AQ3 < AD. Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ BQ1 ñ AP1, P2Q1 ñ
P1Q2, P3Q2 ñ P2Q3, CQ3 ñ P3D ÷åðåç R1, R2, R3 è R4 ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà îáú¼ìîâ
ïèðàìèä SR1P1R2Q1 è SR3P3R4Q3 ðàâíà 111. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

V 2
SABR1

+ V 2
SR2P2R3Q2

+ V 2
SCDR4

.

Â îòâåòå óêàæèòå öåëîå ÷èñëî, íàèáîëåå áëèçêîå ê íàéäåííîìó çíà÷åíèþ.

Îòâåò: 4107.

10-4. Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû SABCD ëåæèò òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè BC è AD. Òî÷êè P1,
P2, P3 ïðèíàäëåæàò ñòîðîíå BC, ïðè÷åì BP1 < BP2 < BP3 < BC. Òî÷êè Q1, Q2, Q3 ïðèíàäëåæàò
ñòîðîíå AD, ïðè÷åì AQ1 < AQ2 < AQ3 < AD. Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ BQ1 ñ AP1, P2Q1 ñ



P1Q2, P3Q2 ñ P2Q3, CQ3 ñ P3D ÷åðåç R1, R2, R3 è R4 ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà îáú¼ìîâ
ïèðàìèä SR1P1R2Q1 è SR3P3R4Q3 ðàâíà 84. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

V 2
SABR1

+ V 2
SR2P2R3Q2

+ V 2
SCDR4

.

Â îòâåòå óêàæèòå öåëîå ÷èñëî, íàèáîëåå áëèçêîå ê íàéäåííîìó çíà÷åíèþ.

Îòâåò: 2352.


