
Ðåøåíèÿ ñþæåòà 1.

1. Èç ÷èñåë ck óäàëîñü âûäåëèòü òðåõ÷ëåííóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Äîêàæèòå, ÷òî â íàáîðå åñòü
÷èñëà ðàçíûõ çíàêîâ.

Áóäåì ðåøàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü åñòü òàêîé íàáîð ÷èñåë a1, a2, . . . , an (∀i : ai > 0), ÷òî ck1 , ck2 , ck3

îáðàçóþò íåïîñòîÿííóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ äëÿ êàêèõ-òî k1 < k2 < k3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ai > 1,
òàê êàê åñëè âûêèíóòü èç íàáîðà ai = 1, òî âñå ck óìåíüøàòñÿ íà 1. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ck3 > ck2+1 =∑
i

ak2
i · ai >

∑
i

ak2
i · 2 = 2 · ck3 . Íî òîãäà ck1 = 2 · ck2 − ck1 6 0, ïðîòèâîðå÷èå.

2. Âîçìîæíî ëè, ÷òî c3 = 1, c5 = 2015?
Çàìåòèì, ÷òî ∀a : a3 ≡ a5 (mod 3). Ñëåäîâàòåëüíî, c3 ≡ c5 (mod 3). Îäíàêî 1 ̸≡ 2015 (mod 3).
3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷åòûð¼õ÷ëåííîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè âûäåëåííîé èç ÷èñåë ck.
Äàâàéòå ðàññìîòðèì ÷èñëà 2, 3, 4 â ñòåïåíÿõ 1, 3, 5 è 7. Ïîäáåð¼ì òàêèå k2, k3 è k4, ÷òî åñëè ñîñòàâèòü íàáîð

èç k2 ÷èñåë 2, k3 ÷èñåë 3 è k4 ÷èñåë 4, òî c1, c3, c5 è c7 áóäóò îáðàçîâûâàòü àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, òî
åñòü c7−c5 = c5−c3 = c3−c1. Ïðè ýòîì, åñëè ki < 0, òî ýòî îçíà÷àåò −ki ÷èñåë, ðàâíûõ −i (èìåííî ïîýòîìó ìû
âçÿëè íå÷¼òíûå ñòåïåíè). ×òîáû ïîäîáðàòü òàêèå ki, ïîòðåáóåòñÿ ðåøèòü òàêóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:{

k2 · (27 − 2 · 25 + 23) + k3 · (37 − 2 · 35 + 33) + k3 · (47 − 2 · 45 + 43) = 0

k2 · (25 − 2 · 23 + 21) + k3 · (35 − 2 · 33 + 31) + k3 · (45 − 2 · 43 + 41) = 0

Ýòî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èç äâóõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü ïîä-
õîäÿùèå ðàöèîíàëüíûå ki, à çíà÷èò, ìîæíî è öåëûå.

4. Èç ÷èñåë ck óäàëîñü âûäåëèòü 100-÷ëåííóþ ïðîãðåññèþ. Äîêàæèòå, ÷òî å¼ ðàçíîñòü áîëüøå 1030.
Ïóñòü cki è ckj � ýòî i è j ÷ëåíû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, òîãäà èõ ðàçíîñòü ðàâíà (i − j)d, ãäå d �

ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïðè ýòîì cki−ckj =
∑
i

a
kj

i ·(aki−kj

i −1). Åñëè ki−kj äåëèòñÿ íà p−1 äëÿ

êàêîãî-òî ïðîñòîãî p, òîãäà, ïî òåîðåìå Ôåðìà, ∀i : aki−kj

i − 1
...p, è, ñëåäîâàòåëüíî, cki − ckj = (i− j)d

...p. Åñëè

ïðè ýòîì (i− j) ̸
...p, òî d

...p. Äàâàéòå äëÿ êàæäîãî p < 100 íàéä¼ì ïîäõîäÿùèå i, j. Åñëè ðàññìîòðåòü ïåðâûå p
èíäåêñîâ ki, ñðåäè íèõ åñòü îäèíàêîâûå ïî ìîäóëþ p− 1, è i− j < p. Çíà÷èò, d äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå âñåõ
ïðîñòûõ äî 100, à îíî ÷òî-òî îêîëî 1033.

Ðåøåíèÿ ñþæåòà 2.

1. Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà ∠BOC = 2∠A, ∠BHC = 180◦ − ∠A, à òàê æå, ïî óñëîâèþ,

∠BOC = ∠BHC. Ñëåäîâàòåëüíî, 2∠A = 180◦−∠A, òî åñòü, ∠A = 60◦. Ïðè ýòîì ∠BIC =
∠A
2

+90◦ = 120◦ =

∠BOC.
2. Îñíîâíàÿ öåëü ýòîé çàäà÷è � ïîíÿòü, ÷òî XY ÿâëÿåòñÿ ñåðïåðîì ê AI.
Íàïðèìåð òàê: çàìåòèì, ÷òî X è Y � ýòî ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BI è CI ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ ABC,

ãäå I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC. Òîãäà ïî ëåììå î òðèëèñòíèêå (òðåçóáöå), IY = Y A, IX = XA.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî XY � îáùàÿ îñü ñèììåòðèè äâóõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, ò.å., äåéñòâèòåëü-
íî, ñåðïåð AI. Âìåñòî òðèëèñòíèêà ìîæíî, ðàçóìååòñÿ, âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå øêîëüíûìè ñîîáðàæåíèÿìè
(âïðî÷åì, åãî íåñëîæíî è âûâåñòè ñëó÷àéíî).

Åñòåñòâåííûé õîä ðåøåíèÿ: íóæíî äîêàçàòü, ÷òî 2|IZ|+ |IC| > |AC|. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà |IZ|+
|IC| < |CZ|. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî |IZ| > |ZA|. Ïðîäåëûâàåì êàêèå-òî ðàññóæäåíèÿ (ñì. âûøå) è ïîíèìàåì,
÷òî |IZ| = |ZA|.

3. Ïåðåôîðìóëèðóåì óñëîâèå: íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ñåðïåð ê AI, ïðÿìàÿ BC è ïðÿìàÿ OI ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå. Ñ ïóíêòàìè 1. è 2. ýòà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ñîâñåì ïðîñòîé.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê BIOC � âïèñàííûé, à òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñåðïåðà ê AI ñ îïèñàííîé
îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BI è CI c îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Îáîçíà÷èì
ýòè òî÷êè çà X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà ÷åòûð¼õóãîëüíèê XY OI òîæå âïèñàííûé (∠XIY =
120◦, âåðòèêàëüíûé óæå ïîñ÷èòàííîìó, ∠XOY = 120◦, ò.ê. ñòÿãèâàåò äâå ïîëîâèíêè äóã â ñóììå ðàâíûõ 240).

Òîãäà ñåðïåð ê AI � ðàäèêàëüíàÿ îñü îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé XY OI è ABC, BC � ðàäèêàëüíàÿ îñü
îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ABC è BIOC, OI � ðàäèêàëüíàÿ îñü îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé XY OI è BIOC. Êàê
èçâåñòíî, îíè äåéñòâèòåëüíî ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

4. Çàìå÷àíèå: ðèñîâàòü òî÷êè ñî âñåìè òðåìÿ áóêâàìè íà ñàìîì äåëå íå íóæíî, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
òîëüêî îäíîé áóêâîé.

Äîêàæåì â îäíó ñòîðîíó (åñëè X = I, òî X = H), â äðóãóþ âñ¼ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî, êðîìå ñàìûõ
ïîñëåäíèõ ïåðåõîäîâ, êîòîðûå äåëàþòñÿ åù¼ ïðîùå, ÷åì â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå.
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Ïóñòü A2, B2 è C2 � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî O òî÷êàì A, B è C ñîîòâåòñòâåííî, A3, B3 è C3

� òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC è ïðÿìûõ A1X, B1X è C1X ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ çäåñü ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ïåðåõîäèò â òðåóãîëüíèê A2B2C2

ïðè ïîâîðîòå íà 180◦ îòíîñèòåëüíî O (èëè ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì −1). Ïóñòü ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè
òî÷êà I ïåðåõîäèò â íåêóþ òî÷êó J .

Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìûå A2A3, B2B3 è C2C3 ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé OX. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèê BB1XO � âïèñàííûé, ïîýòîìó ∠OBB1 = ∠B1XO. Íî íà ýòó æå äóãó â îïèñàííîé îêðóæíîñòè
ABC îïèðàåòñÿ óãîë B2B3B1.

Çíà÷èò, ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðà ê OX, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó O, òðåóãîëüíèê
A3B3C3 ïåðåõîäèò â òðåóãîëüíèê A2B2C2, à I ïåðåõîäèò â J .

Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò ñåðèÿ ðàâåíñòâ óãëîâ, ñîõðàíÿþùèõñÿ ïðè äâèæåíèÿõ ïëîñêîñòè, è,
íàêîíåö, ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1 è A3B3C3. ∠A3XB3 = ∠A2XB2 = ∠AXB, ò.å. öåíòð âïèñàííîé
îêðóæíîñòè ABC ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè A3B3C3 (äî ýòîãî ìû âîîáùå íå ïîëüçîâàëèñü
òåì, ÷òî X � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè).

Ñàìîå âðåìÿ íàðèñîâàòü îòäåëüíî âïèñàííûå â îäíó îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêè A1B1C1 è A3B3C3 è òî÷êó
X � ýòî â òî÷íîñòè ïåðâûé ïóíêò, ãäå ìû óæå ïîíèìàëè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ (ò.å.
êàê ðàç òî, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà A1B1C1.

Ðåøåíèÿ ñþæåòà 3.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë 1,3,9 åñòü îäíîöâåòíûå.
Ïóñòü ÷èñëà 1, 3 è 9 òð¼õ öâåòîâ A, B è C ñîîòâåòñòâåííî.
Ñðåäè ÷èñåë 1, 2 è 3 åñòü äâà îäíîöâåòíûõ, çíà÷èò, 2 öâåòà A èëè B. Îäíàêî 1 + 1 = 2, ïîýòîìó 1 è 2

ðàçíîãî öâåòà. Ñëåäîâàòåëüíî, 2 öâåòà B.
Ñðåäè ÷èñåë 1, 3 è 4 åñòü äâà îäíîöâåòíûõ, çíà÷èò, 4 òîæå öâåòà A èëè B. Îäíàêî 2 + 2 = 4, ïîýòîìó 2 è 4
ðàçíîãî öâåòà. Ñëåäîâàòåëüíî, 4 öâåòà A.
4 + 5 = 9, çíà÷èò, 5 öâåòà A èëè C, îäíàêî 1 + 4 = 5, çíà÷èò, 5 íå öâåòà A. Ñëåäîâàòåëüíî, 5 öâåòà C.
1 + 5 = 6, çíà÷èò, 6 öâåòà A èëè C, à 2 + 4 = 6, çíà÷èò, 6 öâåòà A èëè B. Òàêèì îáðàçîì, 6 öâåòà A.
Èòîãî, 3, 6 è 9 èìåþò öâåòà B, A è C ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâà îäíîöâåòíûõ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè k è k + 1 ðàçíûõ öâåòîâ, òî 1 îáÿçàòåëüíî îäíîãî öâåòà ñ îäíèì èç íèõ. Çíà÷èò, ÷èñëà

k, k + 1, k + 2 è k + 3 ðàçëè÷íûõ öâåòîâ è 1 öâåòà A, òî îäíî èç ÷èñåë k è k + 1 òîæå öâåòà A, à òàêæå
îäíî èç ÷èñåë k + 2 è k + 3 öâåòà A. Òî åñòü, ñðåäè ÷èñåë k, k + 1, k + 2, k + 3 åñòü êàê ìèíèìóì äâà öâåòà A.
Ïðîòèâîðå÷èå.

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð î÷àðîâàòåëüíîé ðàñêðàñêè, â êîòîðîé ÷èñëà 20 è 30 îäíîöâåòíûå.
Ðàñêðàñèì âñå ÷èñëà, ñðàâíèìûå ñ 1 è 4 ïî ìîäóëþ 5, â öâåò A, à ñðàâíèìûå ñ 2 è 3 ïî ìîäóëþ 5 � â öâåò B.

Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî a+b = c. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ðîâíî îäíî èç ÷èñåë äåëèòñÿ íà ïÿòü, òî îñòàëüíûå
äâà îäíîãî öâåòà, à åñëè âñå òðè íå äåëÿòñÿ íà ïÿòü, òî òîëüêî äâà èç íèõ îäíîãî öâåòà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
÷èñëà, êðàòíûå ïÿòè, ïîêðàñèòü î÷àðîâàòåëüíî, òî îáùàÿ ðàñêðàñêà òîæå áóäåò î÷àðîâàòåëüíîé. Ïîäåëèì
âñå ÷èñëà, êðàòíûå 5, íà 5, è ïîêðàñèì èõ ïî òîìó æå ïðàâèëó â ñâåòà C è D. Îñòàíóòñÿ ÷èñëà, êðàòíûå 25.
Èõ òîæå ïîêðàñèì ïî òîìó æå ïðàâèëó â öâåòà E è F , è òàê äàëåå. Â ýòîé î÷àðîâàòåëüíîé ðàñêðàñêå ÷èñëà
20 è 30 îáà öâåòà F .

4. Áåññìåðòíûé Ìèõàèë êàæäûé äåíü ïðèäóìûâàåò íîâóþ î÷àðîâàòåëüíóþ ðàñêðàñêó. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü
î÷àðîâàòåëüíàÿ ðàñêðàñêà, êîòîðóþ îí íèêîãäà íå ïðèäóìàåò.

Ðàññìîòðèì ðàñêðàñêó âî ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå, êîãäà ìû ïîêðàñèëè âñå ÷èñëà,
íåêðàòíûå ïÿòè, ÷èñëà êðàòíûå ïÿòè ìîæíî ïîêðññèòü ëþáûì î÷àðîâàòåëüíûì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì äðóãóþ
ðàñêðàñêó: ðàñêðàñèì âñå íå÷¼òíûå ÷èñëà â îäèí öâåò. Ïîíÿòíî, ÷òî èç òð¼õ ÷èñåë a, b è a+ b ëèáî äâà íå÷¼ò-
íûõ, ëèáî íè îäíîãî. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî î÷àðîâàòåëüíî ïîêðàñèòü îñòàâøèåñÿ, ÷¼òíûå ÷èñëà. Çàìåòèì, ÷òî
îîñòàâøèåñÿ (â îäíîì ñëó÷àå êðàòíûå ïÿòè, â äðóãîì ñëó÷àå ÷¼òíûå) ÷èñëà ìîæíî òàêæå êðàñèòü ïî ìîäóëþ
ïÿòü èëè ïî ìîäóëþ äâà. È òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê, êîòîðûå
îïèñûâàþòñÿ áåñêîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èç 2 è 5. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ýòè ðàñêðàñêè ðàçëè÷íû è èõ
íåñ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî.
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Критерии определения победителей и призёров заключительного этапа олимпиады 
Юношеской математической школы, 2015-16 гг. 

 
Каждая задача стоит 1 балл. 
 
По 4 классу: 
Победителем считается участник, решивший 6 задач. 
Призёром считается участник, решивший не менее 4 задач. 
 
По 5 классу: 
Победителем считается участник, решивший не менее 6 задач. 
Призёром считается участник, решивший не менее 4 задач. 
 
По 6 классу: 
Победителем считается участник, решивший 7 задач. 
Призёром считается участник, решивший не менее 5 задач. 
 
По 7 классу: 
Победителем считается участник, решивший 7 задач. 
Призёром считается участник, решивший не менее 5 задач. 
 
По 8 классу: 
Победителем считается участник, решивший 6 задач. 
Призёром считается участник, решивший не менее 4 задач. 
 
По 9 классу: 
Победителем считается участник, решивший 8 задач. 
Призёром считается участник, решивший не менее 6 задач. 
 
По 10 классу: 
Победителем считается участник, решивший 9 задач. 
Призёром считается участник, решивший не менее 5 задач. 
 
По 11 классу: 
Победителем считается участник, решивший 7 задач. 
Призёром считается участник, решивший не менее 5 задач. 
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