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Âàðèàíò I

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

log2015 2017 >
log2015 1 + log2015 2 + . . .+ log2015 2016

2016
.

Ðåøåíèå. Ïîñëå óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà 2016 è íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì, ÷òî íàì
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

log2015 2017
2016 > log2015(1 · 2 · . . . · 2016).

Óêàçàííîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 20172016 > 1 · 2 · . . . · 2016, à ïîñëåäíåå ïîëó÷àåòñÿ ïåðå-
ìíîæåíèåì 2016 íåðàâåíñòâ 2017 > 1, 2017 > 2, . . . , 2017 > 2016.

Çàäà÷à 2. n ãðèáíèêîâ õîäèëè â ëåñ è ïðèíåñëè ñóììàðíî 200 ãðèáîâ (âîçìîæíî, íåêîòîðûå èç
ãðèáíèêîâ íå ïðèíåñëè äîìîé íè îäíîãî ãðèáà). Ìàëü÷èê Ïåòÿ, óçíàâ îá ýòîì, çàÿâèë: ¾Êàêèå-òî
äâîå èç íèõ îáÿçàòåëüíî ïðèíåñëè îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ãðèáîâ!¿ Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ìàëü÷èê
Ïåòÿ íàâåðíÿêà îêàæåòñÿ ïðàâ? Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîé îòâåò.

Îòâåò: 21.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðè n 6 20 Ïåòÿ ìîæåò îøèáèòüñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå
n− 1 ãðèáíèêîâ ñîáðàëè ñîîòâåòñòâåííî 0, 1, . . . , n− 2 ãðèáà, à n-é � âñå îñòàëüíûå. Ïîñêîëüêó

0 + 1 + . . .+ (n− 2) 6 0 + 1 + . . .+ 18 = 171 = 200− 29,

òî ïîñëåäíèé ãðèáíèê ñîáðàë íå ìåíåå 29 ãðèáîâ, ò.å. áîëüøå, ÷åì êàæäûé èç îñòàëüíûõ. Èòàê, ïðè
n 6 20 ñóùåñòâóåò ïðèìåð, êîãäà Ïåòÿ ìîã áûòü íå ïðàâ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n = 21 Ïåòÿ âñåãäà îêàæåòñÿ ïðàâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí íå ïðàâ è ïóñòü

ãðèáíèêè ñîáðàëè a0 < a1 < . . . < a20 ãðèáîâ. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ai > i, îòêóäà

200 = a0 + a1 + . . .+ a20 > 0 + 1 + . . .+ 20 = 210,

ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 3. Âàñÿ õî÷åò íàéòè âñå öåëûå ÷èñëà a òàêèå, ÷òî âûðàæåíèå 10n3− 3n5+7an äåëèòñÿ íà 15
äëÿ âñåõ öåëûõ n. Êàêèå îñòàòêè ìîæåò äàâàòü ÷èñëî a ïðè äåëåíèè íà 15? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå
îòâåòû èëè äîêàæèòå, ÷òî òàêèõ öåëûõ ÷èñåë a íåò.

Îòâåò: 14.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî n3 ≡ n (mod 3) è n5 ≡ n (mod 5) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Ïðèâåä¼ì ëèøü òðè èç íèõ.
Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçîáü¼ì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà íà ãðóïïû ïî èõ îñòàòêàì ïðè äåëåíèè íà 3 è 5:

n n3 n3 mod 3
0 0 0
1 1 1
2 8 2

n n5 n5 mod 5
0 0 0
1 1 1
2 32 2
3 243 3
4 1024 4

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî.
Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî n3 − n = (n − 1)n(n + 1) � ïðîèçâåäåíèå òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ

öåëûõ ÷èñåë, à

n5 − n = (n− 1)n(n+ 1)(n2 + 1) ≡ (n− 1)n(n+ 1)(n2 − 4) = (n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2) (mod 5)

� ïðîèçâåäåíèå ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Â ïåðâîì ñëó÷àå âûðàæåíèå âñåãäà äåëèòñÿ íà
3, à âî âòîðîì � íà 5, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Òðåòèé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñêàçàòü, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè
ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà1.
Òåïåðü âçãëÿíåì íà èñõîäíîå âûðàæåíèå ïî ìîäóëþ 3:

10n3 − 3n5 + 7an ≡ 10n+ 7an ≡ (a+ 1) · n (mod 3).

Ýòî âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà 3 ïðè ëþáîì öåëîì n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a + 1 êðàòíî 3, ò.å.
êîãäà a äà¼ò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 3. Àíàëîãè÷íî, 10n3 − 3n5 + 7an ≡ (2a + 2) · n (mod 5), ò.å.
2a+ 2 äåëèòñÿ íà 5, a äà¼ò îñòàòîê 4 ïðè äåëåíèè íà 5.
Èòàê, a ≡ 2 (mod 3) è a ≡ 4 (mod 5), ò.å. a ≡ 14 (mod 15).

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì n = 1 è ïîëó÷èì, ÷òî åñëè òàêîå a è ñóùåñòâóåò, òî 7 + 7a äîëæíî
äåëèòñÿ íà 15, ò.å. a äîëæíî äàâàòü îñòàòîê 14 ïðè äåëåíèè íà 15. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè
a ≡ 14 (mod 15), òî óêàçàííîå âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà 15 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè (ñì., íàïðèìåð, ïåðâîå ðåøåíèå). Ïðèâåä¼ì çäåñü åù¼ îäèí.
Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n (äëÿ n = 0 äåëèìîñòü î÷åâèäíà, äëÿ îòðèöàòåëüíûõ n

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî èëè ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ïîëîæèòåëüíîãî n çàìåíîé n → −n). Åñëè n = 1,
óòâåðæäåíèå óæå ïðîâåðåíî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî 10n3−3n5+7an äåëèòñÿ
íà 15 è äîêàæåì, ÷òî 10(n+ 1)3 − 3(n+ 1)5 + 7a(n+ 1) òàêæå äåëèòñÿ íà 15. Ïîñìîòðèì íà ðàçíîñòü
ýòèõ äâóõ âûðàæåíèé:

10
(
(n+ 1)3 − n3

)
−3
(
(n+ 1)5 − n5

)
+7a ((n+ 1)− n) = 10(3n2+3n+1)−3(5n4+10n3+10n2+5n+1)+7a.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè, êðîìå 10−3+7a, äåëÿòñÿ íà 15, íî 10−3+7a
äåëèòñÿ íà 15, ïîñêîëüêó a ≡ 14 (mod 15).

Çàäà÷à 4. Â òðàïåöèþ ABCD âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ áîêîâîé ñòîðîíû AD â òî÷êå K.
Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, åñëè AK = 16, DK = 4 è CD = 6.

Îòâåò: 432.

Ðåøåíèå. Ïóñòü L, M , N � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè BC, AB, CD
ñîîòâåòñòâåííî; ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç r.
Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî DN = DK = 4 (ïåðâîå ðàâåíñòâî èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ), îòêóäà
CL = CN = CD−DN = 2 (ïåðâîå ðàâåíñòâî èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, âòîðîå î÷åâèäíî).

Ïîñêîëüêó I ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ âíóòðåííèõ óãëîâ òðàïåöèè, òî ∠IAD +
∠IDA = (∠DAB+∠ADC)/2 = 180◦/2 = 90◦, ãäå ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïàðàëëåëüíîñòè
ïðÿìûõ AB è CD. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê AID ïðÿìîóãîëüíûé è ∠AID = 90◦. Àíàëîãè÷íî,
ïðÿìîóãîëüíûì ÿâëÿåòñÿ è òðåóãîëüíèê BIC.
Äàëåå, ïîñêîëüêó IK è IL ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñàìè, ïðîâåä¼ííûìè ê òî÷êàì êàñàíèÿ, òî ∠IKD = 90◦

è ∠ILB = 90◦. Ñëåäîâàòåëüíî, IK è IL � âûñîòû â òðåóãîëüíèêàõ AID è BIC ñîîòâåòñòâåííî.
Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò âûñîòû, îïóùåííîé
íà ãèïîòåíóçó, ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêîâ, íà êîòîðûå îíà äåëèò ãèïîòåíóçó. Òîãäà

IK2 = AK ·KD = 16 · 4 = 64 = 82,

ò.å. r = IK = 8, à òàêæå 82 = IL2 = CL · LB = 2 · LB, ò.å. LB = 32.

1ñì. https://ru.wikipedia.org/wiki/Ìàëàÿ_òåîðåìà_Ôåðìà#Àëüòåðíàòèâíàÿ_ôîðìóëèðîâêà
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Òåïåðü ó íàñ åñòü âñ¼ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè. Çàìåòèì, ÷òî MN ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé òðàïåöèè è
MN = 2r = 16, AB + CD = (AM +MB) + 6 = (AK + BL) + 6 = 16 + 32 + 6 = 54, îòêóäà îòâåò
16·54
2

= 432.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
x2 = (y − z)2 − 3
y2 = (z − x)2 − 7
z2 = (x− y)2 + 21

.

Îòâåò: (−1,−3,−5), (1, 3, 5).
Ðåøåíèå. Ïåðåíåñ¼ì â êàæäîì óðàâíåíèè êâàäðàò ðàçíîñòè â ëåâóþ ÷àñòè è ïðèìåíèì ôîðìóëó
äëÿ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ: 

(x− y + z)(x+ y − z) = −3
(y − z + x)(y + z − x) = −7
(z − x+ y)(z + x− y) = 21

.

Îáîçíà÷èì X = −x+ y + z, Y = x− y + z, Z = x+ y − z. Òîãäà
Y Z = −3
ZX = −7
XY = 21

.

Ïåðåìíîæàÿ âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà, èìååì (XY Z)2 = 3 · 7 · 21, îòêóäà XY Z = 21 èëè XY Z =
−21. Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé XY Z = 21. Â í¼ì X = (XY Z)/(Y Z) = −7, Y = −3, Z = 1; òîãäà x = Y+Z

2
=

−1, y = −3, z = −5. Âòîðîé ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî è â í¼ì x = 1, y = 3, z = 5.

Çàäà÷à 6. Èçîáðàçèòå (ñ îáîñíîâàíèåì) íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðà-
âåíñòâà

(y2 − arcsin2(sinx)) · (y2 − arcsin2(sin(x+ π/3))) · (y2 − arcsin2(sin(x− π/3))) < 0.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè èëè óìåíüøåíèè x íà 2π çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ñëåâà íå
ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ðåøåíèå äëÿ êàêîãî-òî ïðîìåæóòêà äëèíû 2π.
Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

(y2 − arcsin2(sinx)) · (y2 − arcsin2(sin(x+ π/3))) · (y2 − arcsin2(sin(x− π/3))) = 0.

Åñëè ðàçëîæèòü êàæäóþ èç ñêîáîê êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ, òî ïîëó÷èòñÿ ïðîèçâåäåíèå øåñòè ìíî-
æèòåëåé. Äàííîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè:

y = arcsin(sinx)
y = − arcsin(sinx)
y = arcsin(sin(x+ π/3))
y = − arcsin(sin(x+ π/3))
y = arcsin(sin(x− π/3))
y = − arcsin(sin(x− π/3))

.

Ïîñòðîèì ãðàôèê y = arcsin(sinx). Ïðè −π
2
6 x 6 π

2
ïî îïðåäåëåíèþ arcsin(sinx) = x. Ïðè π

2
< x <

3π
2
, åñëè sinx = a, òî sin(π − x) = a è −π

2
< π − x < π

2
, ò.å. arcsin(sinx) = π − x. Èòîãî, ãðàôèê

y = arcsin(sinx) âûãëÿäèò òàê:
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Îñòàâøèåñÿ ïÿòü ãðàôèêîâ ïîëó÷àþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè âäîëü îñè Ox è îòðàæåíèÿìè
îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùèé ãðàôèê:

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè y = 100 âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó îá-
ëàñòü ¾âûøå âñåãî¿ íå óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó. Ïðè ïåðåñå÷åíèè æå ãðàôèêà íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè ðîâíî îäèí èç øåñòè ñîìíîæèòåëåé ìåíÿåò çíàê, ïîýòîìó èç äâóõ ¾ñîñåäíèõ¿ îáëàñòåé
ðîâíî îäèí óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó. Èòîãî, ïîëó÷àåì îòâåò:

Çàäà÷à 7. Òî÷êè A1, B1, C1 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé âûñîò îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC ñ îïèñàííîé âîêðóã ABC îêðóæíîñòüþ. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê A1B1C1, êàñà-
åòñÿ îäíîé èç ñòîðîí ABC, à îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 40◦. Íàéäèòå äâà äðóãèõ óãëà
òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò: 60◦ è 80◦.

Ðåøåíèå. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïóñòü îêðóæíîñòü ω, âïèñàííàÿ â A1B1C1, êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC.
Ïóñòü H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC, K � òî÷êà êàñàíèÿ ω è BC, L � òî÷êà
êàñàíèÿ ω è A1C1. Ìû ñîáèðàåì äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê HBC1 � ðàâíîñòîðîííèé. Òîãäà ∠BAC =
∠BC1C = 60◦, îòêóäà ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ è áóäåò ñëåäîâàòü îòâåò.
Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî H åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà A1B1C1. Äåéñòâè-

òåëüíî, íàïðèìåð, ∠B1C1C = ∠B1BC = 90◦−∠C = ∠CAA1 = ∠CC1A1, ò.å C1H � áèññåêòðèñà óãëà
A1C1B1; àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ è òî, ÷òî A1H è B1H òàêæå ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ óãëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, H � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà A1B1C1 è HK = HL.
Êðîìå òîãî, âûøå äîêàçàíî, ÷òî ∠HC1L = ∠HBK, ò.å. ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè HC1L è HBK
ðàâíû ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó. Ïîýòîìó HC1 = HB.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òîHB = BC1. Ýòîò ôàêò õîðîøî èçâåñòåí è ìîæåò áûòü äîêàçàí ðàçëè÷íûìè

ñïîñîáàìè. Ïðèâåä¼ì çäåñü ëèøü îäèí èç íèõ. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè AHB è AC1B ðàâíû ïî
ñòîðîíå (îáùàÿ ñòîðîíà AB) è äâóì óãëàì (∠HAB = ∠A1B1B = ∠C1B1B = ∠C1AB; àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåì, ÷òî ∠HBA = ∠C1BA).
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Çàäà÷à 8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

3x
2−2ax+a2 = ax2 − 2a2x+ a3 + a2 − 4a+ 4

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå?

Îòâåò: Òîëüêî ïðè a = 1.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì x − a ÷åðåç t. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ îò òàêîé çàìåíû
íå ìåíÿåòñÿ. Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèîáðåò¼ò âèä

3t
2

= at2 + a2 − 4a+ 4.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå t íà −t, ïîýòîìó íå÷¼òíîå ÷èñëî
ðåøåíèé (â ÷àñòíîñòè, ðîâíî îäíî ðåøåíèå), ýòî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü òîëüêî åñëè t = 0 ÿâëÿåòñÿ
åãî êîðíåì:

30 = a · 0 + a2 − 4a+ 4,

ò.å. a2 − 4a + 3 = 0, îòêóäà a = 3 èëè a = 1. Èòàê, êðîìå ýòèõ äâóõ ÷èñåë, íèêàêèå äðóãèå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà a íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ.
Ïóñòü a = 1. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 3t

2
= t2 + 1. Çàìåòèì, ÷òî 3x > x ln 3 + 1 ïðè x > 0

(÷òî ìîæíî äîêàçàòü, íàïðèìåð, âçÿâ ïðîèçâîäíûå îáåèõ ÷àñòåé). Òîãäà ïðè t 6= 0 ïîëó÷àåì 3t
2
>

t2 ln 3 + 1 > t2 + 1. Èòàê, ïðè a = 1 óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïóñòü a = 3. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 3t

2
= 3t2+1. Çàìåòèì, ÷òî 31 = 3, 3 ·1+1 = 4, íî 32

2
= 81,

3 · 22 + 1 = 13, ò.å. ïðè t = 1 ëåâàÿ ÷àñòü ìåíüøå ïðàâîé, à ïðè t = 2 � íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè, óðàâíåíèå èìååò åù¼ õîòÿ áû êîðåíü íà èíòåðâàëå (1, 2).
Ñëåäîâàòåëüíî, a = 3 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

Çàäà÷à 9. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷¼òíîãî ÷èñëà M ó÷àñòâóþò òîëüêî öèôðû 0, 2, 4, 5, 7 è 9, öèôðû
ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà öèôð ÷èñëà 2M ðàâíÿåòñÿ 35, à ñóììà öèôð ÷èñëà M/2
ðàâíÿåòñÿ 29. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà öèôð ÷èñëà M? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå
îòâåòû.

Îòâåò: 31.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñóììó öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷åðåç S(n). Çàìåòèì ñëåäóþùèå ôàêòû,
êàæäûé èç êîòîðûõ ëåãêî ïðîâåðèòü, åñëè ñêëàäûâàòü ÷èñëà â ñòîëáèê.
Ëåììà 1. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ öèôð â ÷èñëå 2n ðàâíÿåòñÿ

êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè n è n.
Ëåììà 2. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà êîëè÷åñòâî öèôð â ÷èñëå n, áîëüøå èëè ðàâíûõ 5,

ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè n è n.
Ëåììà 3. Ïóñòü n è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà S(n+m) = S(n) + S(m)− 9k, ãäå k ðàâíÿåòñÿ

êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè n è m.
Ïóñòü N � êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ öèôð â ÷èñëå M ; ó÷èòûâàÿ óñëîâèå, N � ýòî êîëè÷åñòâî öèôð â

÷èñëåM , áîëüøå èëè ðàâíûõ 5. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà ïî ëåììå 1 ïðè ñëîæåíèèM/2 èM/2 áûëî ðîâíî
N ïåðåíîñîâ, îòêóäà ïî ëåììå 3 èìååì S(M) = 2S(M/2)− 9N = 58− 9N . Ïî ëåììå 2 ïðè ñëîæåíèè
M è M òàêæå áûëî N ïåðåíîñîâ, îòêóäà îïÿòü æå ïî ëåììå 3 èìååì 35 = S(2M) = 2S(M)− 9N .
Èòàê, S(M) = 58− 9N , 2S(M) = 35 + 9N , îòêóäà 3S(M) = 93, S(M) = 31.

Çàäà÷à 10. Òî÷êèM , N è K ðàñïîëîæåíû íà áîêîâûõ ð¼áðàõ AA1, BB1 è CC1 òðåóãîëüíîé ïðèçìû
ABCA1B1C1 òàê, ÷òî AM : AA1 = 1 : 2, BN : BB1 = 1 : 3, CK : CC1 = 1 : 4. Òî÷êà P ïðèíàäëåæèò
ïðèçìå. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå îáúåìà ïèðàìèäû MNKP , åñëè îáú¼ì ïðèçìû
ðàâåí 16.

Îòâåò: 4.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàøëè ïîëîæåíèå òî÷êè P , ïðè êîòîðîì îáú¼ì ïèðàìèäûMNKP
ìàêñèìàëåí. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ ïëîñêîñòü α, ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè MNK, íàçîâ¼ì M1, N1 è
K1 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ ð¼áðàìè AA1, BB1 è CC1 ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî
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VMNKP =
1

3
VMNKM1N1K1 . Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êè M è M1 ïëîñêîñòè β è β1, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè

ABC, íàçîâ¼ì R è R1 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðåáðîì BB1, à S è S1 ñ ðåáðîì CC1. Çàìåòèì, ÷òî ôèãóðû
MNKRS è M1N1K1R1S1 ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, è ñëåäîâàòåëüíî ðàâ-
íû, à çíà÷èò ðàâíû è èõ îáú¼ìû. Òîãäà îáú¼ìû ïðèçì MNKM1N1K1 è MRSM1R1S1 òîæå ðàâíû.
Íî VMRSM1R1S1 =

MM1

AA1
VABCA1B1C1 , îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî VMNKP = 1

3
MM1

AA1
VABCA1B1C1 .

Íàì îñòàëîñü íàéòè òàêîå ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè α, ïðè êîòîðîì MM1 ìàêñèìàëüíî. Çàìåòèì,
÷òî èç òî÷åê M1, N1, K1 õîòÿ áû îäíà ëåæèò â èñõîäíîé ïðèçìå, îòêóäà MM1 = NN1 = KK1 ≤
max{AM,A1M,BN,B1N,CK,C1K}. Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå â çàäà÷å îòíîøåíèÿ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷à-
åì, ÷òî MM1 = NN1 = KK1 = C1K = 3

4
CC1, îòêóäà VMNKP = 1

3
MM1

AA1
VABCA1B1C1 =

1
3
3
4
16 = 4.

A

A1

B

B1

C

C1

M
N

K

P

M1

N1

K1

M
N

K

M1

N1

K1
R

R1

S

S1
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Âàðèàíò II

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

log2017 2019 >
log2017 1 + log2017 2 + . . .+ log2017 2018

2018
.

Ðåøåíèå. Ïîñëå óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà 2018 è íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì, ÷òî íàì
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

log2017 2019
2018 > log2017(1 · 2 · . . . · 2018).

Óêàçàííîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 20192018 > 1 · 2 · . . . · 2018, à ïîñëåäíåå ïîëó÷àåòñÿ ïåðå-
ìíîæåíèåì 2018 íåðàâåíñòâ 2019 > 1, 2019 > 2, . . . , 2019 > 2018.

Çàäà÷à 2. n ãðèáíèêîâ õîäèëè â ëåñ è ïðèíåñëè ñóììàðíî 338 ãðèáîâ (âîçìîæíî, íåêîòîðûå èç
ãðèáíèêîâ íå ïðèíåñëè äîìîé íè îäíîãî ãðèáà). Ìàëü÷èê Ïåòÿ, óçíàâ îá ýòîì, çàÿâèë: ¾Êàêèå-òî
äâîå èç íèõ îáÿçàòåëüíî ïðèíåñëè îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ãðèáîâ!¿ Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ìàëü÷èê
Ïåòÿ íàâåðíÿêà îêàæåòñÿ ïðàâ? Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîé îòâåò.

Îòâåò: 27.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðè n 6 26 Ïåòÿ ìîæåò îøèáèòüñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå
n− 1 ãðèáíèêîâ ñîáðàëè ñîîòâåòñòâåííî 0, 1, . . . , n− 2 ãðèáà, à n-é � âñå îñòàëüíûå. Ïîñêîëüêó

0 + 1 + . . .+ (n− 2) 6 0 + 1 + . . .+ 24 = 300 = 338− 38,

òî ïîñëåäíèé ãðèáíèê ñîáðàë íå ìåíåå 38 ãðèáîâ, ò.å. áîëüøå, ÷åì êàæäûé èç îñòàëüíûõ. Èòàê, ïðè
n 6 26 ñóùåñòâóåò ïðèìåð, êîãäà Ïåòÿ ìîã áûòü íå ïðàâ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n = 27 Ïåòÿ âñåãäà îêàæåòñÿ ïðàâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí íå ïðàâ è ïóñòü

ãðèáíèêè ñîáðàëè a0 < a1 < . . . < a26 ãðèáîâ. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ai > i, îòêóäà

338 = a0 + a1 + . . .+ a25 > 0 + 1 + . . .+ 25 = 351,

ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 3. Âàñÿ õî÷åò íàéòè âñå öåëûå ÷èñëà a òàêèå, ÷òî âûðàæåíèå 5n3 + 6n5 + 4an äåëèòñÿ íà 15
äëÿ âñåõ öåëûõ n. Êàêèå îñòàòêè ìîæåò äàâàòü ÷èñëî a ïðè äåëåíèè íà 15? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå
îòâåòû èëè äîêàæèòå, ÷òî òàêèõ öåëûõ ÷èñåë a íåò.

Îòâåò: 1.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî n3 ≡ n (mod 3) è n5 ≡ n (mod 5) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Ïðèâåä¼ì ëèøü òðè èç íèõ.
Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçîáü¼ì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà íà ãðóïïû ïî èõ îñòàòêàì ïðè äåëåíèè íà 3 è 5:

n n3 n3 mod 3
0 0 0
1 1 1
2 8 2

n n5 n5 mod 5
0 0 0
1 1 1
2 32 2
3 243 3
4 1024 4

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî.
Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî n3 − n = (n − 1)n(n + 1) � ïðîèçâåäåíèå òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ

öåëûõ ÷èñåë, à

n5 − n = (n− 1)n(n+ 1)(n2 + 1) ≡ (n− 1)n(n+ 1)(n2 − 4) = (n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2) (mod 5)

� ïðîèçâåäåíèå ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Â ïåðâîì ñëó÷àå âûðàæåíèå âñåãäà äåëèòñÿ íà
3, à âî âòîðîì � íà 5, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Òðåòèé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñêàçàòü, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè
ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà2.
Òåïåðü âçãëÿíåì íà èñõîäíîå âûðàæåíèå ïî ìîäóëþ 3:

5n3 + 6n5 + 4an ≡ 5n+ 4an ≡ (a+ 2) · n (mod 3).

Ýòî âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà 3 ïðè ëþáîì öåëîì n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a + 2 êðàòíî 3, ò.å.
êîãäà a äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3. Àíàëîãè÷íî, 5n3 +6n5 +4an ≡ (a+4) · n (mod 5), ò.å. a+4
äåëèòñÿ íà 5, a äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 5.
Èòàê, a ≡ 1 (mod 3) è a ≡ 1 (mod 5), ò.å. a ≡ 1 (mod 15).

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì n = 1 è ïîëó÷èì, ÷òî åñëè òàêîå a è ñóùåñòâóåò, òî 11 + 4a äîëæíî
äåëèòñÿ íà 15, ò.å. a äîëæíî äàâàòü îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 15. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè a ≡ 1
(mod 15), òî óêàçàííîå âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà 15 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
ìíîãèìè ñïîñîáàìè (ñì., íàïðèìåð, ïåðâîå ðåøåíèå). Ïðèâåä¼ì çäåñü åù¼ îäèí.
Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n (äëÿ n = 0 äåëèìîñòü î÷åâèäíà, äëÿ îòðèöàòåëüíûõ n

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî èëè ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ïîëîæèòåëüíîãî n çàìåíîé n → −n). Åñëè n = 1,
óòâåðæäåíèå óæå ïðîâåðåíî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî 5n3+6n5+4an äåëèòñÿ
íà 15 è äîêàæåì, ÷òî 5(n+ 1)3 + 6(n+ 1)5 + 4a(n+ 1) òàêæå äåëèòñÿ íà 15. Ïîñìîòðèì íà ðàçíîñòü
ýòèõ äâóõ âûðàæåíèé:

5
(
(n+ 1)3 − n3

)
+6
(
(n+ 1)5 − n5

)
+4a ((n+ 1)− n) = 5(3n2+3n+1)+6(5n4+10n3+10n2+5n+1)+4a.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè, êðîìå 5 + 6 + 4a, äåëÿòñÿ íà 15, íî 11 + 4a
äåëèòñÿ íà 15, ïîñêîëüêó a ≡ 1 (mod 15).

Çàäà÷à 4. Â òðàïåöèþ ABCD âïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 4, êàñàþùàÿñÿ îñíîâàíèÿ AB â òî÷êå
M . Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, åñëè BM = 16 è CD = 3.

Îòâåò: 108.

Ðåøåíèå. Ïóñòü K, L, N � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè AD, BC, CD
ñîîòâåòñòâåííî; ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî BL = BM = 16.

Ïîñêîëüêó I ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ âíóòðåííèõ óãëîâ òðàïåöèè, òî ∠IAD +
∠IDA = (∠DAB+∠ADC)/2 = 180◦/2 = 90◦, ãäå ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïàðàëëåëüíîñòè
ïðÿìûõ AB è CD. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê AID ïðÿìîóãîëüíûé è ∠AID = 90◦. Àíàëîãè÷íî,
ïðÿìîóãîëüíûì ÿâëÿåòñÿ è òðåóãîëüíèê BIC.
Äàëåå, ïîñêîëüêó IK è IL ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñàìè, ïðîâåä¼ííûìè ê òî÷êàì êàñàíèÿ, òî ∠IKD = 90◦

è ∠ILB = 90◦. Ñëåäîâàòåëüíî, IK è IL � âûñîòû â òðåóãîëüíèêàõ AID è BIC ñîîòâåòñòâåííî.
Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò âûñîòû, îïóùåííîé
íà ãèïîòåíóçó, ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêîâ, íà êîòîðûå îíà äåëèò ãèïîòåíóçó. Òîãäà

42 = IL2 = CL · LB = CL · 16,

ò.å. CL = 1. Ïî ðàâåíñòâó îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ èìååì CN = CL = 1, îòêóäà DK = DN =
CD−CN = 3− 1 = 2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå AID ïîëó÷àåì 42 = IK2 = AK ·KD = AK · 2,
ò.å. AK = 8.

2ñì. https://ru.wikipedia.org/wiki/Ìàëàÿ_òåîðåìà_Ôåðìà#Àëüòåðíàòèâíàÿ_ôîðìóëèðîâêà
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Òåïåðü ó íàñ åñòü âñ¼ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè. Çàìåòèì, ÷òî LM ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé òðàïåöèè è
LM = 2r = 8, AB + CD = AM +MB + CD = 8 + 16 + 3 = 27, îòêóäà îòâåò 8·27

2
= 108.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
x2 = (y − z)2 − 3
y2 = (z − x)2 − 9
z2 = (x− y)2 + 27

.

Îòâåò: (−1,−4,−6), (1, 4, 6).
Ðåøåíèå. Ïåðåíåñ¼ì â êàæäîì óðàâíåíèè êâàäðàò ðàçíîñòè â ëåâóþ ÷àñòè è ïðèìåíèì ôîðìóëó
äëÿ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ: 

(x− y + z)(x+ y − z) = −3
(y − z + x)(y + z − x) = −9
(z − x+ y)(z + x− y) = 27

.

Îáîçíà÷èì X = −x+ y + z, Y = x− y + z, Z = x+ y − z. Òîãäà
Y Z = −3
ZX = −9
XY = 27

.

Ïåðåìíîæàÿ âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà, èìååì (XY Z)2 = 3 · 9 · 27, îòêóäà XY Z = 27 èëè XY Z =
−27. Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé XY Z = 27. Â í¼ì X = (XY Z)/(Y Z) = −9, Y = −3, Z = 1; òîãäà x = Y+Z

2
=

−1, y = −4, z = −6. Âòîðîé ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî è â í¼ì x = 1, y = 4, z = 6.

Çàäà÷à 6. Èçîáðàçèòå (ñ îáîñíîâàíèåì) íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðà-
âåíñòâà

(y2 − arccos2(cosx)) · (y2 − arccos2(cos(x+ π/3))) · (y2 − arccos2(cos(x− π/3))) < 0.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè èëè óìåíüøåíèè x íà 2π çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ñëåâà íå
ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ðåøåíèå äëÿ êàêîãî-òî ïðîìåæóòêà äëèíû 2π.
Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

(y2 − arccos2(cosx)) · (y2 − arccos2(cos(x+ π/3))) · (y2 − arccos2(cos(x− π/3))) = 0.

Åñëè ðàçëîæèòü êàæäóþ èç ñêîáîê êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ, òî ïîëó÷èòñÿ ïðîèçâåäåíèå øåñòè ìíî-
æèòåëåé. Äàííîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè:

y = arccos(cosx)
y = − arccos(cosx)
y = arccos(cos(x+ π/3))
y = − arccos(cos(x+ π/3))
y = arccos(cos(x− π/3))
y = − arccos(cos(x− π/3))

.

Ïîñòðîèì ãðàôèê y = arccos(cosx). Ïðè 0 6 x 6 π ïî îïðåäåëåíèþ arccos(cosx) = x. Ïðè π < x < 2π,
åñëè cosx = a, òî cos(2π − x) = a è 0 < 2π − x < π, ò.å. arccos(cosx) = 2π − x. Èòîãî, ãðàôèê
y = arccos(cosx) âûãëÿäèò òàê:
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Îñòàâøèåñÿ ïÿòü ãðàôèêîâ ïîëó÷àþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè âäîëü îñè Ox è îòðàæåíèÿìè
îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùèé ãðàôèê:

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè y = 100 âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó îá-
ëàñòü ¾âûøå âñåãî¿ íå óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó. Ïðè ïåðåñå÷åíèè æå ãðàôèêà íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè ðîâíî îäèí èç øåñòè ñîìíîæèòåëåé ìåíÿåò çíàê, ïîýòîìó èç äâóõ ¾ñîñåäíèõ¿ îáëàñòåé
ðîâíî îäèí óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó. Èòîãî, ïîëó÷àåì îòâåò:

Çàäà÷à 7. Òî÷êè A1, B1, C1 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé âûñîò îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC ñ îïèñàííîé âîêðóã ABC îêðóæíîñòüþ. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê A1B1C1, êàñà-
åòñÿ îäíîé èç ñòîðîí ABC, à îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 50◦. Íàéäèòå äâà äðóãèõ óãëà
òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò: 60◦ è 70◦.

Ðåøåíèå. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïóñòü îêðóæíîñòü ω, âïèñàííàÿ â A1B1C1, êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC.
Ïóñòü H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC, K � òî÷êà êàñàíèÿ ω è BC, L � òî÷êà
êàñàíèÿ ω è A1C1. Ìû ñîáèðàåì äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê HBC1 � ðàâíîñòîðîííèé. Òîãäà ∠BAC =
∠BC1C = 60◦, îòêóäà ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ è áóäåò ñëåäîâàòü îòâåò.
Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî H åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà A1B1C1. Äåéñòâè-

òåëüíî, íàïðèìåð, ∠B1C1C = ∠B1BC = 90◦−∠C = ∠CAA1 = ∠CC1A1, ò.å C1H � áèññåêòðèñà óãëà
A1C1B1; àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ è òî, ÷òî A1H è B1H òàêæå ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ óãëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, H � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà A1B1C1 è HK = HL.
Êðîìå òîãî, âûøå äîêàçàíî, ÷òî ∠HC1L = ∠HBK, ò.å. ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè HC1L è HBK
ðàâíû ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó. Ïîýòîìó HC1 = HB.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òîHB = BC1. Ýòîò ôàêò õîðîøî èçâåñòåí è ìîæåò áûòü äîêàçàí ðàçëè÷íûìè

ñïîñîáàìè. Ïðèâåä¼ì çäåñü ëèøü îäèí èç íèõ. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè AHB è AC1B ðàâíû ïî
ñòîðîíå (îáùàÿ ñòîðîíà AB) è äâóì óãëàì (∠HAB = ∠A1B1B = ∠C1B1B = ∠C1AB; àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåì, ÷òî ∠HBA = ∠C1BA).
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Çàäà÷à 8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

3x
2+6ax+9a2 = ax2 + 6a2x+ 9a3 + a2 − 4a+ 4

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå?

Îòâåò: Òîëüêî ïðè a = 1.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì x+ 3a ÷åðåç t. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ îò òàêîé çàìåíû
íå ìåíÿåòñÿ. Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèîáðåò¼ò âèä

3t
2

= at2 + a2 − 4a+ 4.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå t íà −t, ïîýòîìó íå÷¼òíîå ÷èñëî
ðåøåíèé (â ÷àñòíîñòè, ðîâíî îäíî ðåøåíèå), ýòî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü òîëüêî åñëè t = 0 ÿâëÿåòñÿ
åãî êîðíåì:

30 = a · 0 + a2 − 4a+ 4,

ò.å. a2 − 4a + 3 = 0, îòêóäà a = 3 èëè a = 1. Èòàê, êðîìå ýòèõ äâóõ ÷èñåë, íèêàêèå äðóãèå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà a íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ.
Ïóñòü a = 1. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 3t

2
= t2 + 1. Çàìåòèì, ÷òî 3x > x ln 3 + 1 ïðè x > 0

(÷òî ìîæíî äîêàçàòü, íàïðèìåð, âçÿâ ïðîèçâîäíûå îáåèõ ÷àñòåé). Òîãäà ïðè t 6= 0 ïîëó÷àåì 3t
2
>

t2 ln 3 + 1 > t2 + 1. Èòàê, ïðè a = 1 óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïóñòü a = 3. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 3t

2
= 3t2+1. Çàìåòèì, ÷òî 31 = 3, 3 ·1+1 = 4, íî 32

2
= 81,

3 · 22 + 1 = 13, ò.å. ïðè t = 1 ëåâàÿ ÷àñòü ìåíüøå ïðàâîé, à ïðè t = 2 � íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè, óðàâíåíèå èìååò åù¼ õîòÿ áû êîðåíü íà èíòåðâàëå (1, 2).
Ñëåäîâàòåëüíî, a = 3 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

Çàäà÷à 9. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷¼òíîãî ÷èñëà M ó÷àñòâóþò òîëüêî öèôðû 0, 2, 4, 5, 7 è 9, öèôðû
ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà öèôð ÷èñëà 2M ðàâíÿåòñÿ 31, à ñóììà öèôð ÷èñëà M/2
ðàâíÿåòñÿ 28. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà öèôð ÷èñëà M? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå
îòâåòû.

Îòâåò: 29.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñóììó öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷åðåç S(n). Çàìåòèì ñëåäóþùèå ôàêòû,
êàæäûé èç êîòîðûõ ëåãêî ïðîâåðèòü, åñëè ñêëàäûâàòü ÷èñëà â ñòîëáèê.
Ëåììà 1. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ öèôð â ÷èñëå 2n ðàâíÿåòñÿ

êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè n è n.
Ëåììà 2. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà êîëè÷åñòâî öèôð â ÷èñëå n, áîëüøå èëè ðàâíûõ 5,

ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè n è n.
Ëåììà 3. Ïóñòü n è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà S(n+m) = S(n) + S(m)− 9k, ãäå k ðàâíÿåòñÿ

êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè n è m.
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Ïóñòü N � êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ öèôð â ÷èñëå M ; ó÷èòûâàÿ óñëîâèå, N � ýòî êîëè÷åñòâî öèôð â
÷èñëåM , áîëüøå èëè ðàâíûõ 5. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà ïî ëåììå 1 ïðè ñëîæåíèèM/2 èM/2 áûëî ðîâíî
N ïåðåíîñîâ, îòêóäà ïî ëåììå 3 èìååì S(M) = 2S(M/2)− 9N = 56− 9N . Ïî ëåììå 2 ïðè ñëîæåíèè
M è M òàêæå áûëî N ïåðåíîñîâ, îòêóäà îïÿòü æå ïî ëåììå 3 èìååì 31 = S(2M) = 2S(M)− 9N .
Èòàê, S(M) = 56− 9N , 2S(M) = 31 + 9N , îòêóäà 3S(M) = 87, S(M) = 29.

Çàäà÷à 10. Òî÷êèM , N è K ðàñïîëîæåíû íà áîêîâûõ ð¼áðàõ AA1, BB1 è CC1 òðåóãîëüíîé ïðèçìû
ABCA1B1C1 òàê, ÷òî AM : AA1 = 2 : 3, BN : BB1 = 3 : 5, CK : CC1 = 4 : 7. Òî÷êà P ïðèíàäëåæèò
ïðèçìå. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå îáúåìà ïèðàìèäû MNKP , åñëè îáú¼ì ïðèçìû
ðàâåí 27.

Îòâåò: 6.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàøëè ïîëîæåíèå òî÷êè P , ïðè êîòîðîì îáú¼ì ïèðàìèäûMNKP
ìàêñèìàëåí. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ ïëîñêîñòü α, ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè MNK, íàçîâ¼ì M1, N1 è
K1 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ ð¼áðàìè AA1, BB1 è CC1 ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî

VMNKP =
1

3
VMNKM1N1K1 . Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êè M è M1 ïëîñêîñòè β è β1, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè

ABC, íàçîâ¼ì R è R1 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðåáðîì BB1, à S è S1 ñ ðåáðîì CC1. Çàìåòèì, ÷òî ôèãóðû
MNKRS è M1N1K1R1S1 ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, è ñëåäîâàòåëüíî ðàâ-
íû, à çíà÷èò ðàâíû è èõ îáú¼ìû. Òîãäà îáú¼ìû ïðèçì MNKM1N1K1 è MRSM1R1S1 òîæå ðàâíû.
Íî VMRSM1R1S1 =

MM1

AA1
VABCA1B1C1 , îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî VMNKP = 1

3
MM1

AA1
VABCA1B1C1 .

Íàì îñòàëîñü íàéòè òàêîå ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè α, ïðè êîòîðîì MM1 ìàêñèìàëüíî. Çàìåòèì,
÷òî èç òî÷åê M1, N1, K1 õîòÿ áû îäíà ëåæèò â èñõîäíîé ïðèçìå, îòêóäà MM1 = NN1 = KK1 ≤
max{AM,A1M,BN,B1N,CK,C1K}. Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå â çàäà÷å îòíîøåíèÿ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷à-
åì, ÷òî MM1 = NN1 = KK1 = AM = 2

3
AA1, îòêóäà VMNKP = 1

3
MM1

AA1
VABCA1B1C1 =

1
3
2
3
27 = 6.

A

A1

B

B1

C

C1

M
N

K

P

M1

N1

K1

M
N

K

M1

N1

K1
R

R1

S

S1
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Âàðèàíò III

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

log2016 2018 >
log2016 1 + log2016 2 + . . .+ log2016 2017

2017
.

Ðåøåíèå. Ïîñëå óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà 2017 è íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì, ÷òî íàì
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

log2016 2018
2017 > log2016(1 · 2 · . . . · 2017).

Óêàçàííîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 20182017 > 1 · 2 · . . . · 2017, à ïîñëåäíåå ïîëó÷àåòñÿ ïåðå-
ìíîæåíèåì 2017 íåðàâåíñòâ 2018 > 1, 2018 > 2, . . . , 2018 > 2017.

Çàäà÷à 2. n ãðèáíèêîâ õîäèëè â ëåñ è ïðèíåñëè ñóììàðíî 450 ãðèáîâ (êàæäûé ïðèí¼ñ äîìîé õîòÿ áû
ïî îäíîìó ãðèáó). Ìàëü÷èê Ïåòÿ, óçíàâ îá ýòîì, çàÿâèë: ¾Êàêèå-òî äâîå èç íèõ îáÿçàòåëüíî ïðèíåñëè
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ãðèáîâ!¿ Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ìàëü÷èê Ïåòÿ íàâåðíÿêà îêàæåòñÿ ïðàâ?
Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîé îòâåò.

Îòâåò: 30.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðè n 6 29 Ïåòÿ ìîæåò îøèáèòüñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå
n− 1 ãðèáíèêîâ ñîáðàëè ñîîòâåòñòâåííî 1, . . . , n− 1 ãðèáà, à n-é � âñå îñòàëüíûå. Ïîñêîëüêó

1 + . . .+ (n− 1) 6 1 + . . .+ 28 = 406 = 450− 44,

òî ïîñëåäíèé ãðèáíèê ñîáðàë íå ìåíåå 44 ãðèáîâ, ò.å. áîëüøå, ÷åì êàæäûé èç îñòàëüíûõ. Èòàê, ïðè
n 6 29 ñóùåñòâóåò ïðèìåð, êîãäà Ïåòÿ ìîã áûòü íå ïðàâ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n = 30 Ïåòÿ âñåãäà îêàæåòñÿ ïðàâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí íå ïðàâ è ïóñòü

ãðèáíèêè ñîáðàëè a1 < . . . < a30 ãðèáîâ. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ai > i, îòêóäà

450 = a1 + . . .+ a30 > 1 + . . .+ 30 = 465,

ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 3. Âàñÿ õî÷åò íàéòè âñå öåëûå ÷èñëà a òàêèå, ÷òî âûðàæåíèå 10n3+3n5+7an äåëèòñÿ íà 15
äëÿ âñåõ öåëûõ n. Êàêèå îñòàòêè ìîæåò äàâàòü ÷èñëî a ïðè äåëåíèè íà 15? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå
îòâåòû èëè äîêàæèòå, ÷òî òàêèõ öåëûõ ÷èñåë a íåò.

Îòâåò: 11.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî n3 ≡ n (mod 3) è n5 ≡ n (mod 5) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Ïðèâåä¼ì ëèøü òðè èç íèõ.
Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçîáü¼ì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà íà ãðóïïû ïî èõ îñòàòêàì ïðè äåëåíèè íà 3 è 5:

n n3 n3 mod 3
0 0 0
1 1 1
2 8 2

n n5 n5 mod 5
0 0 0
1 1 1
2 32 2
3 243 3
4 1024 4

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî.
Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî n3 − n = (n − 1)n(n + 1) � ïðîèçâåäåíèå òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ

öåëûõ ÷èñåë, à

n5 − n = (n− 1)n(n+ 1)(n2 + 1) ≡ (n− 1)n(n+ 1)(n2 − 4) = (n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2) (mod 5)

� ïðîèçâåäåíèå ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Â ïåðâîì ñëó÷àå âûðàæåíèå âñåãäà äåëèòñÿ íà
3, à âî âòîðîì � íà 5, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Òðåòèé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñêàçàòü, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè
ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà3.
Òåïåðü âçãëÿíåì íà èñõîäíîå âûðàæåíèå ïî ìîäóëþ 3:

10n3 + 3n5 + 7an ≡ 10n+ 7an ≡ (a+ 1) · n (mod 3).

Ýòî âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà 3 ïðè ëþáîì öåëîì n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a + 1 êðàòíî 3, ò.å.
êîãäà a äà¼ò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 3. Àíàëîãè÷íî, 10n3 + 3n5 + 7an ≡ (2a + 3) · n (mod 5), ò.å.
2a+ 3 äåëèòñÿ íà 5, a äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 5.
Èòàê, a ≡ 2 (mod 3) è a ≡ 1 (mod 5), ò.å. a ≡ 11 (mod 15).

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì n = 1 è ïîëó÷èì, ÷òî åñëè òàêîå a è ñóùåñòâóåò, òî 13 + 7a äîëæíî
äåëèòñÿ íà 15, ò.å. a äîëæíî äàâàòü îñòàòîê 11 ïðè äåëåíèè íà 15. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè
a ≡ 11 (mod 15), òî óêàçàííîå âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà 15 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè (ñì., íàïðèìåð, ïåðâîå ðåøåíèå). Ïðèâåä¼ì çäåñü åù¼ îäèí.
Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n (äëÿ n = 0 äåëèìîñòü î÷åâèäíà, äëÿ îòðèöàòåëüíûõ n

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî èëè ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ïîëîæèòåëüíîãî n çàìåíîé n → −n). Åñëè n = 1,
óòâåðæäåíèå óæå ïðîâåðåíî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî 10n3+3n5+7an äåëèòñÿ
íà 15 è äîêàæåì, ÷òî 10(n+ 1)3 + 3(n+ 1)5 + 7a(n+ 1) òàêæå äåëèòñÿ íà 15. Ïîñìîòðèì íà ðàçíîñòü
ýòèõ äâóõ âûðàæåíèé:

10
(
(n+ 1)3 − n3

)
+3
(
(n+ 1)5 − n5

)
+7a ((n+ 1)− n) = 10(3n2+3n+1)+3(5n4+10n3+10n2+5n+1)+7a.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè, êðîìå 10 + 3 + 7a, äåëÿòñÿ íà 15, íî 13 + 7a
äåëèòñÿ íà 15, ïîñêîëüêó a ≡ 14 (mod 15).

Çàäà÷à 4. Â òðàïåöèþ ABCD âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ áîêîâîé ñòîðîíû BC â òî÷êå L.
Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, åñëè BL = 4, CL = 1

4
è AB = 6.

Îòâåò: 6,75.

Ðåøåíèå. Ïóñòü M , N , K � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè AB, CD, AD
ñîîòâåòñòâåííî; ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç r.
Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî BM = BL = 4 (ïåðâîå ðàâåíñòâî èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ), îòêóäà
AK = AM = AB−BM = 2 (ïåðâîå ðàâåíñòâî èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, âòîðîå î÷åâèäíî).

Ïîñêîëüêó I ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ âíóòðåííèõ óãëîâ òðàïåöèè, òî ∠IAD +
∠IDA = (∠DAB+∠ADC)/2 = 180◦/2 = 90◦, ãäå ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïàðàëëåëüíîñòè
ïðÿìûõ AB è CD. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê AID ïðÿìîóãîëüíûé è ∠AID = 90◦. Àíàëîãè÷íî,
ïðÿìîóãîëüíûì ÿâëÿåòñÿ è òðåóãîëüíèê BIC.
Äàëåå, ïîñêîëüêó IK è IL ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñàìè, ïðîâåä¼ííûìè ê òî÷êàì êàñàíèÿ, òî ∠IKD = 90◦

è ∠ILB = 90◦. Ñëåäîâàòåëüíî, IK è IL � âûñîòû â òðåóãîëüíèêàõ AID è BIC ñîîòâåòñòâåííî.
Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò âûñîòû, îïóùåííîé
íà ãèïîòåíóçó, ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêîâ, íà êîòîðûå îíà äåëèò ãèïîòåíóçó. Òîãäà

IL2 = CL · LB =
1

4
· 4 = 1 = 12,

ò.å. r = IL = 1, à òàêæå 1 = IK2 = AK ·KD = 2 ·KD, ò.å. KD = 1
2
.

3ñì. https://ru.wikipedia.org/wiki/Ìàëàÿ_òåîðåìà_Ôåðìà#Àëüòåðíàòèâíàÿ_ôîðìóëèðîâêà
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Òåïåðü ó íàñ åñòü âñ¼ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè. Çàìåòèì, ÷òî MN ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé òðàïåöèè è
MN = 2r = 2, AB + CD = 6 + CN +ND = 6 + 1

4
+ 1

2
= 6, 75, îòêóäà îòâåò 2·6,75

2
= 6, 75.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
x2 = (y − z)2 − 8
y2 = (z − x)2 − 16
z2 = (x− y)2 + 32

.

Îòâåò: (−1,−3,−6), (1, 3, 6).
Ðåøåíèå. Ïåðåíåñ¼ì â êàæäîì óðàâíåíèè êâàäðàò ðàçíîñòè â ëåâóþ ÷àñòè è ïðèìåíèì ôîðìóëó
äëÿ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ: 

(x− y + z)(x+ y − z) = −8
(y − z + x)(y + z − x) = −16
(z − x+ y)(z + x− y) = 32

.

Îáîçíà÷èì X = −x+ y + z, Y = x− y + z, Z = x+ y − z. Òîãäà
Y Z = −8
ZX = −16
XY = 32

.

Ïåðåìíîæàÿ âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà, èìååì (XY Z)2 = 8 · 16 · 32, îòêóäà XY Z = 64 èëè XY Z =
−64. Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé XY Z = 64. Â í¼ì X = (XY Z)/(Y Z) = −8, Y = −4, Z = 2; òîãäà x = Y+Z

2
=

−1, y = −3, z = −6. Âòîðîé ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî è â í¼ì x = 1, y = 3, z = 6.

Çàäà÷à 6. Èçîáðàçèòå (ñ îáîñíîâàíèåì) íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðà-
âåíñòâà

(y2 − arcsin2(sinx)) · (y2 − arcsin2(sin(x+ π/6))) · (y2 − arcsin2(sin(x− π/6))) < 0.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè èëè óìåíüøåíèè x íà 2π çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ñëåâà íå
ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ðåøåíèå äëÿ êàêîãî-òî ïðîìåæóòêà äëèíû 2π.
Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

(y2 − arcsin2(sinx)) · (y2 − arcsin2(sin(x+ π/6))) · (y2 − arcsin2(sin(x− π/6))) = 0.

Åñëè ðàçëîæèòü êàæäóþ èç ñêîáîê êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ, òî ïîëó÷èòñÿ ïðîèçâåäåíèå øåñòè ìíî-
æèòåëåé. Äàííîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè:

y = arcsin(sinx)
y = − arcsin(sinx)
y = arcsin(sin(x+ π/6))
y = − arcsin(sin(x+ π/6))
y = arcsin(sin(x− π/6))
y = − arcsin(sin(x− π/6))

.

Ïîñòðîèì ãðàôèê y = arcsin(sinx). Ïðè −π
2
6 x 6 π

2
ïî îïðåäåëåíèþ arcsin(sinx) = x. Ïðè π

2
< x <

3π
2
, åñëè sinx = a, òî sin(π − x) = a è −π

2
< π − x < π

2
, ò.å. arcsin(sinx) = π − x. Èòîãî, ãðàôèê

y = arcsin(sinx) âûãëÿäèò òàê:
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Îñòàâøèåñÿ ïÿòü ãðàôèêîâ ïîëó÷àþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè âäîëü îñè Ox è îòðàæåíèÿìè
îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùèé ãðàôèê:

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè y = 100 âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó îá-
ëàñòü ¾âûøå âñåãî¿ íå óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó. Ïðè ïåðåñå÷åíèè æå ãðàôèêà íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè ðîâíî îäèí èç øåñòè ñîìíîæèòåëåé ìåíÿåò çíàê, ïîýòîìó èç äâóõ ¾ñîñåäíèõ¿ îáëàñòåé
ðîâíî îäèí óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó. Èòîãî, ïîëó÷àåì îòâåò:

Çàäà÷à 7. Òî÷êè A1, B1, C1 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé âûñîò îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC ñ îïèñàííîé âîêðóã ABC îêðóæíîñòüþ. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê A1B1C1, êàñà-
åòñÿ îäíîé èç ñòîðîí ABC, à îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 70◦. Íàéäèòå äâà äðóãèõ óãëà
òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò: 60◦ è 50◦.

Ðåøåíèå. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïóñòü îêðóæíîñòü ω, âïèñàííàÿ â A1B1C1, êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC.
Ïóñòü H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC, K � òî÷êà êàñàíèÿ ω è BC, L � òî÷êà
êàñàíèÿ ω è A1C1. Ìû ñîáèðàåì äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê HBC1 � ðàâíîñòîðîííèé. Òîãäà ∠BAC =
∠BC1C = 60◦, îòêóäà ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ è áóäåò ñëåäîâàòü îòâåò.
Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî H åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà A1B1C1. Äåéñòâè-

òåëüíî, íàïðèìåð, ∠B1C1C = ∠B1BC = 90◦−∠C = ∠CAA1 = ∠CC1A1, ò.å C1H � áèññåêòðèñà óãëà
A1C1B1; àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ è òî, ÷òî A1H è B1H òàêæå ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ óãëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, H � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà A1B1C1 è HK = HL.
Êðîìå òîãî, âûøå äîêàçàíî, ÷òî ∠HC1L = ∠HBK, ò.å. ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè HC1L è HBK
ðàâíû ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó. Ïîýòîìó HC1 = HB.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òîHB = BC1. Ýòîò ôàêò õîðîøî èçâåñòåí è ìîæåò áûòü äîêàçàí ðàçëè÷íûìè

ñïîñîáàìè. Ïðèâåä¼ì çäåñü ëèøü îäèí èç íèõ. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè AHB è AC1B ðàâíû ïî
ñòîðîíå (îáùàÿ ñòîðîíà AB) è äâóì óãëàì (∠HAB = ∠A1B1B = ∠C1B1B = ∠C1AB; àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåì, ÷òî ∠HBA = ∠C1BA).
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Çàäà÷à 8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

5x
2−6ax+9a2 = ax2 − 6a2x+ 9a3 + a2 − 6a+ 6

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå?

Îòâåò: Òîëüêî ïðè a = 1.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì x− 3a ÷åðåç t. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ îò òàêîé çàìåíû
íå ìåíÿåòñÿ. Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèîáðåò¼ò âèä

5t
2

= at2 + a2 − 6a+ 6.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå t íà −t, ïîýòîìó íå÷¼òíîå ÷èñëî
ðåøåíèé (â ÷àñòíîñòè, ðîâíî îäíî ðåøåíèå), ýòî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü òîëüêî åñëè t = 0 ÿâëÿåòñÿ
åãî êîðíåì:

50 = a · 0 + a2 − 6a+ 6,

ò.å. a2 − 6a + 5 = 0, îòêóäà a = 5 èëè a = 1. Èòàê, êðîìå ýòèõ äâóõ ÷èñåë, íèêàêèå äðóãèå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà a íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ.
Ïóñòü a = 1. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 5t

2
= t2 + 1. Çàìåòèì, ÷òî 5x > x ln 5 + 1 ïðè x > 0

(÷òî ìîæíî äîêàçàòü, íàïðèìåð, âçÿâ ïðîèçâîäíûå îáåèõ ÷àñòåé). Òîãäà ïðè t 6= 0 ïîëó÷àåì 5t
2
>

t2 ln 5 + 1 > t2 + 1. Èòàê, ïðè a = 1 óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïóñòü a = 5. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 5t

2
= 5t2+1. Çàìåòèì, ÷òî 51 = 5, 5·1+1 = 6, íî 52

2
= 625,

5 · 22 + 1 = 21, ò.å. ïðè t = 1 ëåâàÿ ÷àñòü ìåíüøå ïðàâîé, à ïðè t = 2 � íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè, óðàâíåíèå èìååò åù¼ õîòÿ áû êîðåíü íà èíòåðâàëå (1, 2).
Ñëåäîâàòåëüíî, a = 5 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

Çàäà÷à 9. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷¼òíîãî ÷èñëà M ó÷àñòâóþò òîëüêî öèôðû 0, 2, 4, 5, 7 è 9, öèôðû
ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà öèôð ÷èñëà 2M ðàâíÿåòñÿ 43, à ñóììà öèôð ÷èñëà M/2
ðàâíÿåòñÿ 31. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà öèôð ÷èñëà M? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå
îòâåòû.

Îòâåò: 35.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñóììó öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷åðåç S(n). Çàìåòèì ñëåäóþùèå ôàêòû,
êàæäûé èç êîòîðûõ ëåãêî ïðîâåðèòü, åñëè ñêëàäûâàòü ÷èñëà â ñòîëáèê.
Ëåììà 1. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ öèôð â ÷èñëå 2n ðàâíÿåòñÿ

êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè n è n.
Ëåììà 2. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà êîëè÷åñòâî öèôð â ÷èñëå n, áîëüøå èëè ðàâíûõ 5,

ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè n è n.
Ëåììà 3. Ïóñòü n è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà S(n+m) = S(n) + S(m)− 9k, ãäå k ðàâíÿåòñÿ

êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè n è m.
Ïóñòü N � êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ öèôð â ÷èñëå M ; ó÷èòûâàÿ óñëîâèå, N � ýòî êîëè÷åñòâî öèôð â

÷èñëåM , áîëüøå èëè ðàâíûõ 5. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà ïî ëåììå 1 ïðè ñëîæåíèèM/2 èM/2 áûëî ðîâíî
N ïåðåíîñîâ, îòêóäà ïî ëåììå 3 èìååì S(M) = 2S(M/2)− 9N = 62− 9N . Ïî ëåììå 2 ïðè ñëîæåíèè
M è M òàêæå áûëî N ïåðåíîñîâ, îòêóäà îïÿòü æå ïî ëåììå 3 èìååì 43 = S(2M) = 2S(M)− 9N .
Èòàê, S(M) = 62− 9N , 2S(M) = 43 + 9N , îòêóäà 3S(M) = 105, S(M) = 35.

Çàäà÷à 10. Òî÷êèM , N è K ðàñïîëîæåíû íà áîêîâûõ ð¼áðàõ AA1, BB1 è CC1 òðåóãîëüíîé ïðèçìû
ABCA1B1C1 òàê, ÷òî AM : AA1 = 3 : 7, BN : BB1 = 2 : 5, CK : CC1 = 4 : 9. Òî÷êà P ïðèíàäëåæèò
ïðèçìå. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå îáúåìà ïèðàìèäû MNKP , åñëè îáú¼ì ïðèçìû
ðàâåí 40.

Îòâåò: 8.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàøëè ïîëîæåíèå òî÷êè P , ïðè êîòîðîì îáú¼ì ïèðàìèäûMNKP
ìàêñèìàëåí. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ ïëîñêîñòü α, ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè MNK, íàçîâ¼ì M1, N1 è
K1 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ ð¼áðàìè AA1, BB1 è CC1 ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî
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VMNKP =
1

3
VMNKM1N1K1 . Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êè M è M1 ïëîñêîñòè β è β1, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè

ABC, íàçîâ¼ì R è R1 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðåáðîì BB1, à S è S1 ñ ðåáðîì CC1. Çàìåòèì, ÷òî ôèãóðû
MNKRS è M1N1K1R1S1 ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, è ñëåäîâàòåëüíî ðàâ-
íû, à çíà÷èò ðàâíû è èõ îáú¼ìû. Òîãäà îáú¼ìû ïðèçì MNKM1N1K1 è MRSM1R1S1 òîæå ðàâíû.
Íî VMRSM1R1S1 =

MM1

AA1
VABCA1B1C1 , îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî VMNKP = 1

3
MM1

AA1
VABCA1B1C1 .

Íàì îñòàëîñü íàéòè òàêîå ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè α, ïðè êîòîðîì MM1 ìàêñèìàëüíî. Çàìåòèì,
÷òî èç òî÷åê M1, N1, K1 õîòÿ áû îäíà ëåæèò â èñõîäíîé ïðèçìå, îòêóäà MM1 = NN1 = KK1 ≤
max{AM,A1M,BN,B1N,CK,C1K}. Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå â çàäà÷å îòíîøåíèÿ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷à-
åì, ÷òî MM1 = NN1 = KK1 = B1N = 3

5
BB1, îòêóäà VMNKP = 1

3
NN1

BB1
VABCA1B1C1 =

1
3
3
5
40 = 8.

A

A1

B

B1

C

C1

M
N

K

P

M1

N1

K1

M
N

K

M1

N1

K1
R

R1

S

S1
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Âàðèàíò IV

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

log2018 2020 >
log2018 1 + log2018 2 + . . .+ log2018 2019

2019
.

Ðåøåíèå. Ïîñëå óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà 2019 è íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì, ÷òî íàì
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

log2018 2020
2019 > log2018(1 · 2 · . . . · 2019).

Óêàçàííîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 20202019 > 1 · 2 · . . . · 2019, à ïîñëåäíåå ïîëó÷àåòñÿ ïåðå-
ìíîæåíèåì 2019 íåðàâåíñòâ 2020 > 1, 2020 > 2, . . . , 2020 > 2019.

Çàäà÷à 2. n ãðèáíèêîâ õîäèëè â ëåñ è ïðèíåñëè ñóììàðíî 162 ãðèáîâ (êàæäûé ïðèí¼ñ äîìîé õîòÿ áû
ïî îäíîìó ãðèáó). Ìàëü÷èê Ïåòÿ, óçíàâ îá ýòîì, çàÿâèë: ¾Êàêèå-òî äâîå èç íèõ îáÿçàòåëüíî ïðèíåñëè
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ãðèáîâ!¿ Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ìàëü÷èê Ïåòÿ íàâåðíÿêà îêàæåòñÿ ïðàâ?
Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîé îòâåò.

Îòâåò: 18.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðè n 6 17 Ïåòÿ ìîæåò îøèáèòüñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå
n− 1 ãðèáíèêîâ ñîáðàëè ñîîòâåòñòâåííî 1, . . . , n− 1 ãðèáà, à n-é � âñå îñòàëüíûå. Ïîñêîëüêó

1 + . . .+ (n− 1) 6 1 + . . .+ 16 = 136 = 162− 26,

òî ïîñëåäíèé ãðèáíèê ñîáðàë íå ìåíåå 26 ãðèáîâ, ò.å. áîëüøå, ÷åì êàæäûé èç îñòàëüíûõ. Èòàê, ïðè
n 6 17 ñóùåñòâóåò ïðèìåð, êîãäà Ïåòÿ ìîã áûòü íå ïðàâ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n = 18 Ïåòÿ âñåãäà îêàæåòñÿ ïðàâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí íå ïðàâ è ïóñòü

ãðèáíèêè ñîáðàëè a1 < . . . < a18 ãðèáîâ. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ai > i, îòêóäà

162 = a1 + . . .+ a18 > 1 + . . .+ 18 = 171,

ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 3. Âàñÿ õî÷åò íàéòè âñå öåëûå ÷èñëà a òàêèå, ÷òî âûðàæåíèå 5n3 + 9n5 + 8an äåëèòñÿ íà 15
äëÿ âñåõ öåëûõ n. Êàêèå îñòàòêè ìîæåò äàâàòü ÷èñëî a ïðè äåëåíèè íà 15? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå
îòâåòû èëè äîêàæèòå, ÷òî òàêèõ öåëûõ ÷èñåë a íåò.

Îòâåò: 2.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî n3 ≡ n (mod 3) è n5 ≡ n (mod 5) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Ïðèâåä¼ì ëèøü òðè èç íèõ.
Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçîáü¼ì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà íà ãðóïïû ïî èõ îñòàòêàì ïðè äåëåíèè íà 3 è 5:

n n3 n3 mod 3
0 0 0
1 1 1
2 8 2

n n5 n5 mod 5
0 0 0
1 1 1
2 32 2
3 243 3
4 1024 4

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî.
Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî n3 − n = (n − 1)n(n + 1) � ïðîèçâåäåíèå òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ

öåëûõ ÷èñåë, à

n5 − n = (n− 1)n(n+ 1)(n2 + 1) ≡ (n− 1)n(n+ 1)(n2 − 4) = (n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2) (mod 5)

� ïðîèçâåäåíèå ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Â ïåðâîì ñëó÷àå âûðàæåíèå âñåãäà äåëèòñÿ íà
3, à âî âòîðîì � íà 5, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Òðåòèé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñêàçàòü, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè
ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà4.
Òåïåðü âçãëÿíåì íà èñõîäíîå âûðàæåíèå ïî ìîäóëþ 3:

5n3 + 9n5 + 8an ≡ 5n+ 8an ≡ (2a+ 2) · n (mod 3).

Ýòî âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà 3 ïðè ëþáîì öåëîì n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2a + 2 êðàòíî 3, ò.å.
êîãäà a äà¼ò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 3. Àíàëîãè÷íî, 5n3 + 9n5 + 8an ≡ (3a + 4) · n (mod 5), ò.å.
3a+ 4 äåëèòñÿ íà 5, a äà¼ò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 5.
Èòàê, a ≡ 2 (mod 3) è a ≡ 2 (mod 5), ò.å. a ≡ 2 (mod 15).

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì n = 1 è ïîëó÷èì, ÷òî åñëè òàêîå a è ñóùåñòâóåò, òî 14 + 8a äîëæíî
äåëèòñÿ íà 15, ò.å. a äîëæíî äàâàòü îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 15. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè a ≡ 2
(mod 15), òî óêàçàííîå âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà 15 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
ìíîãèìè ñïîñîáàìè (ñì., íàïðèìåð, ïåðâîå ðåøåíèå). Ïðèâåä¼ì çäåñü åù¼ îäèí.
Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n (äëÿ n = 0 äåëèìîñòü î÷åâèäíà, äëÿ îòðèöàòåëüíûõ n

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî èëè ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ïîëîæèòåëüíîãî n çàìåíîé n → −n). Åñëè n = 1,
óòâåðæäåíèå óæå ïðîâåðåíî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî 5n3+9n5+8an äåëèòñÿ
íà 15 è äîêàæåì, ÷òî 5(n+ 1)3 + 9(n+ 1)5 + 8a(n+ 1) òàêæå äåëèòñÿ íà 15. Ïîñìîòðèì íà ðàçíîñòü
ýòèõ äâóõ âûðàæåíèé:

5
(
(n+ 1)3 − n3

)
+9
(
(n+ 1)5 − n5

)
+8a ((n+ 1)− n) = 5(3n2+3n+1)+9(5n4+10n3+10n2+5n+1)+8a.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè, êðîìå 5 + 9 + 8a, äåëÿòñÿ íà 15, íî 14 + 8a
äåëèòñÿ íà 15, ïîñêîëüêó a ≡ 2 (mod 15).

Çàäà÷à 4. Â òðàïåöèþ ABCD âïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 2, êàñàþùàÿñÿ îñíîâàíèÿ CD â òî÷êå
N . Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, åñëè DN = 1 è AB = 12.

Îòâåò: 27.

Ðåøåíèå. Ïóñòü K, L, M � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè AD, BC, AB
ñîîòâåòñòâåííî; ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî DK = DN = 1.

Ïîñêîëüêó I ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ âíóòðåííèõ óãëîâ òðàïåöèè, òî ∠IAD +
∠IDA = (∠DAB+∠ADC)/2 = 180◦/2 = 90◦, ãäå ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïàðàëëåëüíîñòè
ïðÿìûõ AB è CD. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê AID ïðÿìîóãîëüíûé è ∠AID = 90◦. Àíàëîãè÷íî,
ïðÿìîóãîëüíûì ÿâëÿåòñÿ è òðåóãîëüíèê BIC.
Äàëåå, ïîñêîëüêó IK è IL ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñàìè, ïðîâåä¼ííûìè ê òî÷êàì êàñàíèÿ, òî ∠IKD = 90◦

è ∠ILB = 90◦. Ñëåäîâàòåëüíî, IK è IL � âûñîòû â òðåóãîëüíèêàõ AID è BIC ñîîòâåòñòâåííî.
Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò âûñîòû, îïóùåííîé
íà ãèïîòåíóçó, ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêîâ, íà êîòîðûå îíà äåëèò ãèïîòåíóçó. Òîãäà

4 = IK2 = AK ·KD = 1 · AK,

ò.å. AK = 4. Ïî ðàâåíñòâó îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ èìååì AM = AK = 4, îòêóäà BL = BM =
AB − AM = 12− 4 = 8. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå BIC ïîëó÷àåì 4 = IL2 = CL · LB = 8 · CL,
ò.å. CL = 0,5.

4ñì. https://ru.wikipedia.org/wiki/Ìàëàÿ_òåîðåìà_Ôåðìà#Àëüòåðíàòèâíàÿ_ôîðìóëèðîâêà
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Òåïåðü ó íàñ åñòü âñ¼ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè. Çàìåòèì, ÷òî LM ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé òðàïåöèè è
LM = 2r = 4, AB + CD = AB +DN + CN = 12 + 1 + 0,5 = 13,5, îòêóäà îòâåò 4·13,5

2
= 27.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
x2 = (y − z)2 − 8
y2 = (z − x)2 − 20
z2 = (x− y)2 + 40

.

Îòâåò: (−1,−4,−7), (1, 4, 7).
Ðåøåíèå. Ïåðåíåñ¼ì â êàæäîì óðàâíåíèè êâàäðàò ðàçíîñòè â ëåâóþ ÷àñòè è ïðèìåíèì ôîðìóëó
äëÿ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ: 

(x− y + z)(x+ y − z) = −8
(y − z + x)(y + z − x) = −20
(z − x+ y)(z + x− y) = 40

.

Îáîçíà÷èì X = −x+ y + z, Y = x− y + z, Z = x+ y − z. Òîãäà
Y Z = −8
ZX = −20
XY = 40

.

Ïåðåìíîæàÿ âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà, èìååì (XY Z)2 = 8 · 20 · 40, îòêóäà XY Z = 80 èëè XY Z =
−80. Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé XY Z = 80. Â í¼ì X = (XY Z)/(Y Z) = −10, Y = −4, Z = 2; òîãäà x = Y+Z

2
=

−1, y = −4, z = −7. Âòîðîé ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî è â í¼ì x = 1, y = 4, z = 7.

Çàäà÷à 6. Èçîáðàçèòå (ñ îáîñíîâàíèåì) íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðà-
âåíñòâà

(y2 − arccos2(cosx)) · (y2 − arccos2(cos(x+ π/6))) · (y2 − arccos2(cos(x− π/6))) < 0.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè èëè óìåíüøåíèè x íà 2π çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ñëåâà íå
ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ðåøåíèå äëÿ êàêîãî-òî ïðîìåæóòêà äëèíû 2π.
Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

(y2 − arccos2(cosx)) · (y2 − arccos2(cos(x+ π/6))) · (y2 − arccos2(cos(x− π/6))) = 0.

Åñëè ðàçëîæèòü êàæäóþ èç ñêîáîê êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ, òî ïîëó÷èòñÿ ïðîèçâåäåíèå øåñòè ìíî-
æèòåëåé. Äàííîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè:

y = arccos(cosx)
y = − arccos(cosx)
y = arccos(cos(x+ π/6))
y = − arccos(cos(x+ π/6))
y = arccos(cos(x− π/6))
y = − arccos(cos(x− π/6))

.

Ïîñòðîèì ãðàôèê y = arccos(cosx). Ïðè 0 6 x 6 π ïî îïðåäåëåíèþ arccos(cosx) = x. Ïðè π < x < 2π,
åñëè cosx = a, òî cos(2π − x) = a è 0 < 2π − x < π, ò.å. arccos(cosx) = 2π − x. Èòîãî, ãðàôèê
y = arccos(cosx) âûãëÿäèò òàê:
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Îñòàâøèåñÿ ïÿòü ãðàôèêîâ ïîëó÷àþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè âäîëü îñè Ox è îòðàæåíèÿìè
îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùèé ãðàôèê:

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè y = 100 âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó îá-
ëàñòü ¾âûøå âñåãî¿ íå óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó. Ïðè ïåðåñå÷åíèè æå ãðàôèêà íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè ðîâíî îäèí èç øåñòè ñîìíîæèòåëåé ìåíÿåò çíàê, ïîýòîìó èç äâóõ ¾ñîñåäíèõ¿ îáëàñòåé
ðîâíî îäèí óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó. Èòîãî, ïîëó÷àåì îòâåò:

Çàäà÷à 7. Òî÷êè A1, B1, C1 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé âûñîò îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC ñ îïèñàííîé âîêðóã ABC îêðóæíîñòüþ. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê A1B1C1, êàñà-
åòñÿ îäíîé èç ñòîðîí ABC, à îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 80◦. Íàéäèòå äâà äðóãèõ óãëà
òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò: 60◦ è 40◦.

Ðåøåíèå. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïóñòü îêðóæíîñòü ω, âïèñàííàÿ â A1B1C1, êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC.
Ïóñòü H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC, K � òî÷êà êàñàíèÿ ω è BC, L � òî÷êà
êàñàíèÿ ω è A1C1. Ìû ñîáèðàåì äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê HBC1 � ðàâíîñòîðîííèé. Òîãäà ∠BAC =
∠BC1C = 60◦, îòêóäà ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ è áóäåò ñëåäîâàòü îòâåò.
Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî H åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà A1B1C1. Äåéñòâè-

òåëüíî, íàïðèìåð, ∠B1C1C = ∠B1BC = 90◦−∠C = ∠CAA1 = ∠CC1A1, ò.å C1H � áèññåêòðèñà óãëà
A1C1B1; àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ è òî, ÷òî A1H è B1H òàêæå ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ óãëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, H � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà A1B1C1 è HK = HL.
Êðîìå òîãî, âûøå äîêàçàíî, ÷òî ∠HC1L = ∠HBK, ò.å. ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè HC1L è HBK
ðàâíû ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó. Ïîýòîìó HC1 = HB.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òîHB = BC1. Ýòîò ôàêò õîðîøî èçâåñòåí è ìîæåò áûòü äîêàçàí ðàçëè÷íûìè

ñïîñîáàìè. Ïðèâåä¼ì çäåñü ëèøü îäèí èç íèõ. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè AHB è AC1B ðàâíû ïî
ñòîðîíå (îáùàÿ ñòîðîíà AB) è äâóì óãëàì (∠HAB = ∠A1B1B = ∠C1B1B = ∠C1AB; àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåì, ÷òî ∠HBA = ∠C1BA).
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Çàäà÷à 8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

5x
2+2ax+a2 = ax2 + 2a2x+ a3 + a2 − 6a+ 6

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå?

Îòâåò: Òîëüêî ïðè a = 1.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì x + a ÷åðåç t. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ îò òàêîé çàìåíû
íå ìåíÿåòñÿ. Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèîáðåò¼ò âèä

5t
2

= at2 + a2 − 6a+ 6.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå t íà −t, ïîýòîìó íå÷¼òíîå ÷èñëî
ðåøåíèé (â ÷àñòíîñòè, ðîâíî îäíî ðåøåíèå), ýòî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü òîëüêî åñëè t = 0 ÿâëÿåòñÿ
åãî êîðíåì:

50 = a · 0 + a2 − 6a+ 6,

ò.å. a2 − 6a + 5 = 0, îòêóäà a = 5 èëè a = 1. Èòàê, êðîìå ýòèõ äâóõ ÷èñåë, íèêàêèå äðóãèå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà a íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ.
Ïóñòü a = 1. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 5t

2
= t2 + 1. Çàìåòèì, ÷òî 5x > x ln 5 + 1 ïðè x > 0

(÷òî ìîæíî äîêàçàòü, íàïðèìåð, âçÿâ ïðîèçâîäíûå îáåèõ ÷àñòåé). Òîãäà ïðè t 6= 0 ïîëó÷àåì 5t
2
>

t2 ln 5 + 1 > t2 + 1. Èòàê, ïðè a = 1 óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïóñòü a = 5. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 5t

2
= 5t2+1. Çàìåòèì, ÷òî 51 = 5, 5·1+1 = 6, íî 52

2
= 625,

5 · 22 + 1 = 21, ò.å. ïðè t = 1 ëåâàÿ ÷àñòü ìåíüøå ïðàâîé, à ïðè t = 2 � íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè, óðàâíåíèå èìååò åù¼ õîòÿ áû êîðåíü íà èíòåðâàëå (1, 2).
Ñëåäîâàòåëüíî, a = 5 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

Çàäà÷à 9. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷¼òíîãî ÷èñëà M ó÷àñòâóþò òîëüêî öèôðû 0, 2, 4, 5, 7 è 9, öèôðû
ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà öèôð ÷èñëà 2M ðàâíÿåòñÿ 39, à ñóììà öèôð ÷èñëà M/2
ðàâíÿåòñÿ 30. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà öèôð ÷èñëà M? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå
îòâåòû.

Îòâåò: 33.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñóììó öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷åðåç S(n). Çàìåòèì ñëåäóþùèå ôàêòû,
êàæäûé èç êîòîðûõ ëåãêî ïðîâåðèòü, åñëè ñêëàäûâàòü ÷èñëà â ñòîëáèê.
Ëåììà 1. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ öèôð â ÷èñëå 2n ðàâíÿåòñÿ

êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè n è n.
Ëåììà 2. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà êîëè÷åñòâî öèôð â ÷èñëå n, áîëüøå èëè ðàâíûõ 5,

ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè n è n.
Ëåììà 3. Ïóñòü n è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà S(n+m) = S(n) + S(m)− 9k, ãäå k ðàâíÿåòñÿ

êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ ïðè ñëîæåíèè n è m.
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Ïóñòü N � êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ öèôð â ÷èñëå M ; ó÷èòûâàÿ óñëîâèå, N � ýòî êîëè÷åñòâî öèôð â
÷èñëåM , áîëüøå èëè ðàâíûõ 5. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà ïî ëåììå 1 ïðè ñëîæåíèèM/2 èM/2 áûëî ðîâíî
N ïåðåíîñîâ, îòêóäà ïî ëåììå 3 èìååì S(M) = 2S(M/2)− 9N = 60− 9N . Ïî ëåììå 2 ïðè ñëîæåíèè
M è M òàêæå áûëî N ïåðåíîñîâ, îòêóäà îïÿòü æå ïî ëåììå 3 èìååì 39 = S(2M) = 2S(M)− 9N .
Èòàê, S(M) = 60− 9N , 2S(M) = 39 + 9N , îòêóäà 3S(M) = 99, S(M) = 33.

Çàäà÷à 10. Òî÷êèM , N è K ðàñïîëîæåíû íà áîêîâûõ ð¼áðàõ AA1, BB1 è CC1 òðåóãîëüíîé ïðèçìû
ABCA1B1C1 òàê, ÷òî AM : AA1 = 5 : 6, BN : BB1 = 6 : 7, CK : CC1 = 2 : 3. Òî÷êà P ïðèíàäëåæèò
ïðèçìå. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå îáúåìà ïèðàìèäû MNKP , åñëè îáú¼ì ïðèçìû
ðàâåí 35.

Îòâåò: 10.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàøëè ïîëîæåíèå òî÷êè P , ïðè êîòîðîì îáú¼ì ïèðàìèäûMNKP
ìàêñèìàëåí. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ ïëîñêîñòü α, ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè MNK, íàçîâ¼ì M1, N1 è
K1 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ ð¼áðàìè AA1, BB1 è CC1 ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî

VMNKP =
1

3
VMNKM1N1K1 . Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êè M è M1 ïëîñêîñòè β è β1, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè

ABC, íàçîâ¼ì R è R1 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðåáðîì BB1, à S è S1 ñ ðåáðîì CC1. Çàìåòèì, ÷òî ôèãóðû
MNKRS è M1N1K1R1S1 ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, è ñëåäîâàòåëüíî ðàâ-
íû, à çíà÷èò ðàâíû è èõ îáú¼ìû. Òîãäà îáú¼ìû ïðèçì MNKM1N1K1 è MRSM1R1S1 òîæå ðàâíû.
Íî VMRSM1R1S1 =

MM1

AA1
VABCA1B1C1 , îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî VMNKP = 1

3
MM1

AA1
VABCA1B1C1 .

Íàì îñòàëîñü íàéòè òàêîå ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè α, ïðè êîòîðîì MM1 ìàêñèìàëüíî. Çàìåòèì,
÷òî èç òî÷åê M1, N1, K1 õîòÿ áû îäíà ëåæèò â èñõîäíîé ïðèçìå, îòêóäà MM1 = NN1 = KK1 ≤
max{AM,A1M,BN,B1N,CK,C1K}. Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå â çàäà÷å îòíîøåíèÿ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷à-
åì, ÷òî MM1 = NN1 = KK1 = BN = 6

7
BB1, îòêóäà VMNKP = 1

3
NN1

BB1
VABCA1B1C1 =

1
3
6
7
35 = 10.

A

A1

B

B1

C

C1

M
N

K

P

M1

N1

K1

M
N

K

M1

N1

K1
R

R1

S

S1

24


