
Математика 10-11 класс

ýалание 1. (20 баллов)
Известно, что единственIIым решением уравнения

т f 4 : аrссtg 2 * аrссtg5 * arcctg 13 * arcctg34 * arcctg89 * arcctg (rlm)

является натуральное число. Найдите его.

Решение.

Рассмотрим уравнение:

arcctga - aTcctgb: аrссtgу.

Пусть а : aIcctg а, 0 :aTcctgb Теперь у : ctg(a - 0 : *Ftr# : #
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- аrссtg55 - arcctg89
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"r1 ' : arcctg 14489-55
Отсюда имеем r: L44 * 14 : 2016.

Залание 2. (2О баллов)
ПустЬ А - точка пересечеНия двуХ окружноСтей. Из этой точки по каждой окруж-

Еости, по часовой стрелке, с постоянными скоростями начинают двигаться точки Х1
И Xz, ЧереЗ один обоРот обе точки вновЬ оказываютсяв А. Щокажите, что всегда най-
дется такая неподвиЖная точка В, что всё время движения выполЕяется равенство
ХlВ: XzB.

Решение.

ПустЬ две окруЖностИ гIересекаЮтся В точке ,4, точки Xt, Х" едут по окружно-
стям так как описаЕо в задаче. Можно считать что нас интересуют в точности все
описанЕые в задаче пары Хь Xz при которых Х1 # Х, (в противном случае прове-
рять нечего при любом выборе Р).



Если радиусы одинаковы) то в силе симметрии точка Р: А обладает указаЕным
в задаче свойством, и все показаЕо. Рассмотрим случай, когда радиусы различны.
Заметим, что в этом случае найдутся два такие момеIIта времени, что получающиеся
в эти моменты отрезки XiXb, X'i, ХЦ не параллельны. Щействительно, достаточЕо
например взять на большей окружности концы диаметра IIерпендикулярного ОlО2.
Наклоны в эти моменты у Х'rХЬ , Х'{, Xi бурут различны.

Возьмем произвольЕую точку Р',, отличную от А. Рассмотрим углы IP'O1X1,
lPlO2X2, Заметим, что разность этих углов не зависит от того момента, в который
взяты точки Xt,, Хz,Значит для некоторого 0 выполнено IP'O1X1 : (1+ IP'O2X2

Рассмотрим теперь разность Р'Х?- Р'Х3, По теореме косинусов в треугольниках
P'OуX1P'OzXz ПОЛУЧаеМ

Р'Х?-Р'Х3 : P'O?+AO?-2P'O1.,4O1cos lР'оlхl-Р'оЗ-до}+ZР'оr.Ао2соs lP'O2X2.

ОбОЗНаЧИМ 11: АО1, т2: АО2,, bt: P'Ot, bz: P'Oz,, отметим, что эти коэффициен-
ты не зависят от момента , в который были взяты точки Хr,, Xz. Тогда

Р'Х? - Р'Х3:Ьl+r|-2ц.Ьlсоs (lP'OrX"+*) - ьЗ-"3-2rz.Ь2соs lP'O2X":
Раскрывая косинус суммы получаем для некоторых чисел f,g,h

Р' Х? - Р' Х3 : f + g siл lP'OzXz * hcos IP'O2X2.

Эта функция (для каждого выбора Р'вообще говоря своя), лока lP'O2X2 прохо-
дит полный оборот, или тождественно равна нулю, или равна нулю не более чем при
двух Значениях этого угла (двух парах точек Хr, Хr). Но одно из них - начальное
положение точек, теперь функция либо имеет не более одного ноля при допусловии
Xt # Х2, либо тождествеIIно равна нулю.

С другой стороны, она обрашдается в ноль при Х1 # Х" в точности тогда когда Р'
лежит на серединном lrершендикуляре к невырожденному отрезку ХtХz.Напомним,
что найдутся два такие момента времени, что получающиеся в эти моменты отрезки
Х'rХЬ, Xi, ХЦ не параллельны. Значит серединные шерIIендикуляры к ним имеют
общую точку. Возьмем именно ее в качестве Р'. Соответствующая ей функция в
эти два момента времени обращается в ноль, при этом также выполнено Х, # Хr.
Следовательно эта функция - тождественный ноль. Но тогда такая Р'- искомая

Залание 3. (20 баллов)
Про кубический многочлен p(r) : аr3 + Ьr2 + cr t d с целыми коэффициентами

а,Ь, с, d известно, что р(1) : 2015 и р(2) : 2077. Щокажите, что уравнение p(z) : 201б
не имеет целых корней.

Решение.

Легко видеть, что если целые числа m и п имеют одиЕаковую четность, что р(m)
и р(п) тоже имеют одинаковую четIIость. При всех четных целых u значение p(r)
нечетно) так как оIIо нечетно р(2), а rrри нечетIlых - нечетно так как нечетно р(1).
То есть, р(r) - 2016 нечетЕо при всех целых u, следовательно, не может иметь целых
корней.



Jалание 4. (2О баллов)
fiокажите, что самый большой по rrлоlцади квадрац rrомещающийся в прямо-

угольный треугольник, имеет с ним общий угол.
Решение.

Пусть треугольник имеет стороны a,,b,l/a? + Р, сторону рассматриваемого квад-
рата обозначим через q.

Рассмотрим какой-нибудь квадрат в таком прямоугольЕом треугольнике. Заме-
ТИМ, ЧТО еСЛИ КВаДРаТ Не КаСаетСя НикакОЙ стороны, то он Ее максимаIIен, IIоскольку
всегда можнО рассмотреть квацрат с тем же центром, но чуть большей стороной.

ЕСЛИ ОН КаСаетСя ровно одной стороны (по точке или по стороне, не приЕципи-
ально), то сдвинем его вIIутрь перпендикулярно этой стороны) получившийся, в силу
доказанного, не максимален. Значит и исходный такой же.

ЕслИ он касаеТся двуХ сторон, то рассмотрим наtrравление от обоих сторон (у
каждой стороны возьмем вектор внутрь и рассмотрим его сумму). Сдвинем в этом
направлении, Получим квадрат, не имеющий общих точек со сторонами квадрата.
Но такой не максималеЕ, следовательно и исходный такой же.

Пусть он касается минимум трех сторон. Тогда концы одной из диагонаJIей лежат
на разных сторонах треугольника. Если можно сдвинуть перепендикулярно этой диа-
гонали, то треугольник не максимальный, Если нельзя, то концы другой диагонали
также на сторонах.

ИТаК, еСЛИ КВадРат максимален, то все его вершины - на сторонах, следовательно
на одной из них - две вершины.

Если эта сторона - гипотенуза, то весЬ исходньтй треугольник представляет собой
четыре фигуры: квадрат и три треугольника подобных исходному, в которых сторона
раВная стороне квалрата напротив угла треугольника. Плошдади этих треугольников
относятсЯ как квадРаты отношений cTopoнb,I квадрата к соответствующим сторонам
треугольника, откуд& ,Sд : S"(# + # + f*l + qr, ,о есть

2(]-
1а _r_lr 1 __r 1

' ь2 l ozLr62 ' ,So

ЕСЛИ Же ВСе четыре вершины квадрата на сторонах треугольника, и хотя бы две
из Еих на одЕом из катетов, то и на другом катете - две вершины. Весь исходный
ТРеУГОЛЬНИК ПРеДСТаВляет собоЙ три фигуры: квадрат и два треугольника подоб-
ных Исходному, в которых сторона равная стороне квадрата напротив острого угла
треугольника. Теперь Sд : S"(5 + Ё) + 92. то есть

поскольку у второго выражения знаменатель меньше, то только вторOе расrrоло-
жение соответствует максимальному квадрату.

ýалание 5. (20 баллов)

о1
Ч --T1-1 , I;z-гр-гя



Найдите все значения параметра 0, при которых корни 11 и 12 уравнеIIия

2r2 - 201б(z - 2016 + о) - L: а2

удовлетворяют двойному Ееравенству ur 1 а 1. 12.

Решение.

Обозначим многочлен из условия задачи через /(r). Тогда в силу шоложительно-
Сти кОЭффициеЕта при 12 условие задачи эквивалентЕо простому неравенству /(о) <
0. То есть, /(с) : а2 -2а-2016+20162 - 1 - (с-2016)2 - 1 < 0. А отсюда получаем)
что сl € (2015,20t7).
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