
Îëèìïèàäà ÌÈ–›À ïî ìàòåìàòèêå äëÿ 11 êëàññîâ 2015-2016îñíîâíîé òó
1. Ëåé òå íàíò çà íè ìà åò ñÿ ñ íî âî áàí öà ìè ñòî å âîé ïîä ãî òîâ êîé. Ïè äÿ íà ïëàö, îí óâè äåë,

÷òî âñå íî âî áàí öû ïî ñòî å íû â íå ñêîëü êî ÿ äîâ, ïè ÷åì ÷èñ ëî áîé öîâ â êàæ äîì ÿäó îäè íà êî -

âî è íà 5 áîëü øå, ÷åì ÷èñ ëî ÿ äîâ. Ïîñ ëå îêîí ÷à íèÿ çà íÿ òèé  ëåé òå íàíò å øèë îïÿòü ïî ñòî èòü

íî âî áàí öåâ, íî íå ìîã âñïîì íèòü, ñêîëü êî áûëî ÿ äîâ. Òîã äà îí ïè êà çàë ñòî èòü ñÿ òàê, ÷òî áû

ÿ äîâ áûëî ñòîëü êî, ñêîëü êî åìó ëåò. Îêà çà ëîñü, ÷òî âî âñåõ ÿ äàõ áîé öîâ îïÿòü ïî îâ íó, íî â

êàæ äîì ÿäó èõ íà 4 áîëü øå, ÷åì ïè ïå âî íà ÷àëü íîì ñïî ñî áå ïî ñòî å íèÿ. Ñêîëü êî ëåò ëåé òå -

íàí òó?–å øå íèå.  Ïóñòü n – ÷èñ ëî ÿ äîâ ïè ïå âî íà ÷àëü íîì ñïî ñî áå ïî ñòî å íèÿ. Òîã äà â êàæ äîì

ÿäó ïå âî íà ÷àëü íî áûëî n + 5  áîé öîâ, à ïè âòî îì ñïî ñî áå ïî ñòî å íèÿ â êàæ äîì ÿäó ñòà ëî n + 9  áîé öîâ. Îáîç íà ÷èì âîç àñò ëåé òå íàí òà çà x . Òîã äà, â ñî îò âå òñòâèè ñ óñëî âè åì çà äà ÷è, ïî -

ëó ÷à åì óàâ íå íèå ( )x n nn x n n= ++ fi = - + +5

9

4
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.

◊èñ ëî n + 9  äîë æíî áûòü äå ëè òå ëåì ÷èñ ëà 36. Ó÷è òû âàÿ òî, ÷òî ïî ñìûñ ëó çà äà ÷è n  è x  –

íà òó àëü íûå ÷èñ ëà, ïî ó÷à åì ñëå äó ̨  ùèå å øå íèÿ nx nx nx+ ==ÏÌÓ + ==ÏÌÓ + ==ÏÌÓ9 12

2

9 18

7

9 36

24

, ,

Èç ñî îá à æå íèé çäà âî ãî ñìûñ ëà ïî ëó ÷à åì, ÷òî ïîä õî äèò ïî ñëåä íèé îò âåò, õîòÿ è äâà äó ãèõ 

îò âå òà ïè çíà âà ëèñü ïà âèëü íû ìè.Îòâåò: 24 ãîäà.

2. Ïóñòü I  – öåíò âïè ñàí íîé â òå ó ãîëü íèê ABC  îêóæ íîñ òè. Äî êà çàòü, ÷òî öåíò îêóæ -

íîñ òè, îïè ñàí íîé îêî ëî òå ó ãîëü íè êà AIC , ëå æèò íà îêóæ íîñ òè, îïè ñàí íîé îêî ëî òå ó ãîëü íè -

êà ABC .–å øå íèå. Îïè øåì îêî ëî D ABC  îêóæ íîñòü. Òàê êàê I  – öåíò âïè ñàí íîé â òå ó ãîëü íèê ABC  îêóæ íîñ òè, òî BI  – áèñ ñåê òè ñà óãëà ABC . Ïî äîë æèì BI  äî ïî âòî íî ãî ïå å ñå ÷å íèÿ

ñ îïè ñàí íîé îêóæ íîñ òü˛ â òî÷ êå K , è ïî êà æåì, ÷òî òî÷ êà K  ÿâ ëÿ åò ñÿ öåí òîì îêóæ íîñ òè,

îïè ñàí íîé îêî ëî òå ó ãîëü íè êà AIC . Äëÿ ˝òî ãî äîñ òà òî÷ íî ïî êà çàòü, ÷òî AK KC KI= = (˝òîò

ôàêò èç âåñ òåí êàê òå î å ìà î òå çóá öå).

Ïå âîå à âå íñòâî î÷å âèä íî ñëå äó åò èç òîãî, ÷òî BI  – áèñ ñåê òè ñà óãëà ABC .

Äëÿ äî êà çà ò åëüñòâà  à âå íñòâà KC KI= ñî å äè íèì òî÷ êè C  è I . Ïî ëó ÷èì, ÷òî CI  – áèñ ñåê -

òè ñà óãëà ACB .Ïóñòü – = – =ABC ACB2 2b g, . Òîã äà – = – =KBC ACB b  , – = – =BCI ACI g   è – = +KCI b g . Íî è – = +KIC b g  (êàê âíåø íèé óãîë D BIC ). Òà êèì îá à çîì D KIC  – àâ íî -

áåä åí íûé è KC KI= .

3. Ñå äè âñåõ øåñ òèç íà÷ íûõ íà òó àëü íûõ ÷è ñåë, öèô û êî òî ûõ àñ ïî ëî æå íû â ïî ÿä êå âîç -

àñ òà íèÿ (ñëå âà – íà ïàâî), àñ ñìàò è âà ̨ ò ñÿ ÷èñ ëà, ñî äå æà ùèå öèô ó 1 è íå ñî äå æà ùèå ˝òîé

öèô û. Êà êèõ ÷è ñåë áîëü øå è íà ñêîëüêî?–å øå íèå. Ñíà ÷à ëà ïîä ñ÷è òà åì ñêîëü êî âî îá ùå ñó ùåñ òâó åò øåñ òèç íà÷ íûõ íà òó àëü íûõ ÷è -

ñåë, öèô û êî òî ûõ àñ ïî ëî æå íû â ïî ÿä êå âîç àñ òà íèÿ. Äëÿ ̋ òî ãî âû ïè øåì ïîä ÿä âñå öèô û

îò 1 äî 9. Äëÿ ïî ëó ÷å íèÿ øåñ òèç íà÷ íûõ ÷è ñåë àñ ñìàò è âà å ìî ãî òèïà íàäî çà ÷å êíóòü ïî èç -



âîëü íûå òè öèô û. Òà êèì îá à çîì êî ëè ÷åñ òâî øåñ òèç íà÷ íûõ íà òó àëü íûõ ÷è ñåë, öèô û êî òî -

ûõ àñ ïî ëî æå íû â ïî ÿä êå âîç àñ òà íèÿ, àâ íî C
9

3

84= .

Òå ïåü ïîä ñ÷è òà åì ñêîëü êî ñå äè ˝òèõ ÷è ñåë ñî äå æàò 1. Äëÿ ˝òî ãî ôèê ñè ó åì â íà øåì ÿäó

öèô åäè íè öó è âû ÷å êè âà åì ë˛ áûå òè öèô û èç îñòàâ øèõ ñÿ 8-ìè. Ïî ëó ÷à åì, ÷òî êî ëè ÷åñ òâî

÷è ñåë, ñî äå æà ùèõ åäè íè öó, àâ íî C
8

3

56= . Â å çóëü òà òå ïî ëó ÷à åì, ÷òî ÷è ñåë ñî äå æà ùèõ åäè -

íè öó íà 28 áîëü øå ÷è ñåë, íå ñî äå æà ùèõ 1.Îòâåò: ÷è ñåë, ñî äå æà ùèõ åäè íè öó íà 28 áîëü øå.

4. –å øèòü ñèñ òå ìó íå à âåíñòâ 
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5. Äàíà òà ïå öèÿ, ó êî òî îé îò íî øå íèå îñíî âà íèé àâ íî 2. Åñëè òà ïå öè˛ ïî âå íóòü íà 360∞
âîê óã áîëü øå ãî îñíî âà íèÿ, òî â å çóëü òà òå òà êî ãî ïî âî î òà ïî ëó ÷à åò ñÿ íå êî òî àÿ îá ú åì íàÿ ôè -

ãó à F
1

. Åñëè æå òà ïå öè˛ ïî âå íóòü íà 360∞ âîê óã ìåíü øå ãî îñíî âà íèÿ, òî â å çóëü òà òå òà êî -

ãî ïî âî î òà ïî ëó ÷à åò ñÿ íå êî òî àÿ îá ú åì íàÿ ôè ãó à F
2

. Íàé òè îò íî øå íèå îá ú å ìîâ,

ïî ëó ÷èâ øèõ ñÿ â å çóëü òà òå òà êèõ ïî âî î òîâ ïî ñòà íñòâåí íûõ ôè ãó F
1

 è F
2

.–å øå íèå. –àñ ñìîò èì òà ïå öè˛ ABCD ñ îñíî âà íè ÿ ìè AD a BC a= =2 , . Ïî âå äåì âû ñî òû

òà ïå öèè BH BH h
1 2

= = . Îáîç íà ÷èì AH a AH a
1 1 2 2

= =, , ïè ÷åì a a a
1 2

+ = .

Ïè ïî âî î òå òà ïå öèè âîê óã áîëü øå ãî îñíî âà íèÿ ïî ëó ÷à åò ñÿ öè ëèíä, ñ îá à çó ̨  ùåé àâ -

íîé a  è à äè ó ñîì îñíî âà íèÿ àâ íûì âû ñî òå òà ïå öèè h , ó êî òî î ãî â îñíî âà íè ÿõ âû å çà íû êî -

íó ñû, ó êî òî ûõ à äè óñ îñíî âà íèÿ à âåí âû ñî òå òà ïå öèè, à âû ñî òû àâ íû a
1

 è a
2

. Åñëè æå

ïî âî îò îñó ùå ñòâëÿ åò ñÿ âîê óã ìåíü øå ãî îñíî âà íèÿ, òî ïî ëó ÷à åò ñÿ öè ëèíä, ñ îá à çó ̨  ùåé àâ -

íîé b  è à äè ó ñîì îñíî âà íèÿ àâ íûì âû ñî òå òà ïå öèè h , ó êî òî î ãî â îñíî âà íè ÿõ ïè ñòàâ ëå íû

êî íó ñû, îïè ñàí íûå âûøå.

Òå ïåü âû ÷èñ ëèì îá ú å ìû ( )V a h h a a h aF
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Èç ïî ñëåä íèõ äâóõ à âåíñòâ ëåã êî ïî ëó ÷à åì îò âåò.Îòâåò: 5

4

.

6. Íàé òè íà è ìåíü øåå çíà ÷å íèå ôóíê öèè ( )f x x x x x= - + + - +2 2

8 25 4 13 .–å øå íèå. Âû äå ëèâ ïî ëíûé êâàä àò ïîä êàæ äûì èç à äè êà ëîâ, ïè âî äèì ôóíê öè˛ ê âèäó ( ) ( ) ( )f x x x= - + + - +4 9 2 9

2 2

.

Äëÿ ˝òî ãî âû à æå íèÿ ìîæ íî ïåä ëî æèòü ãå î ìåò è ÷åñ êó˛ èí òå ïå òà öè˛. –àñ ñìîò èì êàæ -

äûé èç à äè êà ëîâ êàê àñ ñòî ÿ íèå îò òî÷ êè ñ êî î äè íà òà ìè ( )x ; 0  äî òî÷ êè ñ êî î äè íà òà ìè ( )4 3;   â ñëó ÷àå ïå âî ãî à äè êà ëà è äî òî÷ êè ñ êî î äè íà òà ìè  ( )2 3; -  â ñëó ÷àå âòî î ãî à äè êà ëà. 

Òà êèì îá à çîì çíà ÷å íèå ôóíê öèè àâ íî äëè íå ëî ìà íîé ëè íèè ñî å äè íÿ ̨  ùåé òè óêà çàí íûå

âûøå òî÷ êè. Ïîñ êîëü êó ˝òè òî÷ êè ìîæ íî àñ ïî ëî æèòü íà îä íîé ïÿ ìîé, òî ìè íè ìàëü íîå çíà ÷å -

íèå ôóíê öèè è áó äåò äëè íà îò åç êà, ñî å äè íÿ ̨  ùå ãî òî÷ êè ñ êî î äè íà òà ìè ( )4 3;  è ( )2 3; - /Îòâåò: 2 10 .

7. Ïè êà êèõ çíà ÷å íè ÿõ ïà à ìåò à a  ìè íè ìàëü íîå çíà ÷å íèå ôóíê öèè 



( ) | | | | | |f x x a x a x a= - + + + - + - - -7 3 8 5 4 6 8 24

áó äåò íà è ìåíü øèì.–å øå íèå. Åñëè 7 3 8x a> - , òî ïè ë˛ áîì ñïî ñî áå àñ êû òèÿ îñòàâ øèõ ñÿ äâóõ ìî äó ëåé êî ̋ ô -

ôè öè åíò ïè x  áó äåò ïî ëî æè òåëü íûì, òî åñòü ôóíê öèÿ áó äåò âîç àñ òà ̨  ùåé. Åñëè æå 

7 3 8x a< - , òî ïè ë˛ áîì ñïî ñî áå àñ êû òèÿ ìî äó ëåé êî ̋ ô ôè öè åíò ïè x  áó äåò îò è öà òåëü -

íûì è ôóíê öèÿ áó äåò óáû âà ̨  ùåé. Òà êèì îá à çîì, x a= -3 8

7

 ÿâ ëÿ åò ñÿ òî÷ êîé ãëî áàëü íî ãî

ìè íè ìó ìà è ( ) | |f a a a a a a
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= ◊ - + -ΩΩΩ ΩΩΩ+ - - -ΩΩΩ ΩΩΩ- = -
5

3 8

7

4 6

3 8

7

8 24

43 82 | |+ - -4 65

7

24

a
 .

Ïî âî äèì àñ ñóæ äå íèÿ àíà ëî ãè÷ íûå ïè âå äåí íûì âûøå è ïî ëó ÷à åì, íà è ìåíü øåå

çíà ÷å íèå ˝òîé ôóíê öèè äîñ òè ãà åò ñÿ ïè a = 82

43

.

Îòâåò: a = 82

43

.

8. –å øèòü óàâ íå íèå ( ) ( ) ( )( )log log log

5 5 5

2

3 4 7 16 3 21 76 64 1x x x x- ◊ - ◊ - - + = .–å øå íèå. Ïå å ïè øåì íàøå óàâ íå íèå â âèäå( ) ( ) ( ) ( )( )log log log log

5 5 5 5

3 4 7 16 3 3 4 7 16 1x x x x- ◊ - ◊ - - - - = .

Ïî äîá íîå ïå îá à çî âà íèå âîç ìîæ íî â ñèëó òîãî, ÷òî å øå íèÿ èñ õîä íî ãî óàâ íå íèÿ

ñó ùåñ òâó åò òîëü êî ïè x > 16

7

. Îáîç íà ÷èì ( ) ( )log , log

5 5

3 4 0 7 16 0x a x b- = > - = > .

Îòìåòèì, ÷òî îáà ëîãàèôìà äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíû. Äåéñòâèòåëüíî,

ïîëîæèòåëüíîñòü ïåâîãî ëîãàèôìà ñëåäóåò èç îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïåäïîëîæèì, ÷òî ( )log

5

7 16 0

16

7

17

7

x x- < € < < . Â ˝òîì ñëó÷àå â ëåâîé ÷àñòè äâà

ñîìíîæèòåëÿ ïîëîæèòåëüíû, à îäèí – îòèöàòåëüíûé, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì

îáàçîì, èìå åì

a b ab+ + =1

3 .

Ïè ìå íèì ê ëå âîé ÷àñ òè íå à âå íñòâî Êîøè

a b ab a b ab+ + ≥ ◊ ◊ =1

3

1

3

3

.

Òà êèì îá à çîì äëÿ å øå íÿ íà øå ãî óàâ íå íèÿ íå îá õî äè ìî, ÷òî áû íå à âå íñòâî Êîøè

âû ïîë íÿ ëîñü êàê à âå íñòâî è a b ab= = 1

.

Îòâåò: 3.


