
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ ÈÍÍÎÏÎËÈÑ

II îòáîðî÷íûé (çàî÷íûé) ýòàï ïî ìàòåìàòèêå, 16 äåêàáðÿ 2017ã.

11 êëàññ, âàðèàíò 1.

1. (5 áàëëîâ)Íàòóðàëüíîå ÷èñëî ðàçäåëèëè íà ñóììó åãî öèôð, ðåçóëüòàò � íà ñóììó

åãî öèôð, íîâûé ðåçóëüòàò � íà ñóììó åãî öèôð. Â èòîãå ïîëó÷èëîñü ÷èñëî 2.

Íàéäèòå èñõîäíîå ÷èñëî.

Îòâåò: 2916

2. (5 áàëëîâ) Âñå ðàçëè÷íûå äåâÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, ïîëó÷åííûå èç 123456789 ïåðå-

ñòàíîâêîé öèôð, çàïèñàëè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Êàêîå ÷èñëî íàïèñàíî íà 2018-îì

ìåñòå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

Îòâåò: 125893476

3. (7 áàëëîâ)Ìàêñèì äâàæäû áðîñèë èãðàëüíûé êóáèê, ãðàíè êîòîðîãî ïðîíóìåðîâà-

íû ÷èñëàìè îò 1 äî 6, è ïîñòðîèë ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè âûïàâøèì

÷èñëàì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïëîùàäü ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà áóäåò áîëüøå 10?

Îòâåò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò: 0.47

4. (7 áàëëîâ) Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå 41{x}+ 9[x] = 2018?

5

5. (8 áàëëîâ) Â ãðàôå 6 âåðøèí è 10 ð¼áåð. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíè-

ìàòü ñóììà êâàäðàòîâ ñòåïåíåé âåðøèí ýòîãî ãðàôà? Â ãðàôå íåò ïåòåëü è êðàòíûõ

ðåáåð.

Îòâåò: 76

6. (8 áàëëîâ) Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí x5 − 9x− 27 äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè x3 + ax2 + bx+ c. Íàéäèòå b.

Îòâåò: 6

7. (10 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

4x2 + 5y2 − 4xy + 4x+ 10y + 17.

Îòâåò: 7

8. (10 áàëëîâ) Òðåóãîëüíóþ ïèðàìèäó ðàçðåçàëè ïî áîêîâûì ðåáðàì è ðàçâåðíóëè.

Ðàçâåðòêà îêàçàëàñü êâàäðàòîì ñî ñòîðîíîé 60. Íàéäèòå îáúåì èñõîäíîé ïèðàìè-

äû.

Îòâåò: 9000.

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ðåøèòå ñ îáîñíîâàíèåì îòâåòà



9. (20 áàëëîâ) Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà P òàê, ÷òî ∠PAC =

∠PBC. Òî÷êè M è N � ïðîåêöèè òî÷êè P íà ñòîðîíû AC è BC ñîîòâåòñòâåí-

íî, D � ñåðåäèíà AB. Äîêàæèòå, ÷òî DM = DN .

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî òî÷êè C,M,P,N ëåæàò íà îêðóæíîñòè ω ñ äèàìåòðîì CP .

Ïóñòü B1 � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé BP ñ ω. Äîêàæåì, ÷òî B1, M è

D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïóñòü K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BP è AC. Ïî

òåîðåìå Ìåíåëàÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà ABK, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî AM/MK =

BB1/B1K.

Ïóñòü òî÷êà T ñèììåòðè÷íà K îòíîñèòåëüíî B1. Ïîñêîëüêó CB1 ïåðïåíäèêóëÿðíî

B1B, òî 4CKT � ðàâíîáåäðåííûé, ñëåäîâàòåëüíî, ∠CTB1 = ∠B1KC = ∠AKP .
Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèêè CBT è PAK ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì, B1, M � îñ-

íîâàíèÿ âûñîò ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ èç òî÷åê C, P , ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì,

BB1/B1T = AM/MK. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, BB1/B1T = BB1/B1K, ñëåäîâàòåëüíî,

AM/MK = BB1/B1K, è B1, M è D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Îïðåäåëèì òî÷êó C1 àíàëîãè÷íî òî÷êå B1. Èç ðàâåíñòâà óãëîâ CAP è CBP ñëåäóåò

ðàâåíñòâî óãëîâ B1PM è C1PN , ÷òî âëå÷¼ò ðàâåíñòâî õîðä B1M = C1N . Êðîìå

òîãî, ïî ñâîéñòâó ñåêóùèõ, DM · DB1 = DN · DC1. Íî òîãäà DM = DN , ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

10. (20 áàëëîâ) Ïëîñêîñòü ðàçáèòà íà ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè ñî ñòîðîíîé 1. Ðàñ-

ñìîòðèì ìíîæåñòâî M âñåõ âîçìîæíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøèíàìè ýòèõ òðå-

óãîëüíèêîâ, ò.å. x ∈ M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò äâå âåðøèíû íà

ðàññòîÿíèè x äðóã îò äðóãà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x ∈M è y ∈M , òî x · y ∈M .

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x ∈M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå

÷èñëà a,b, ÷òî x2 = a2+ab+b2. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x ∈M . Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå

óçëû A, B òðåóãîëüíîé ñåòêè, ÷òî AB = x. Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå O ïðÿìûõ,

îáðàçóþùèõ ñåòêó, ñîäåðæàùèõ òî÷êè A, B, ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì a = OA,

b = OB. Òîãäà, ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà AOB, èìååì

x2 = a2 + b2 − 2ab cosα,

ãäå α � ëèáî 60◦, ëèáî 120◦. Òàêèì îáðàçîì,

x2 = a2 + b2 ± ab.

Ïðè íåîáõîäèìîñòè çàìåíèâ a íà −a, ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå.

Äàëåå, åñëè x2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òàêîì âèäå, ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè A, B,

îòëîæèâ îò òî÷êè O îòðåçîê äëèíû a ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè è îòðåçîê b ïîä óãëîì

120◦ ê ãîðèçîíòàëüíîé îñè. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èìååì AB = a2 + ab+ b2 = x2.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî åñëè x2, y2 ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå a2+ab+b2 è c2+cd+d2, ñî-

îòâåòñòâåííî, òî ïðîèçâåäåíèå x2y2 òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òàêîì âèäå. Ïðåäúÿâèì

èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

(a2 + ab+ b2)(c2 + cd+ d2) =

= (ac− bd)2 + (ac− bd)(bc+ ad+ bd) + (bc+ ad+ bd)2,

÷òî çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Êîììåíòàðèé. Íåîáõîäèìîå ðàçëîæåíèå, êàê è íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è,

íåñëîæíî ïîëó÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ êîëüöà ÷èñåë Ýéçåíøòåéíà.


