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11 êëàññ

1. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âçÿëè íàèìåíüøèé äåëèòåëü a, îò-
ëè÷íûé îò 1, è ñëåäóþùèé çà íèì ïî âåëè÷èíå äåëèòåëü b.
Îêàçàëîñü, ÷òî n = aa + bb. Íàéäèòå n. (À. Õðàáðîâ)

Îòâåò: n = 22 + 44 = 260.

Ðåøåíèå. Åñëè n íå÷åòíî, òî âñå åãî äåëèòåëè òàêæå íå÷åò-
íû. Òîãäà a è b íå÷åòíû è aa+bb � ÷åòíî. Ïîýòîìó n � ÷åòíî.
Òîãäà åãî íàèìåíüøèé äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò 1, ýòî 2 è, çíà-
÷èò, a = 2. Ñòàëî áûòü, n = 22+ bb. Ñëåäîâàòåëüíî, 4 = n− bb

äåëèòñÿ íà b. Òîãäà b = 4, ïîñêîëüêó b > 2. Òàêèì îáðàçîì,
n = 22 + 44 = 260.�

2. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n. Íà ñòîëå ëåæàò äâå êó÷è:
â ïåðâîé êó÷å n êàìíåé, à âî âòîðîé êó÷å m êàìíåé. Ïåòÿ è
Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Çà îäèí õîä
ìîæíî ðàçáèòü îäíó èç èìåþùèõñÿ íà ñòîëå êó÷ íà íåñêîëü-
êî ìåíüøèõ. Ïðîèãðûâàåò íå èìåþùèé õîäà. Ïðè êàêèõ m
è n Ïåòÿ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå ïîáåäó âíå çàâèñèìîñòè îò
èãðû Âàñè? (À. Õðàáðîâ)

Îòâåò: m 6= n.

Ðåøåíèå. Åñëè m = n, Âàñÿ ñìîæåò ïîâòîðÿòü õîäû Ïåòè è,
çíà÷èò, âñåãäà ñìîæåò ñäåëàòü õîä. Ïóñòüm > n. Òîãäà Ïåòÿ
ðàçîáüåò êó÷ó ñm êàìíÿìè íà êó÷ó ñ n êàìíÿìè è m−n êó÷
ïî îäíîìó êàìíþ. Ñ êó÷àìè ïî îäíîìó êàìíþ áîëüøå íè÷åãî
äåëàòü íåëüçÿ, ïîýòîìó äàëüøå èãðà áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ äâó-
ìÿ êó÷àìè ïî n êàìíåé. È çäåñü Ïåòÿ áóäåò ïîâòîðÿòü õîäû
Âàñè è, çíà÷èò, âñåãäà ñìîæåò ñäåëàòü õîä.�
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3. Íà ïðÿìîé ` îòìå÷åíû òî÷êè A, B è C. Òî÷êà B ëåæèò
ìåæäó òî÷êàìè A è C è AB < BC. Äâå îêðóæíîñòè ω1 è
ω2, ðàäèóñû êîòîðûõ áîëüøå AB, íî ìåíüøå BC, ëåæàò ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé ` è êàñàþòñÿ å¼ â òî÷êå B. Ïóñòü
K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ê ω1, ïðîâåäåííîé èç
òî÷êè A, è êàñàòåëüíîé ê ω2, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè C, à L �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ê ω2, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè
A, è êàñàòåëüíîé ê ω1, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè C. Äîêàæèòå,
÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê AKCL � îïèñàííûé. (ôîëüêëîð)

Ðåøåíèå.

A

B

C

A1

A2

C1
C2

E

F

K

L

O1 O2

Ïóñòü êàñàòåëüíûå èç òî÷êè A ê îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2 êàñà-
þòñÿ èõ â òî÷êàõ A1 è A2 ñîîòâåòñòâåííî, à êàñàòåëüíûå èç
òî÷êè C ê îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2 êàñàþòñÿ èõ â òî÷êàõ C1 è C2

ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõAA1 è
CC1 ÷åðåç E, à òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA2 è CC2 ÷åðåç
F .
Äîêàæåì, ÷òî íåâûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê AECF � îïè-
ñàííûé. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì, ÷òî AE + CF = AF + CE:

AE +CF = AA1+EA1+CC2+FC2 = AB +EA1+CB +FC2 =

= AA2+EA1+CC1+FC2 = AA2+EC1+CC1+FA2 = AF +CE.

Íî òîãäà âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê AKCL îïèñàí âîêðóã
òîé æå îêðóæíîñòè.�
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4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a è b, äëÿ êîòîðûõ íåðà-
âåíñòâî

|x2 + ax + b| 6 1

8
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x ∈ [0; 1]. (Ð. Àëèøåâ)

Îòâåò: a = −1, b = 1

8
.

Ðåøåíèå. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f (x) = |x2+ax+b|
íà îòðåçêå [0; 1] äîñòèãàåòñÿ â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ âíóòðè îò-

ðåçêà èëè íà êîíöàõ. f ′(x) =
x2 + ax + b

|x2 + ax + b|
· (2x+ a), êðèòè÷å-

ñêèìè ÿâëÿþòñÿ êîðíè óðàâíåíèÿ x2+ax+ b = 0 è x = −0, 5a
Â íóëå è åäèíèöå íåðàâåíñòâî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî.

Ïîýòîìó f (0) = |b| 6 1

8
, f (1) = |a+b+1| 6 1

8
. Îòñþäà íåñëîæ-

íî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà a è b: −1
8
6 b 6

1

8
,

3

4
6

7

8
+ b 6 −a 6 9

8
+ b 6

5

4
, ò.å. −0, 5a ∈ [0; 1]. Äëÿ êîðíåé

óðàíåíèÿ x2+ax+b = 0 èñõîäíîå íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ. Âñå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íàõîäèì
èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû: 

−1
8
6 b 6

1

8

|a + b + 1| 6 1

8

| − a2

4
+ b| 6 1

8

Ïîñòðîèì íà ïëîñêîñòè âñå òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå êàæäîìó
èç íåðàâåíñòâ. Ïî àáñöèññå îòëîæèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðàa, ïî
îðäèíàòå � ïàðàìåòðà b.
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Òîëüêî òî÷êà (−1; 0, 125) âõîäèò â ðåøåíèå êàæäîãî èç íåðà-
âåíñòâ. Äîêàæåì áîëåå ñòðîãî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé ñèñòå-
ìû 

−1
8
6 b 6

1

8

−a− 9

8
6 b 6 −a− 7

8
a2

4
− 1

8
6 b 6

a2

4
+

1

8
.

Åñëè a2 > 1, òî èç ïåðâîãî è òðåòüåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì:

b 6
1

8
<

a2

4
− 1

8
6 b, ÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè æå a2 < 1, òî

b 6 −a − 7

8
<

a2

4
− 1

8
6 b, ÷òî òîæå íå èìååò ðåøåíèÿ. Ïðè

a2 = 1 èç òðåòüåãî íåðàâåíñòâà ñðàçó ïîëó÷èì b =
1

8
, à çàòåì

ñî âòîðîãî a = −1. �
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5. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî 4n + 2 òî÷êè, íèêàêèå òðè èç êîòî-
ðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîëîâèíà òî÷åê ïîêðàøåíà
â êðàñíûé öâåò, ïîëîâèíà � â çåëåíûé. Äîêàæèòå, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îäíó êðàñíóþ è
îäíó çåëåíóþ òî÷êó, ñ îäíîé ñòîðîíû îò êîòîðîé íàõîäèòñÿ
ðîâíî n êðàñíûõ è ðîâíî n çåëåíûõ òî÷åê.
(äèñêðåòíàÿ âåðñèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû èç òîïîëîãèè)

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ `, êîòîðàÿ íå
ïàðàëëåëüíà íèêàêîé èç ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ êðàñíûå òî÷-
êè. Ïðîâåäåì òàêóþ ïàðàëëåëüíóþ åé ïðÿìóþ, ÷òî âñå òî÷êè
áóäóò ëåæàòü ïî îäíó åå ñòîðîíó. Áóäåì äâèãàòü ýòó ïðÿìóþ
ïàðàëëåëüíî â ñòîðîíó òî÷åê.
Êàæäûé ðàç, êîãäà îíà áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç îäíó êðàñíóþ
òî÷êó, êîëè÷åñòâî òî÷åê ñ îäíîé ñòîðîíû îò ïðÿìîé áóäåò
óìåíüøàòüñÿ íà åäèíèöó, à ñ äðóãîé ñòîðîíû îò ïðÿìîé óâåëè-
÷èâàòüñÿ íà åäèíèöó. Òîãäà â êàêîé-òî ìîìåíò ïðÿìàÿ ïðîé-
äåò ÷åðåç òàêóþ êðàñíóþ òî÷êó, ÷òî ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
ïðÿìîé áóäåò ïîðîâíó êðàñíûõ òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, â êàæ-
äîì íàïðàâëåíèè, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà, ó íàñ åñòü
åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êðàñíóþ òî÷êó è äå-
ëÿùàÿ êðàñíûå òî÷êè íà äâå ðàâíûå ãðóïïû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü îäíó òàêóþ ïðÿìóþ. Äëÿ óäîáñòâà èçëî-
æåíèå çàôèêñèðóåì íà íåé íàïðàâëåíèå. Ïóñòü ïðÿìàÿ ïðî-
õîäèò ÷åðåç êðàñíóþ òî÷êó R1. Áóäåì âðàùàòü åå ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå îòíîñèòåëüíî òî÷êè R1 äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå íà-
òêíåòñÿ íà íîâóþ êðàñíóþ òî÷êó.
Ïóñòü ëåâåå ýòîé ïðÿìîé a çåëåíûõ òî÷åê, à ïðàâåå � b çåëå-
íûõ òî÷åê. Â ïðîöåññå âðàùåíèÿ áóäåì ñëåäèòü çà èçìåíåíè-
åì ðàçíîñòè a− b. Ýòî êîëè÷åñòâî ìåíÿåòñÿ íà åäèíèöó êîãäà
ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç çåëåíóþ òî÷êó è åùå íà åäèíèöó, êî-
ãäà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò äàëüøå. Èòàê, ïóñòü ïðÿìàÿ íàòêíóëàñü
íà êðàñíóþ òî÷êó R2. Äàëüøå áóäåì âðàùàòü ïðÿìóþ ïî ÷à-
ñîâîé ñòðåëêå îòíîñèòåëüíî òî÷êè R2 äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå
íàòêíåòñÿ íà íîâóþ êðàñíóþ òî÷êó R3 è ò.ä..
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Âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé áó-
äåò ïîðîâíó êðàñíûõ òî÷åê, à êîëè÷åñòâî çåëåíûõ òî÷åê ñëåâà
îò ïðÿìîé áóäåò â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè ìåíÿòüñÿ íà
åäèíèöó. Â êàêîé-òî ìîìåíò ïðÿìàÿ ñäåëàåò ïîëîáîðîòà. Ïðè
ýòîì â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðÿìîé, äåëÿùåé êðàñíûå òî÷êè
íà äâå ðàâíûå ãðóïïû, îíà ñíîâà ïðîéäåò ÷åðåç òî÷êóR1.
Òîãäà ýòî áóäåò òà ñàìàÿ ïðÿìàÿ, ñ êîòîðîé íà÷àëîñü âðàùå-
íèå, íî íàïðàâëåíèå íà íåé áóäåò ïðîòèâîïîëîæíûì. Ïîýòîìó
ëåâåå åå áóäóò òå çåëåíûå òî÷êè, êîòîðûå ðàíüøå áûëè ïðàâåå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü a− b ïðåâðàòèëàñü â ðàçíîñòü b− a.
Çíà÷èò, îíà ïîìåíÿëà çíàê. Íî ïîñêîëüêó âñå èçìåíåíèÿ áûëè
íà åäèíèöó, â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ýòà ðàçíîñòü îêàçà-
ëàñü ðàâíà íóëþ. Òîãäà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó ìîìåíòó
âðåìåíè ïðÿìîé ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íåå áóäåò ïîðîâíó çå-
ëåíûõ òî÷åê. À ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì èñêëþ÷èòåëüíî
ïðÿìûå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò êîòîðûõ ïîðîâíó è êðàñíûõ
òî÷åê, ìû íàøëè òðåáóåìóþ ïðÿìóþ.�

18


