
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ ÈÍÍÎÏÎËÈÑ

II îòáîðî÷íûé (çàî÷íûé) ýòàï ïî ìàòåìàòèêå, 17 äåêàáðÿ 2016ã.

9 êëàññ, ïîëíûå ðåøåíèÿ.

1. (5 áàëëîâ) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê {π1, π2, . . . , πn} ìíîæåñòâà ÷èñåë

{1, 2, . . . , n} òàêèõ, ÷òî π1 < π2 < . . . < πk−1 < πk > πk+1 > . . . > πn?

Ðåøåíèå: Òàê êàê πk áîëüøå âñåõ îñòàëüíûõ ÷èñåë â íàøåé ïåðåñòàíîâêå, òî

πk = n. Îñòàëüíûå n − 1 ÷èñëî íóæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ïî k − 1 è n − k

÷èñåë (÷èñëà, ëåæàùèå ñëåâà îò πk, è ÷èñëà, ëåæàùèå ñïðàâà îò πk). Ïîñëå ðàçáè-

åíèÿ ïîðÿäîê ÷èñåë â êàæäîé ãðóïïå îäíîçíà÷åí (ñòðîãî óáûâàþùèé èëè ñòðîãî

âîçðàñòàþùèé). Âûáðàòü k− 1 ÷èñëî ìû ìîæåì Ck−1
n−1 =

(n− 1)!

(k − 1)! · (n− k)!
ñïîñîáîì

(îñòàëüíûå ìû îòíåñåì ê ÷èñëàì âòîðîé ãðóïïû). �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 126 462 330 252 792 924 715 1287 560 1365



2. (5 áàëëîâ) Íàéäèòå òàêîå ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî

m!− (m+ 1)! + (m+ 2)!
... 3n

Ðåøåíèå: Âûíåñåì m! êàê îáùèé ìíîæèòåëü è ðàñêðîåì ñêîáêè

m!− (m+ 1)! + (m+ 2)! = m! · (1− (m+ 1) + (m+ 1) · (m+ 2)) =

= m! · (m2 + 2m+ 2) = m! · ((m+ 1)2 + 1)

Òàê êàê ïîëíûå êâàäðàòû ïðè äåëåíèè íà 3 äàþò îñòàòêè 0 è 1, òî ÷èñëî (m+1)2+1

íà 3 íå äåëèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü âõîæäåíèÿ 3 â ÷èñëî m!−(m+1)!+(m+2)!

ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ âõîæäåíèÿ â m!. Èçâåñòíî, ÷òî ñòåïåíü âõîæäåíèÿ ïðîñòîãî

÷èñëà p â m! íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

νp(m!) =
∞∑
i=1

[
m

pi

]
Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ p = 3 è òàêèõ i, ÷òî 3i > m âåëè÷èíà

[m
3i

]
= 0, ïîýòîìó ñóììà

êîíå÷íà è ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ âðó÷íóþ. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 498 400 422 449 475 444 498 440 494 463



3. (7 áàëëîâ) Íà ïåðâîì ýòàïå îëèìïèàäû ñðåäè ó÷àñòíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå áûëî

a% äåâî÷åê, à ñðåäè ó÷àñòíèêîâ ïî èíôîðìàòèêå b% äåâî÷åê. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî

íèêòî íå ó÷àñòâîâàë íà îëèìïèàäå ïî îáîèì ïðåäìåòàì è âñåãî ñðåäè ó÷àñòíèêîâ

ïåðâîãî ýòàïà c% äåâî÷åê. Íàéäèòå îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà äåâî÷åê, ó÷àñòâîâàâøèõ

íà îëèìïèàäå ïî èíôîðìàòèêå, ê êîëè÷åñòâó äåâî÷åê, ó÷àñòâîâàâøèõ íà îëèìïèàäå

ïî ìàòåìàòèêå (a > c > b).

Ðåøåíèå: Ïóñòü x � âñåãî ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå, y � âñåãî ó÷àñò-

íèêîâ ïî èíôîðìàòèêå. Òîãäà

c =
ax+ by

x+ y
=⇒ y

x
=
a− c
c− b

Èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî
by

ax
=
b(a− c)
a(c− b)

�

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 0.3 0.2 2.5 0.3 1.7 1.5 0.8 1.2 1.8 2.5



4. (7 áàëëîâ) Íàä ñòðîêîé èç ÷åòûð¼õ ÷èñåë a, b, c, d ïðîäåëàåì ñëåäóþùóþ îïåðà-

öèþ: ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè âïèøåì ÷èñëî, êîòîðîå ïîëó÷èòñÿ

â ðåçóëüòàòå âû÷èòàíèÿ ëåâîãî ÷èñëà èç ïðàâîãî. Íàä íîâîé ñòðîêîé ïðîäåëàåì òó

æå îïåðàöèþ è ò.ä. Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë ñòðîêè, êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ ïîñëå m òàêèõ

îïåðàöèé.

Ðåøåíèå: Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ ñóììà ñòðîêè ïîñëå î÷åðåäíîé îïåðàöèè.

Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ñòðîêà ê êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ. Òîãäà íîâàÿ ñòðîêà

èìååò âèä a1, a2 − a1, a2, a3 − a2, . . . , an−1, an − an−1, an. Ñóììà ÷èñåë íîâîé ñòðîêè

ðàâíà

Sm = a1 + (a2 − a1) + a2 + (a3 − a2) + . . .+ an−1 + (an − an−1) + an =

= (a1 + a2 + . . .+ an) + (an − a1) = Sm−1 + (an − a1)
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòðîêè, ïîëó÷åííîé èç ñòðîêè a, b, c, d ïðè ïîìîùè

íåñêîëüêèõ îïåðàöèè, âûïîëíÿåòñÿ an = d è a1 = a. Â èòîãå ïîëó÷àåì

Sm = Sm−1 + (d− a) = . . . = S0 +m · (d− a) = a+ b+ c+ d+m · (d− a) �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 7150 4110 2480 7288 5560 6144 4380 5732 8042 7454



5. (8 áàëëîâ) Ðåøèòå óðàâíåíèå x4 − (a+ b) · x3 + (ab− 2c) · x2 + c(a+ b) · x+ c2 = 0.

Â îòâåò íàïèøèòå ñóììó êâàäðàòîâ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå: x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó ìîæíî ïîäåëèòü íà x2.

Ñãðóïïèðóåì (
x2 − 2c+

c2

x2

)
− (a+ b) ·

(
x− c

x

)
+ ab = 0(

x− c

x

)2
− (a+ b) ·

(
x− c

x

)
+ ab = 0(

x− c

x
− a
)
·
(
x− c

x
− b
)
= 0

Ðåøàåì ÷åðåç äèñêðèìèíàíò äâà óðàâíåíèÿ x2−ax−c = 0 è x2−bx−c = 0. Íàõîäèì

êîðíè

x1,2 =
a±
√
a2 + 4c

2
è x3,4 =

b±
√
b2 + 4c

2
Âñå ÷åòûðå êîðíÿ � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (âî âñåõ âàðèàíòàõ ÷èñëà áûëè ïîäîáðà-

íû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äèñêðèìèíàíòû íåîòðèöàòåëüíû). Â èòîãå ïîëó÷àåì(
a−
√
a2 + 4c

2

)2

+

(
a+
√
a2 + 4c

2

)2

+

(
b−
√
b2 + 4c

2

)2

+

(
b+
√
b2 + 4c

2

)2

=

=
a2 + (a2 + 4c) + b2 + (b2 + 4c)

2
= a2 + b2 + 4c �

Ðåøåíèå (íå÷åñòíîå): Åñëè ïîâåðèòü, ÷òî âñå ÷åòûðå êîðíÿ óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, òî âîçìîæíî íàéòè îòâåò áîëåå êîðîòêèì ñïîñîáîì. Ïî

òåîðåìå Âèåòà

x1 + x2 + x3 + x4 = a+ b

x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4 = ab− 2c

Ïîýòîìó

x21 + x22 + x23 + x24 = (x1 + x2 + x3 + x4)
2 − 2(x1x2 + . . .+ x3x4) =

= (a+ b)2 − 2(ab− 2c) = a2 + b2 + 4c �

Îòâåòû:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 93 88 118 150 126 158 132 189 198 137



6. (8 áàëëîâ) Íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêå ABC (AC =

BC) âçÿòà òî÷êà P (òî÷êà P ëåæèò íà äóãå AB, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó C). Òî÷êà

D � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà îïóùåííîãî èç òî÷êè C íà ïðÿìóþ BP . Íàéäèòå

äëèíó îòðåçêà PD, åñëè AP = a è BP = b.

Ðåøåíèå:

Âî âñåõ âàðèàíòàõ áûëè äàíû òàêèå ïàðàìåòðû a è b, ÷òî AP < BP . Ïóñòü òî÷êà

C ′ � ñåðåäèíà äóãè AB, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó C (òî÷êà C äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïî-

ëîæíà òî÷êå C ′). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà P ëåæèò íà äóãå AC ′, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó

B. Ïîëó÷àåì ∠CBP < ∠CBC ′ = 90◦ è ïîýòîìó âûñîòà CD ïàäàåò íà îòðåçîê BP .

Àíàëîãè÷íî ∠CAP > ∠CAC ′ = 90◦ è ïîýòîìó âûñîòà CD′ ïàäàåò íà ïðîäîëæåíèå

AP çà òî÷êó A.

Òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàííûé, òî ∠CBP = ∠CAD′. Òàê æå èçâåñòíî,
÷òî AC = BC, ñëåäîâàòåëüíî, 4CBD = 4CAD′ (ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó).

Ïîëó÷àåì, ÷òî BD = AD′ è CD = CD′. Òðåóãîëüíèêè 4CPD è 4CPD′ òàêæå
ðàâíû ïî êàòåòó (CD = CD′) è îáùåé ãèïîòåíóçå CP . Çíà÷èò, PD′ = PD.

Â èòîãå ïîëó÷àåì

PD = PB −DB = PB −D′A = PB − (PD′ − PA) =

= b+ a− PD′ = b+ a− PD

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî PD =
a+ b

2
. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 4.9 4.9 3.95 4.8 5.15 4.65 4.55 4.95 3.9 5.35



7. (10 áàëëîâ) Êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ äåéñòâèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàìè äå-

ëèòñÿ íà äâà êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíà

Q(x) = x2 + (k − a)x− k è R(x) = 2x2 + (2k − (2a− 15))x+ k

áåç îñòàòêà. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå k, ïðè êîòîðîì ýòî âîçìîæíî.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî R(x) = 2Q(x) + 15x + 3k. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåíû

íå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà íà íåêîòîðûé äåéñòâèòåëüíûé ìíîæèòåëü c.

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî íàø êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (x) èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ

êîðíÿ n, m è l. Íå óìîëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Q(x) = (x− n) · (x−m) è

R(x) = 2 · (x−m) · (x− l).
Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå R(x) = 2Q(x) + 15x + 3k ïðè x = m. Òàê êàê m êîðåíü

îáîèõ ìíîãî÷ëåíîâ, òî 15m + 3k = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, k = −5m. Ïîäñòàâèì âìåñòî

k íàéäåííîå çíà÷åíèå è ðàññìîòðèì Q(m).

Q(m) = m2 − 5m2 − am+ 5m = m · (5− a− 4m) = 0

Ïåðâûé ñëó÷àé m = 0. Òîãäà k = 0.

Âòîðîé ñëó÷àé m =
5− a
4

. Òîãäà k =
5a− 25

4
.

Âî âñåõ âàðèàíòàõ áûëè ïîäîáðàíû ïàðàìåòðû a > 5 òàêèå, ÷òî
5a− 25

4
> 0. Îñòà-

ëîñü ïðèâåñòè òàêèå ìíîãî÷ëåíû P (x), Q(x) è R(x), ïðè êîòîðûõ âñå óñëîâèÿ âû-

ïîëíÿþòñÿ:

Q(x) = (x− 5) ·
(
x+

a− 5

4

)
R(x) = 2 ·

(
x+

a− 5

4

)
· (x+ 2.5)

P (x) = (x− 5) ·
(
x+

a− 5

4

)
· (x+ 2.5) �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 28.75 36.25 26.25 33.75 27.5 37.5 30 35 32.5 31.25



8. (10 áàëëîâ) Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, x è y òàêîâû, ÷òî
ax+ by = r − t
ax2 + by2 = r

ax3 + by3 = r + t

ax4 + by4 = r + t2

Íàéäèòå ax5 + by5.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî

ax3 + by3 = (ax2 + by2) · (x+ y)− xy · (ax+ by)

ax4 + by4 = (ax3 + by3) · (x+ y)− xy · (ax2 + by2)

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé:{
r · (x+ y)− (r − t) · xy = r + t

(r + t) · (x+ y)− r · xy = r + t2

Ðåøàåì åå îòíîñèòåëüíî xy è x+ y è íàõîäèì
x+ y =

2r

t
+ t− r

xy =
2r

t
− r + 1

Ðàñïèøåì àíàëîãè÷íî

ax5 + by5 = (ax4 + by4) · (x+ y)− xy · (ax3 + by3) =

= (r + t2) ·
(
2r

t
+ t− r

)
−
(
2r

t
− r + 1

)
· (r + t) =

=
2r2

t
+ rt− r2 + 2rt+ t3 − t2r − 2r2

t
+ r2 − r − 2r + tr − t =

= 4rt+ t3 − t2r − 3r − t = 3r · (t− 1)− rt · (t− 1) + t · (t+ 1) · (t− 1) =

= (t− 1) · (t2 + t · (1− r) + 3r)

Èòîãîâûé îòâåò ìû ïîëó÷èëè íå âû÷èñëÿÿ ñàìè ÷èñëà x, y, a è b. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 24 24 40 132 33 144 24 3 6 280



9. (20 áàëëîâ) ×åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî abcd íàçûâàåòñÿ èäåàëüíûì, åñëè a+ b = c+ d.

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò èäåàëüíûõ ÷èñåë ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû äâóõ ÷åòûðåõ-

çíà÷íûõ ïàëèíäðîìîâ?

Ðåøåíèå: Ïóñòü ÷èñëî abcd = nmmn+ xyyx, òîãäà

abcd = 1001(n+ x) + 110(m+ y)
... 11

Èç ïðèçíàêà äåëèìîñòè íà 11 ñëåäóåò b+d = a+c. Òàê êàê ÷èñëî abcd èäåàëüíîå, òî

ïîëó÷àåì a = d è b = c, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå ÷èñëî ïàëèíäðîì, ïðè÷åì ïåðâàÿ

öèôðà íå ðàâíà 1 (èíà÷å îíî íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ

÷èñåë). Âñå ÷åòûðåõçíà÷íûå ïàëèíäðîìû çàäàþòñÿ ïåðâûìè äâóìÿ öèôðàìè, ïðè-

÷åì ïåðâàÿ öèôðà ìîæåò áûòü âûáðàíà 8 ñïîñîáàìè, à âòîðàÿ 10. Â èòîãå ïîëó÷àåì,

÷òî òàêèõ ÷èñåë âñåãî 8 · 10 = 80. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî êàæäîå ïîëó÷åííîå ÷èñëî

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå abba = 1001 + (a− 1)bb(a− 1). �

Îòâåòû: 80.



10. (20 áàëëîâ) Äèàãîíàëè AC è BD âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêà-

þòñÿ â òî÷êå P . Íàéäèòå ∠APB, åñëè ∠BAC = 2α, ∠BCA = 2β, ∠CAD = 90◦ − α
è ∠ACD = 90◦ − β.

Ðåøåíèå:

Î÷åâèäíî, ÷òî

∠LCD = 180◦ − (90◦ − β)− 2β = 90◦ − β = ∠ACD

è

∠KAD = 180◦ − (90◦ − α)− 2α = 90◦ − α = ∠CAD

Ïîëó÷àåì, ÷òî AD è CD âíåøíèå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ABC. Ñëåäîâàòåëüíî,

BD � áèññåêòðèñà ∠ABC. Ïîýòîìó

∠ABP = ∠PBC =
180◦ − 2α− 2β

2
= 90◦ − α− β

Òîãäà èñêîìûé óãîë ìîæíî íàéòè êàê âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà BPC

∠BPA = ∠PBC + ∠BCP = 90◦ − α− β + 2β = 90◦ − α + β �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 70◦ 85◦ 72◦ 80◦ 74◦ 65◦ 75◦ 75◦ 80◦ 81◦


