
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ ÈÍÍÎÏÎËÈÑ

I îòáîðî÷íûé (çàî÷íûé) ýòàï ïî ìàòåìàòèêå, 4 äåêàáðÿ 2016ã.

9 êëàññ, ïîëíûå ðåøåíèÿ.

1. (5 áàëëîâ) ×åìó ðàâíî ÷èñëî m â ïÿòåðè÷íîé (ñåìåðè÷íîé, îäèííàöàòåðè÷íîé)

ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ?

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7

Îòâåò 101313 33243 6323 6526 100412 101313 12265

8 9 10 11

12501 100343 12253 30434



2. (5 áàëëîâ) Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

x2 − y2 + 2(a+ b)x+ 2(a− b)y = p− 4ab p ∈ P

Â îòâåò íàïèøèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x.

Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóåì íàøå óðàâíåíèå ê âèäó

(x2 + 2(a+ b)x+ (a+ b)2)− (y2 − 2(a− b)y + (a− b)2) = p

Ïîëó÷àåì

(x+ a+ b)2 − (y − a+ b)2 = p

èëè

(x− y + 2a) · (x+ y + 2b) = p

Ïîëó÷àåì ÷åòûðå âîçìîæíûõ âàðèàíòà{
x− y + 2a = 1

x+ y + 2b = p

{
x− y + 2a = −1
x+ y + 2b = −p

{
x− y + 2a = p

x+ y + 2b = 1

{
x− y + 2a = −p
x+ y + 2b = −1

Íàõîäèì x è y
x =

p+ 1

2
− a− b

y =
p− 1

2
+ a− b


x =
−p− 1

2
− a− b

y =
1− p
2

+ a− b


x =

p+ 1

2
− a− b

y =
1− p
2

+ a− b


x =
−p− 1

2
− a− b

y =
p− 1

2
+ a− b

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå x = −p+ 1

2
− a− b. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò -58 -59 -59 -60 -61 -62 -64 -65 -56 -57 -119



3. (7 áàëëîâ) Àâòîáóñíûé áèëåò íóìåðóåòñÿ øåñòüþ öèôðàìè: îò 000000 äî 999999.

Âû ïîêóïàåòå îäèí áèëåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âàì äîñòàíåòñÿ áèëåò, ó

êîòîðîãî öèôðû èäóò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (óáûâàíèÿ)?

Ðåøåíèå: Âñåãî ðàçëè÷íûõ áèëåòîâ 106 èç íèõ ó C6
10 öèôðû èäóò â ïîðÿäêå âîçðàñ-

òàíèÿ (óáûâàíèÿ) (ëþáûå 6 öèôð èç 10 îáðàçóþò ðîâíî îäíî íóæíîå íàì ÷èñëî).

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ðàâíà
C6

10

106
= 0.00021. �

(7 áàëëîâ) Àâòîáóñíûé áèëåò íóìåðóåòñÿ øåñòüþ öèôðàìè: îò 000000 äî 999999.

Âû ïîêóïàåòå îäèí áèëåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âàì äîñòàíåòñÿ áèëåò, ó

êîòîðîãî öèôðû ðàçëè÷íû?

Ðåøåíèå: Âñåãî ðàçëè÷íûõ áèëåòîâ 106 èç íèõ ó 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 áèëåòîâ âñå öèô-
ðû ðàçëè÷íû (íà ïåðâîå ìåñòî öèôðó ìîæíî âûáðàòü 10 ñïîñîáàìè, íà âòîðóþ � 9

ñïîñîáàìè è ò. ä.). Òîãäà âåðîÿòíîñòü ðàâíà
10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5

106
= 0.1512. �

(7 áàëëîâ) Àâòîáóñíûé áèëåò íóìåðóåòñÿ øåñòüþ öèôðàìè: îò 000000 äî 999999.

Âû ïîêóïàåòå îäèí áèëåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âàì äîñòàíåòñÿ áèëåò, ó

êîòîðîãî ëþáûå à) äâå; á) òðè; â) ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûå öèôðû ðàçëè÷íû?

Ðåøåíèå: Âñåãî ðàçëè÷íûõ áèëåòîâ 106 èç íèõ ó à) 10 ·95; á) 10 ·9 ·84; â) 10 ·9 ·8 ·73
ëþáûå a) äâå; á) òðè; â) ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíû öèôðû ðàçëè÷íû. Òîãäà âåðîÿò-

íîñòü ðàâíà à)
10 · 95

106
= 0.59049; á)

10 · 9 · 84

106
= 0.36864; â)

10 · 9 · 8 · 73

106
= 0.24696. �

(7 áàëëîâ) Àâòîáóñíûé áèëåò íóìåðóåòñÿ øåñòüþ öèôðàìè: îò 000000 äî 999999.

Âû ïîêóïàåòå îäèí áèëåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âàì äîñòàíåòñÿ áèëåò, ó

êîòîðîãî íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâå îäèíàêîâûå öèôðû?

Ðåøåíèå: Êîëè÷åñòâî áèëåòîâ, ó êîòîðûõ íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâå îäèíàêîâûå öèô-

ðû, ðàâíî 106 − 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 (èç âñåõ áèëåòîâ íóæíî îòíÿòü òå, ó êîòîðûõ âñå

öèôðû ðàçëè÷íû). Òîãäà âåðîÿòíîñòü ðàâíà
106 − 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5

106
= 0.8488. �

(7 áàëëîâ) Àâòîáóñíûé áèëåò íóìåðóåòñÿ øåñòüþ öèôðàìè: îò 000000 äî 999999.

Âû ïîêóïàåòå îäèí áèëåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âàì äîñòàíåòñÿ áèëåò, ó

êîòîðîãî õîòÿ áû îäíà öèôðà à) áîëüøå 5; á) ìåíüøå 3)?

Ðåøåíèå: Êîëè÷åñòâî áèëåòîâ, ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà öèôðà a) áîëüøå 5; á)

ìåíüøå 3, ðàâíî à) 106 − 66; á) 106 − 76 (èç âñåõ áèëåòîâ íóæíî îòíÿòü òå, ó êîòî-

ðûõ âñå öèôðû à) íå ïðåâîñõîäÿò 5; á) íå ìåíüøå 3). Òîãäà âåðîÿòíîñòü ðàâíà à)
106 − 66

106
= 0.953344; á)

106 − 76

106
= 0.882351. �

(7 áàëëîâ) Àâòîáóñíûé áèëåò íóìåðóåòñÿ øåñòüþ öèôðàìè: îò 000000 äî 999999.

Âû ïîêóïàåòå îäèí áèëåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âàì äîñòàíåòñÿ áèëåò, ó

êîòîðîãî ðîâíî îäíà öèôðà ìåíüøå 3?

Ðåøåíèå: Êîëè÷åñòâî áèëåòîâ, ó êîòîðûõ ðîâíî îäíà öèôðà ìåíüøå 3, ðàâíî

6 · 3 · 75 (6 ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü ïîçèöèþ, â êîòîðîé áóäåò ñòîÿòü öèôðà ìåíü-

øàÿ 3, à íà îñòàëüíûõ 5 ïîçèöèÿõ öèôðû íå ìåíüøèå 3). Òîãäà âåðîÿòíîñòü ðàâíà
6 · 3 · 75

106
= 0.302526. �

(7 áàëëîâ) Ëîòåðåéíûå áèëåòû íóìåðóåòñÿ ïÿòüþ öèôðàìè: îò 00000 äî 99999. Âû

ïîêóïàåòå îäèí áèëåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âàì äîñòàíåòñÿ áèëåò, ó êîòî-

ðîãî õîòÿ áû îäíà öèôðà ÷åòíàÿ?

Ðåøåíèå: Êîëè÷åñòâî áèëåòîâ, ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà öèôðà ÷åòíàÿ, ðàâíî

105 − 55 (èç âñåõ áèëåòîâ âû÷èòàåì òå, ó êîòîðûõ âñå öèôðû íå÷åòíûå). Òîãäà

âåðîÿòíîñòü ðàâíà
105 − 55

105
= 0.96875. �



4. (7 áàëëîâ) Ðåøèòå óðàâíåíèå

x+

√
x+

1

2
+

√
x+

1

4
= n2 n > 1

Ðåøåíèå: Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò â ïîäêîðåííîì âûðàæåíèè

x+

√√√√(√x+
1

4
+

1

2

)2

= n2

Êîðåíü îïóñêàåòñÿ áåç ìîäóëÿ â âèäó òîãî, ÷òî â ÎÄÇ

√
x+

1

4
+

1

2
> 0. Ïîýòîìó

x+

√
x+

1

4
+

1

2
= n2

Îïÿòü âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò (√
x+

1

4
+

1

2

)2

= n2

Òàê êàê n > 0 è â ÎÄÇ

√
x+

1

4
+

1

2
> 0, òî√

x+
1

4
= n− 1

2

Ê òîìó æå ìû çíàåì, ÷òî n > 1, ïîýòîìó âîçâåäåíèå â êâàäðàò áóäåò ðàâíîñèëüíûì

ïðåîáðàçîâàíèåì

x+
1

4
= n2 − n+

1

4
=⇒ x = n2 − n �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 992 1056 930 870 1122 1190 1560 2450 3540 1980 9900



5. (8 áàëëîâ) ×åðåç ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî 2n-óãîëüíèêà ïðîâåäåíû ïðÿìûå. Íà ñêîëü-

êî ÷àñòåé ýòè ïðÿìûå äåëÿò ïëîñêîñòü?

Ðåøåíèå: Ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ: 1) íèêàêèå òðè ïðÿìûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó

òî÷êó; 2) ïðÿìûå áóäóò ïàðàëëåëüíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîäåðæàòü

ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî 2n-óãîëüíèêà.

Ëåììà: Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ïðÿìûõ, ïðè÷åì íèêàêèå òðè èç

íèõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ïðîâåäåì åùå îäíó ïðÿìóþ, êîòîðàÿ ïåðåñå÷åò

m óæå ïðîâåäåííûõ ïðÿìûõ â m ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, òîãäà êîëè÷åñòâî ÷àñòåé, íà

êîòîðûå äåëèòñÿ ïëîñêîñòü ýòèìè ïðÿìûìè óâåëè÷èòñÿ íà m+ 1.

. Îáîçíà÷èì íà íàøåé ïðÿìîé íîâûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ L1, L2, . . . , Lm (íóìåðàöèÿ

ñîâïàäàåò ñ ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê íà ïðÿìîé). Ðàññìîòðè âñå ÷àñòè ïëîñêîñòè, êî-

òîðûå îáðàçîâûâàëèñü äî ïðîâåäåíèÿ íîâîé ïðÿìîé. Åñëè ÷àñòü ñîäåðæèò èíòåðâàë

(−∞L1), (L1L2), . . . , (Lm−1Lm), (Lm∞), òî îíà ïîäåëèòñÿ íà äâå, èíà÷å îíà îñòà-

íåòñÿ íå òðîíóòîé. Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê èíòåðâàëîâ ó íàñ m + 1, òî è ÷àñòåé

ñòàíåò íà m+ 1 áîëüøå. �

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ íàøåé çàäà÷è. Áóäåì ïðîâîäèòü ïðÿìûå ïîñëåäîâàòåëüíî ÷å-

ðåç ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî 2n-óãîëüíèêà. Ïåðâàÿ ñòîðîíà îáðàçóåò 2 ÷àñòè; âòîðàÿ

áóäåò ïåðåñåêàòü òîëüêî ïåðâóþ, ïîýòîìó äîáàâèò åùå 2 ÷àñòè; è ò. ä. êàæäàÿ ñëåäó-

þùàÿ áóäåò äîáàâëÿòü íà îäíó áîëüøå, ÷åì ïðåäûäóùàÿ. Áóäåì ïðîäîëæàòü òàêóþ

îïåðàöèþ âïëîòü äî n ïðÿìîé. Íà÷èíàÿ ñ n+1 ïðÿìîé ó íàñ áóäóò îáðàçîâûâàòüñÿ

ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå: n + 1 ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åò n ïðåäûäóùèõ; n + 2 � ïåðåñå÷åò

n+ 1 ïðåäûäóùèõ; è ò. ä. êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ íà îäíó áîëüøå, ÷åì ïðåäûäóùàÿ. Â

èòîãå ïîëó÷àåì òàêîé îòâåò

2 + 2 + 3 + . . .+ n+ n+ (n+ 1) + . . .+ (2n− 1) =

= 1 + n+
2n(2n− 1)

2
= 2n2 + 1 �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 1251 2451 1801 801 4051 5001 2179 3873 3043 969 1059



6. (8 áàëëîâ) Â óíèâåðñèòåòå Èííîïîëèñ îáó÷àåòñÿ 2n (n > 1) ñòóäåíòîâ. Îêàçàëîñü,

÷òî ëþáûõ 2n−2 èç íèõ ìîæíî ðàçáèòü íà n−1 ïàðó çíàêîìûõ. Êàêîå íàèìåíüøåå

÷èñëî ïàð çíàêîìûõ ìîæåò áûòü ñðåäè âñåõ ñòóäåíòîâ.

Ðåøåíèå: Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñòóäåíò (íàçîâåì åãî Áîáîì), ó êîòîðîãî íå áîëüøå

äâóõ çíàêîìûõ. Òîãäà ðàññìîòðèì ãðóïïó èç Áîáà è åùå 2n−3 ñòóäåíòîâ, íå çíàêî-

ìûõ ñ Áîáîì. Ìû íàøëè ãðóïïó, êîòîðàÿ ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è (íèêòî íå

ìîæåò îáðàçîâûâàòü ïàðó ñ Áîáîì). Çíà÷èò ìû äîêàçàëè, ÷òî ó êàæäîãî ñòóäåíòà

õîòÿ áû 3 çíàêîìûõ. Òîãäà ïàð çíàêîìñòâ õîòÿ áû
3 · 2n
2

= 3n.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîãäà áóäåò ðîâíî 3n çíàêîìñòâ. Ïîñàäèì âñåõ ñòóäåíòîâ çà êðóã-

ëûé ñòîë è ñêàæåì, ÷òî êàæäûé ñòóäåíò çíàêîì ñî ñâîèìè íåïîñðåäñòâåííûìè ñî-

ñåäÿìè è ñòóäåíòîì, ñèäÿùèì äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíî. Ðàññìîòðèì ïðîèç-

âîëüíóþ ãðóïïó èç 2n − 2 ñòóäåíòîâ. Åñëè ìû âûáðîñèì äâóõ ñòóäåíòîâ, ñòîÿùèõ

íàïðîòèâ, òî îñòàâøèõñÿ ìîæíî ðàçáèòü íà n − 1 ïàðó ñòîÿùèõ íàïðîòèâ. Ïóñòü

ìû âûáðîñèì äâîèõ, íå ñòîÿùèõ íàïðîòèâ. Åñëè íà êàæäîé èç äâóõ îáðàçîâàííûõ

èìè äóã ñòîèò ïî ÷åòíîìó ÷èñëó ñòóäåíòîâ, ðàçîáüåì èõ íà ïàðû ñîñåäåé. Åñëè æå

íà êàæäîé � ïî íå÷åòíîìó ÷èñëó ñòóäåíòîâ, íà ìåíüøåé äóãå ðàçîáüåì íà ïàðû

âñåõ, êðîìå îäíîãî èç êðàéíèõ, à êðàéíåìó â ïàðó äàäèì ïðîòèâîïîëîæíîãî. Ïîñëå

ýòîãî, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, áîëüøàÿ äóãà ðàñïàäåòñÿ íà äâå èç ÷åòíîãî ÷èñëà

ñòóäåíòîâ, è ìû ñìîæåì ðàçáèòü êàæäóþ èç íèõ íà ïàðû ñîñåäåé. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 153 303 228 183 213 243 273 198 258 288 318



7. (10 áàëëîâ) Íà ãèïîòåíóçå AB ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè

X è Y òàêèì îáðàçîì, ÷òî AX = AC è BY = BC. Îêàçàëîñü, ÷òî XY = p. Íàéäèòå

ïðîèçâåäåíèå AY ·BX.

Ðåøåíèå:

Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà AC +CB > AB, ïîýòîìó ðàñïîëîæåíèå òî÷åê X è Y

íà ãèïîòåíóçå áóäåò èìåííî òàêèì (ñì. ðèñóíîê).

Îáîçíà÷èì AY = a è BX = b, òîãäà AC = a + p è BC = b + p. Âîñïîëüçóåìñÿ

òåîðåìîé Ïèôàãîðà

AC2 +BC2 = AC2 =⇒ (a+ p)2 + (b+ p)2 = (a+ b+ p)2

Ðàñêðûâàåì ñêîáêè è ïðèâîäèì ïîäîáíûå ÷ëåíû

2ab = p2 =⇒ ab =
p2

2
�

Îòâåòû:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 4.5 12.5 6.125 10.125 15.125 24.5 21.125 28.125 40.5 45.125 40.5



8. (10 áàëëîâ) Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðè xm ó ìíîãî÷ëåíà

P (x) = (1 + x) · (2 + x2) · (4 + x4) · (8 + x8) · . . . · (1024 + x1024)

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ ñêîáêàõ ïåðåìåííûå x âõîäÿò â ñòåïåíÿõ 2k, ãäå

k ∈ {0, 1, . . . , 10}. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû îáðàçîâàëîñü ñëàãàåìîå xm íóæíî âî âñåõ

ñêîáêàõ âçÿòü x2
k
, ãäå k � íåíóëåâîé áèò â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè m, è ÷èñëî 2k,

åñëè k � íóëåâîé áèò.

Â èòîãå äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè êîýôôèöèåíò ïðè xm íóæíî íàéòè äâîè÷íîå

îäèííàöàòèðàçðÿäíîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà m (âîçìîæíî ñ âåäóùèìè íóëÿìè). Åñëè

b1, b2, . . . , bl � âñå íóëåâûå áèòû ýòîãî äâîè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ, òî îòâåòîì áóäåò ÿâ-

ëÿòüñÿ ÷èñëî 2b1+b2+...+bl . �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 2048 32768 65536 32768 4096 2048 512 32768 8192 40965 945



9. (20 áàëëîâ) Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ïîñòðîåíû âî âíåøíþþ ñòîðîíó ðàâíîáåä-

ðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ óãëàìè ïðè âåðøèíå α, β è γ, ãäå α+β+ γ = 360◦. Íàéäèòå

óãëû òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî âåðøèíàìè ýòèõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíè-

êîâ.

Ðåøåíèå:

Òàê êàê ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ øåñòèóãîëüíèêà ðàâíà 720◦, òî

∠ZAY + ∠Y CX + ∠XBZ = 720◦ − (∠AY C + ∠CXB + ∠BZA) =

= 720◦ − (α + β + γ) = 720◦ − 360◦ = 360◦

Ñîâåðøèì ïîâîðîò âîêðóã òî÷êè X íà ∠CXB ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òî÷êà C

ïåðåéäåò â òî÷êó B, à òî÷êà Y � â òî÷êó Y ′. Ñëåäîâàòåëüíî, 4XCY áóäåò ðàâåí

4XBY ′. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî XY = XY ′ è ∠XY ′B = ∠XY C.
Ïîñìîòðèì íà 4ZBY ′:

∠ZBY ′ = 360◦ − ∠Y ′BX − ∠XBZ = 360◦ − ∠Y CX − ∠XBZ = ∠ZAY

Ïîëó÷àåì, ÷òî 4ZBY ′ = 4ZAY ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ZY ′ = ZY è ∠BY ′Z = ∠AY Z. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî 4Y ′ZX = 4Y ZX
ïî òðåì ñòîðîíàì, ïîýòîìó ∠ZY ′X = ∠ZY X.

Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè

∠AY C = ∠AY Z + ∠ZY X + ∠XY C = ∠BY ′Z + ∠ZY X + ∠XY ′B =

= ∠ZY ′X + ∠ZY X = 2∠ZY X

Ñëåäîâàòåëüíî, ∠ZY X =
1

2
∠AY C =

α

2
. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàòñÿ, ÷òî ∠Y XZ =

β

2
è ∠XZY =

γ

2
. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5

Îòâåò 50◦, 60◦, 70◦ 50◦, 55◦, 75◦ 55◦, 60◦, 65◦ 40◦, 65◦, 75◦ 45◦, 65◦, 70◦

6 7 8 9 10 11

40◦, 60◦, 80◦ 45◦, 50◦, 75◦ 45◦, 50◦, 85◦ 50◦, 50◦, 80◦ 40◦, 70◦, 70◦ 30◦, 75◦, 75◦



10. (20 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) =
√
(x− a)2 + b2 +

√
(x− b)2 + a2 a, b > 0

Ðåøåíèå:

Áóäåì ðåøàòü ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì. Ðàññìîòðèì òðè òî÷êè A(a, b), B(b,−a) è
C(x, 0). Òîãäà ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî òî÷êè A ðàâíî

√
(x− a)2 + b2, à ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè C äî òî÷êè B ðàâíî
√

(x− b)2 + a2. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøà ôóíêöèÿ åñòü

íå ÷òî èíîå, êàê

f(x) =
√

(x− a)2 + b2 +
√

(x− b)2 + a2 = CA+ CB

ñóììà ðàññòîÿíèé îò ïåðåìåííîé òî÷êè C äî òî÷åê A è B. Íî ïî íåðàâåíñòâó òðå-

óãîëüíèêà CA + CB > AB, ïðè÷åì ðàâåíñòâî, êîãäà òî÷êà C ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé

D. Ïîëó÷àåì, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì

ìåæäó òî÷êàìè A è B, òî åñòü ðàâíî
√

(a− b)2 + (b+ a)2 =
√
2a2 + 2b2. �

(20 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) =
√

(x+ a)2 + b2 +
√

(x+ b)2 + a2 a, b > 0

Ðåøåíèå:

Áóäåì ðåøàòü ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì. Ðàññìîòðèì òðè òî÷êè A(−a, b), B(−b,−a)
è C(x, 0). Òîãäà ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî òî÷êè A ðàâíî

√
(x+ a)2 + b2, à ðàññòî-

ÿíèå îò òî÷êè C äî òî÷êè B ðàâíî
√

(x+ b)2 + a2. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøà ôóíêöèÿ

åñòü íå ÷òî èíîå, êàê

f(x) =
√

(x+ a)2 + b2 +
√

(x+ b)2 + a2 = CA+ CB

ñóììà ðàññòîÿíèé îò ïåðåìåííîé òî÷êè C äî òî÷åê A è B. Íî ïî íåðàâåíñòâó òðå-

óãîëüíèêà CA + CB > AB, ïðè÷åì ðàâåíñòâî, êîãäà òî÷êà C ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé

D. Ïîëó÷àåì, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì

ìåæäó òî÷êàìè A è B, òî åñòü ðàâíî
√

(a− b)2 + (b+ a)2 =
√
2a2 + 2b2. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 26 26 26 26 26 26 26 26 26 26 10


